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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 

24,3 (1983) 

0 ПCEBДOДИФФEPEШJИPУEMOCTИ ПCEBДOPABHOMEPHO HEПPEPЫBHЫX 

KOHCTPУKTИBHЫX ФУHKЦИЙ пo ФУHKЦИЯM TOPO ЖE TИПA 

0. ДEMУT (O.-DEяШTH) 

Содарканне; В статье исследуются свойства верхних и ниж
них псевдопроизводннх (т.е. производных в классическом смысле) 
псевдоравномерно непрерывных всюду определенных ПОЗ-конструк
тивных функций действительной переменной (С01-КФДП) по функ
циям того же типа в точках отвечающих арифметическим действи
тельным числам (АДЧ). 

Ключевые слова: Конструктивные функции действительной 
переменной, верхние и нижние псевдопроневодные функций по функ
циям, арифметические действительные числа* 

Классификация:.' ОЗР65, 26А24 

В настоящей статье доказаны для верхних и нижних псевдо

проивводных псевдоравномерно непрерывных (т.е. равномерно не

прерывных в классическом смысле) всюду определенных С0}-КФДН 

по функциям того же типа аналоги теорем А. Данжуа и К.М. Гарга 

о производных числах (ср. [13 и 12]). Результаты являются обоб

щением утверждений, которые были докаааны в [83 и 19] для [0,3-

равномерно непрерывных ЦОЗ-РН) [03-КФДП. 

В следующем мы пользуемся бее дальнейших ссылок определе

ниями и обовкачениями иа [10] - в частности - перечисленными 

там переменными, классами АДЧ Ал , А% , Я^ ж А$ и классами 

[03-псевдочисел 7^ и ТТ̂  . Определения основных понятий 

конструктивного математического анализа содержатся, например, 

в СЗ]. 

Для всякого натурального числа (НЧ) т, мы посредством 
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3 "* обовначим Д) "* , т.е. множество всех 1т,1 -конструк

тивных действительннх чисел (ЕтЛ -КДЧ), расширенное на -ш и 

-** со • 

мы напомним, что [т,^ -псевдочисла ([пг^-да) - и*чз коды 

псевдофундаментальнмх [тО -последовательностей р«дповальных 

чисел (РЧ) - см. [3^. Соответствие между [лгО-ПЧ я[лг+^]-КДЧ 

напоминается в [103* Для любых [03-ПРЧ^ н АДЧ X верно 

^«ХэС^вТГ" 1» Хс Л^)Ь($*ТТШтХ€ Л^) 

(см. [103, стр. 457). 

Если | СлпО-ПЧ, то мм посредством & обовначаем с о от

вете твувщую Г<пЗ -последовательность РЧ. Мы скажем, что СОЗ-ПЧ 

^ является монотоннмм (соотв. строго монотонным), если [03-

последовательяоеть $ является монотонной (соотв. строго мо

нотонной). 

Для любого АДЧ Р мм посредством Му обовначим С 03-ото

бражение (см. [33) такое, что для всякого АДЧ X внполиено 

Ьу (К) с* V. тюх, С 0, тшп, С X, А)) * 

[03-отображения, являющиеся для всякого НЧ т, операторами 

типа (Д)СтЛ^—> 31т-1 ) , мм навеваем [03-КФДП типа В. Согласно 

•«мечанкю 5.4 ив ГЗ] для любой всюду определенной псевдоравно-

мерно непрерывной (ПРН) [03-КФДП $ существует [03-КФДП типа 

В $ такая, что Чхш«*(х101)* ?(хш)). 

Всюду определенную [03-КФДП ф мм назовем [03-функцией, 

если выполнено 

у . х С О 4 ( и ш . « 0 э ^ с ^ 

ЕСЛИ & ПРН [03-Функция, то мы посредством Ф<р>1$} обо

вначим определенную [03-функцию типа В такую, что 

Чх™Ч<Ьр1$Н*1(п) ~ З Ч * Г 0 Л ) ) (см. [33, стр. 47). 

Замечание 1. 1) Пусть $ ЮЗ-функция, лг н ± НЧ, 1_ 
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[0]-сегмент н Р слово, являющееся или [т>2 -КЦЧ или [,™Д-ПЧ. 

а) Если верно 36 ( й/^) (см. С12Д), то мм посредством 

1$чЩ] обоэначим [ОД-функцию, которая линейна на всяком сег

менте Яг (&) , где Л е 1Л/̂  , н удовлетворяет условию 

У Л

С 0 Л ( п ( х ш

е С ^ З ) э [ ? , ^ ] ^ с ^ ) « д г ( ^ с ^ ) ) . 

б) мм посредством йи^ (Р,<Г.Л ) (соотв. 1п* (Р,3^)) обо-

аиачим: Р является супремумом (соотв. инфнмумом) еначениЙ, 

которме $ принимает на [0]-КДЧ на I- . 

Если $Г ПРН, то существуют строго монотоннне [ОД-ПЧ §0 •* 

^ такие, что 3 ^ С^
0
, 3̂  и 8 Л и Н ^ , У Л ). 

2) а) [О]-последовательность неперекрывающихся и содер

жащихся в 0 д1 рациональных сегментов § мы навиваем Под

покрытием, если вмполяено 

Э.(ФО«°*Э (фЛ«1*У* С Р ^0<.х С 0 Л < Ъ 
Л О ОТ, Т 

э 3 * X С Э„. С* А . - Эл ( ф г ) & З л СФ*> < л с и < ^ ( ф г ) ) ) 

(едесь, как ато привычно, вместо ф (<р,) пишется ф. ) . 

б) Для любого [О]-покрытия ф легко построить строго мо

нотонное [ОД-ПЧ ^ такое, что 0 < ^ < А &-..3& (^ е Ф Л ) . 

в) Согласно [53 существует последовательность [ОД-покры

тий { ф * Ц » для которой внполнено ^^(аЖИФл»! < 2~ ) & 

УХСХс О д Ь ( Х б ^ з ^ п . а 4 (Хб ф^)». 

Определения, свяванные с псевдодифференцирувмостью всюду 

определенных СОЗ-КФДП, содержатся, например, в [ 1 2 ] . 

Замечание 2 . (Ср. С8] м [9Д.) Пусть V и (^ ПРН [ОД-

функции и X , Л 0 н 2^ АДЧ. 

1) Мм определим 

^ ( ^ Х ^ п З г в а С О А ^ Ь 

Ех*г%Х)*пп31(Х*#ви>Ь(&«^ 
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^ ( ^ , Х ) # ^ З ^ У У ( 1 У - Х 1 < 2 - ^ & % Г ^ ( У ) - % 1 1 : ^ С Х ) Э 

эпЕх*гС^,У)). 

Следовательно, (Яе^ (^Х^^3^10Ч^[д,Ш)^т)ЬЦ(^%) 

* ае^С^,Х)эО<Х<1. 
2) Для всякого АДЧ У мм посредством в(&>($<,Х,У ) обо-

•иачим внражеине 

( 1 )
 М с р С У ) - в^С^З(Х) ' 

причем а) если анаменатель (1) равен нулю, а числитель поло

жителен (соотв. отрицателен), то мы будем считать, что 

в($*, ̂ ,,Х, У ) принимает значение + до (соотв. -а? ); 

б) если и числитель н анаменатель (1) равны нулю, то мм 

будем считать, что внражения Е0 & О С5*, ф*, X, У ), 

г0^9(^^,Х%У) * 21 н е(^,Х,У)^1 являются вер-

ними суждениями. 

3) Существуют 0
с
*^-отображении Ъ1?,$,1 м

 ^ ^ §,̂  

являющиеся для любого НЧ /я операторами типа (ЭГяг3
—>

#
1)

Сл1
'

+2Л
), 

причем для всякого Г-пЛ-КОЧ .х*"
0
 какого, что Ке<̂  (д., х

С т , : 3
) , 

2 СГ, <^ (.х*"
0
) (соотв. ЕС^^Л (ос

11
'"'

3
) ) является значением 

ннжяе! (соотв. верхней) псевдопроиеводной Ф по (% в точке 

^ - ^ (определения см. в Г .ХД» стр. 108). 

4) мы определим 

Э
КЛ
(Я$,Х).*С1^С^^^ 

\л^
0
,Я^Х)^С1)

к л
С^,Х)Л1^^СХ)»2

о
), 

5) Если 0«*Х<Н , то - очевидно - Т;С^^з(Х)« 

• Ь^зсх)Ь5.:1Г|Лч|зсх)-!51:п(Х) • 
Замечание 3. Пусть У всюду определенная 10Э-»ДП- /т н 

т, НЧ, /и- [/тЗ-КДЧ и Р слово, являющееся или Гт> 3-КДЧ или 

[«О-ПЧ. Тогда согласно 143. стр. 83, 1.кл (Т9пг) Ф 
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ЦопЗ^Усс1С«г-2~ г< с <Ы,<1Г + 2"гэ13'(с)~Э'Ш\<Г+') * 

^к^Р,&«^)^V&ппВс^Vс(^с-п^\<2.~*э^0'(с)~Р1<2~^). 
Верно 

- оо <Ъ1^У(пг) <>'$13"1(пг)< + со э ^ к л , С^4г). 

На основании леммм 4 иа [61 легко доказать следующее ут

верждение. 

Лемма 1. Пусть $ С О] -функция, X АДЧ и сб РЧ, для ко-

торнх выполнено <А < Ъ 1%1 (X) (соотв. З)СЗМ(Х) < с1 ) и 

О --: Х < 1. Тогда не могут существовать НЧ * и -ц, ж 101 ~И1 

101-функция ̂  такие, что Х(%) * 1 <Х «[Ц/у
в
) О СЭТ(Х) 4 

ссс^и/^ллсх)^^ссз;^л.зсх) ^^сясх), ш < * , 
С $11^ СОЗ-РЛ, -11^1(Ж^и)2к^оихше^Ш э 
%(*С02) * СУ, И^ЗСоссол>>>, К^-функцни 

С$ И!^ + А,^ и ^ ~ Лу, (соотв. Яг^-Ж, Щ1 и А/̂  - §, ) 

воерастают на О Л-1 и, следовательно, (З^ С С 5̂  1/̂  !П ( X) •» 

«бтгС^КХ), У/иг-пЗс(1с- .Х1<2" в 1 1 'всСв;1^3(с) в ГСс)) 

> ь К Л < * ; х ) э и К Л С 0 г 1 , с с г # и 4 И ( х ) , г , х ) . 
С помощью результатов иа [53 можно докааать следующее ут

верждение. 

Теорема 1. Пусть для любого НЧ л, , 0 .6 I 6. 4 , <п. [03-ПЧ, 

ё. строго монотонное [03-ПЧ иа ТГ
Л

С(
^ и 2* АДЧ. 

1) Пусть -ь НЧ, 0 ̂  Ь * 4 . 

а) Если или 77 • монотонное [03-ПЧ или [03-последователь

ность 

- да-к 
не может не быть ограниченной, то (2) псевдосходится (и, следо

вательно, [23-сходится к некоторому Г23-КДЧ) и тц не может 
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не быть равным рааностя двух монотонных [ОЗ-ПЧ. 

б) Если (2) псевдосходится, то она псевд©сходится к нулю 

ТТ.С02 
в том и только том случае, если ц^ е Тц 

2) Есля |
0
 в $, & 77

 0 в
 ^ и для любого НЧ ч, , 0 ̂  I 6 4 > 

(2) псевдосходится к АДЧ В^ , то 2
0
 « Н^ • 

На основания этой теоремы и аамечания 1 мы получаем сле

дующее утверждение. 

Следствие. Пусть ^
0
 я ^ монотонные [ОЗ-ПЧ. тогда не 

может яе быть верным одно не следующих двух суждений; 

б) существует строго монотонное [ОЗ-ПЧ ^ на ТТ
а
 такое, 

что | « *1*-Чл • 

Замечание 4. Пусть $ [03-покрытие, г^ [ОЗ-ПЧ, Р
0 

строго монотонное СОЗ-ПЧ и пусть [03-последовательность (2), 

где I г 0 , псевдосходится к АДЧ 20 . Мы построим ПРН СОД-

функции типа В Т и ($. , которые линейны на любом сегменте ф д ? 

где 0 ^ , 1 выполняют УЛСд,СЭ
л
Сф^)) « |

0
 (&) 2с 

8с УСЭдСф^)) « 2о,СЯ)') . Тогда для всякого АДЧ X такого, что 

Х€0д1&-|.Э*СХ с §и) , верно С^СХ) * |
0
 & Г С Х ) « ^ & 

* * , с . л С 2 в 1 У 1 9 > , Х ) . 

Замечание 5. Согласно теореме 6 иа [113
 (Т
ЗС- множество 

АДЧ типа в^п
 [13 -меры нуль, 3>

С01 & Ял & % & А^ и дл* 

любых АДЧ X и монотонного [ОЗ-ПЧ Р верно Х а § э X € ^* • 

Таким обравом, ввиду следствия теоремы 1 любое АДЧ, которое не 

может не быть равным сумме конечного числа монотонных СОЗ-ПЧ, 

принадлежит множеству Ф1 . 

Замечание 6. Пусть $ и ̂  ПРН С 03-функции типа В я Х
0 

АДЧ такие, что^С<^,Х
0
)&.-оо<^С^д.З(Х

0
)^С?',^СХ

0
) < + оо . 

Тогда 0 < Х
0
 < 4 и не могут не существовать НЧ яп, и ра-
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цконалънын сегмент ^ , для которых верно 

(3) Х 0 е 1 Ч 0<ть& Ус Сое I э1@СЗГ,С>,Х0 >с)и тъ) . 

Пусть лп, ж 1̂  объектн, обладающие описанннмн свойствами. 

1) Верно 

(4) \/с(се1 э1?(с) - ?(Х0)\* <т,.1<}(с)-$(.Х0)\) 

и следовательно, )/ггьЬпВ^пЧ^{\)^х^э^Э^Ч^а0)^ ^ ) ) . 

2) Бели выполнено ЕхЪг (^,Х
0
) , то ввиду (3) верно 

Ел1г (&+ Слпг + Ъ). {^, Х
0
) и, таким образом, согласно части 16) 

замечания 1 и замечанию 5 имеет место ^СХ
0
) с <ЗГ . 

3) Исходя от (4), легко доказать 

(д.(х0) с д, эУсх0)& лл)& сд.сх0) в л^э т , ) в л л) & 

«*(Х^еА* э ? Ч Х 0 ) б Л * ) . 

Пользуясь определениями и простыми геометрическими рас

суждениями, можно докавать следующие утверждения. 

Лемма 2. Пусть % , $л , фъ и (̂  ПРН [01-функции типа В 

и Х
0
 и Х< АДЧ такие, по$1\)* ЦСХ,) & ̂

0
(Х

0
)« ̂  (X,) & 

^ ^ ( 9 ь > ^ * ^ ( ^ » ^ ь 5 г ^ э ^ ( ^ < 2 с ^ . ^ л ( Х ^ • 
Тогда 

1) не могут не существовать СОЗ-КДЧ .#сод и монотонное 

СОЗ-ПЧ о\ , для которых верно % СХ0) « л & ^?(Х0) « ^ I 

2) если в ы п о л н е н о т Э ^ ф С О ^ ^ ^ Х о С ^ ^ ^ Х ^ ^ С ^ ) ^ 

^сс>0сх0), ^^и^ьыиь,^),^, л с ^ » ) , 
то имеет место -п .Э/^-со3 С9^СХ0) *=- ̂ с о д ) • 

Лемма 3 (ср . Е123). Пусть ? и } . ПРН Е01 -функции типа 

В, тъ , /а- и ^ НЧ,1г Слт* 3 -!ЩЧ и л и <$, Ст,Д-КЦЧ такие, что 

Ст, * 0 э .^ » *гш* С1,|т))&С/уг>Оэ>гь»/гг-1-48<1 ЗгСл"^С;гСл*~Ч. л » # 

^д^Спг) « .* ЪФМ~ п},к1>кл(9\§}<1г). Тогдш т> л «* & 

Пример 1. Для любого строго монотонного 103-ПЧ ^ ив 
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ТГС 0 3 можно ввиду теоремы 1 и замечания 4 построить ПРН С0.3-

фуикции типа В % , .^ , (^0 и (^ и [13-КДЧ /г такие, что 

%(<*)** ^Спг)«/»2 &&0М**$н(пг)»ОкКеъ<(&0,пг) & 

& ^ ^ 1 ^ ) ^ - Р С ^ , С ^ ] С п г ) ^ ~ со к21%,<ъ1М-+со & 

ЬЪ^О^^^&^СО^^Я^аг). 

Пример 2* Существуют СОЗ-РН [03-функции типа В ф м §^> 

обладающие следующими свойствами., для любмх НЧ ля, и г е*1)С/>,г 

существует ГтО-КДЧ х1™12 ие О V 1 такое, что РСх1™2) ** 

« ^ С с / т 3 ) ~ 0 ^ 1 % С < ^ х ^ * • 

Ввиду части 5 вамечания 2 непосредственным следствием лемм 

1 и 2 является лемма 4* 

Лемма 4 . Пусть % и % 103-функции н X и У АДЧ такие, 

что ц А ( у э З ! ; | х ) Л ^ < ( 1 ( У , 5 5 1 х ) & 1 с ^ к х ) < д с ? ; л ( Х ) . 

Тогда -1т.Зх с о : ,СХ-*,х с с и & У « 3 ; С х с о : , ) « ^С*ш)). 

Замечание 7« Пусть ^ С03-функция, X АДЧ м <± РЧ та

кие, что 0 < X < 4& с1 « с Л С П С Х ) . 

Мм используем лемму 1. Пусть ^ м ^ НЧ, обладающие свой

ствами перечисленннми в утверждении названной леммы, и пусть р 

СОЗ-РН Ю1^ушкцшя типа В такая, что Ух10* Су С*""3) -* 

СЭГи/4.ЗС*Со:1» . 

1) Пусть внполнеяо т Ц к л С<рСХ), ?, X) . Тогда, как можно 

показать, не может не существовать монотонное [03-ПЧ Р такое, 

что X « ^ . Но тогда не могут не существовать монотоннме Г. 0.3-

ПЧ <ц0 * %л , для которнх выполнено Сер С X ) + Яь^ С X )) в цо &, 

&. Аь^ (X) =- 12 . Итак, согласно замечанию 5 верно у С Х ) е ^ • 

2) Пусть внполнено 

(5) пС^СХ) с 9 ^ ) . 

Тогда ввиду 1) н замечания 5 имеет место 1-к
л
 С<р СХ), У, X) & 

<рСХ) е Л» и, следовательно, мы на основании леммн 1 ив 
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{.ДОЗ я теоремм 3 яв С 73 получаем 

(б) - . « х Д К у Л Ш «ЗСдЛСХ) & п О ) ^ Н Х ) - * 0 ) . 

Пусть, например, имеет место 0<^)Сд>Л(Х) . Согласно лем

ме 1 яе может яе существовать во врастающая [ОЗ-РН [0]-Вд>ДП 

типа В у отображающая интервал -ее V + со мш ~ ЮУГ + Ж к 

такая, что 

С7) Т (х)=- ? сх)^2п 1 гКХ)-Зс^сх)-^ . :9- 1 ( Х Ь 

Пусть у СОЗ-КФДП, обдадаящаж втямя свойствами. Им обоаяачмм 

посредством у * СОЗ-Й&ДП обратную к у , а посредством 

$* .* у~л суперпоежцию ^ я у*"*1 • Тогда 3* Ж у" шешту 

опредеденная СОЗ-КФДП, верно ^КЛСуСX), $** у*~',9СХ)) , 

~оо<1)СЗ'ж тр*"*̂  Су (X)) я (5) я мм на основании теоремм 4 

на С123 я деммм 4 получаем Д) С? * у~1} (у СХ )) -» 

« ДСЗТ* у-1ЗС^СХ)) - Н . 

Таким образом, ввиду (б) я (7) внподнено 

-ах^С-ПСХ) ? г ЭТ(Х)«<2С^(Х)8спС2СЯСХ)- 0). 

В еемечаннн 7 доказано следующее утверждение. 

Теореме 2. Дусть У С 03-функция к X АДЧ. Тогда вяшед-

нено 

- п ф [ « ( Х ) « - о о & 1 с ^ ( Х ) « + «> V 

з+усжси^&пСХвС*^) $и,<Лсу,сг,и^,х)& 

а к л с*;х )э ЬК ЛСУД х)) & Ус %^) V 

эуиклсу,<г,х) е \ п ( У « ^ » & 
ЛС«(Х)-ЗЕЙСХ) 8сл(2С^СХ)« 0)) . 

Замечание 8. Пусть $ я §• ЕРН Г 03-функции типе В и Х0 

АДЧ, 0 < $ Д Х 0 ) < 4. 

1) Пусть ^ рационадьннй сегмент, Т0 ж Тл слова не 

А> и {- ео% + со} ф СОЗ-покрнтие и сС0 к сЦ РЧ такие,что 

( 8 ) xов^оа,^6 0л18,Vусу€^р0<^>су)<^&с^су)-д.сxо)э 
ЙУ)=. ^сх0))) а УсСсе̂  Э То * ес.у, $., хе, с) * тл) 

- 39» -



-3*(<>СХ
0
)е$ь) . Ы ^ Ь с ^ Ь $.«„)< ЭП<.Ф„) к 

Св) 

Э
л
 (»,)--«• <-*->• 

На оевоваввв (в) м дамма 5.9 ив 13) дегко докаеат» 

(1о)V^^-I-(Зс^Vс(се^-.Iс^.(с)-9.(x0)|<2"2-|^^(с)-з'сxв)^-. а-*; . 

На (в) еж «дует - Э А С М (9.(Хв)».х<:вл) н мм получаем 

УУ ($.(У) - $(Х 0 ) э в** О*, У)) . 

мм постровм ЮЗ-функдвю 9» > Д** которой внподваво 

^ к л (^^сx в ),9,<*-(х в »9.Vу(У*^ в &<*(У>- д.(х0) => т„ * 
*.ВС9-С*С>>п)и.6-^СрСУ>^1>СГ,^СУ) *5Се/ЛС^СХ0)) •« Т^ . 

Пует* Л НЧ, -. < /% . Существуют НЧ ...^ , ^ я яп.^ та-

кн., что Э л ( ф ^ ) - Эл ($„) < Э,* ( $*) « Эл ( ф ^ ) & 

1#*1 •*""*-- < " - Я ( 1 * ^ 1 , 1 ^ 1 ) . 2 " * ' а . 

Ддя всяких НЧ ^ в 1; , <1.4 ^ «». 2 *• , им опродадям 

^ | ^ ^ С Э л С $ 4 | . ) + (^-'1 + Э л('} 4)). 1*А1.2""Г*') д (Эл($Д г.) + 

С*-1 + 9лСф.,>>.1 I V •*""*> 

и поетронм [ОД -поедадоватадьвост* РЧ {о.*** } ^ м , явдахщуюея 

пераечатом веах РЧ с. иа I, , ддя котормх внподвано 
Элс*.к> + С*-1> • I».%• • г " ~ * < <*• С=0 < Э л (ф*) + 

+ С̂ . + | ) . 1 * | „ | . 2 " " Л * . 

Пусть с/ :01-фуякпня, которая дввайна яа сегментах § - , 

(11) 1<А,8.' |.бз.А2' т*1 ,< 0** , 

я вняодяяат
9
(Э

л
С$

0
))-ЗГ(е1

0
), 9>(Э

Л
($.»« о/О^Сф . ,» =. УС< . ) 

я ддя дшбнхНЧ М, } я * , где С11) ,уСЭ л (а . , / ^»-- г С«-* '* ' ) -

Ванду (8) - (10) дегко докааата, что у обладает трабуа-

мнмм евойотаамн. 

2) а) 1едя вмподиаяо 

(12) Щ<.С^^0)^-оо<Ш^(^(.\)^1Г,^НХв) < * «?, 
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то мо могут не существовать НЧ гт> ж рацяоиальнм1 сегмент ^ 

такие, что ( 8 ) , где Т 0 ж - т г м Т| ж т, . 

б) Если вмполжежо 

С13) *^л(<4>,Х0)Ь--со<$Щ$1(Х0), 

то -| Ех-Ьг (Су-* *©) м ме могут ме существовать НЧ ть и рацио

нально сегмент ^ , для которнх мермо ( 8 ) , где \ж-ть ш 

Тл Ж 4- СО • 

ш) Если -)((^,(Х 0) 6 <5-С),*о согласно вамечмммям 1 м 5 

имеет место Кес^ «#7 Х0) & ф СХ0) € Л% • 

3) Пуст* мермо <5-СХ0)€ А2&чЕ-х*гС<^,Х0) м жлж (12) жлж 

( 1 3 ) . Тогда ввиду 1 ) , 2 ) , •амечаажж 1 н леммм 1 ме могут ме 

существовать [03-фужкцжя д? ж [03-РН [03-функция г|г такие.что 

^тГ>^СХ0)-й15С^С^СХ0)) * б^ГуЗС^СХ,))* ГСХ0) ь 

ОД»д(д.<х.)М]^ . 

Пусть 9? м у [03-фужкцжж, обладавщже опжсанннмн своист-

вамн. Мн на оемоваямж теоремм 1 ме Г 7Л, леммм 1 ме С1Ш м тео-

ремм 4 не 112а получаем Р к л Су, $ С Х 0 ) ) м 

псс^сх0и
 (^)элгс1)1СЛсг,9^(хд)) & я** ся, я $ , х 0 » . 

Вели внполнено 3)** С 9П (^, Х 0 ) , *° согласно леммам 2 м 3 

н части 5 •амечаниж 2 имеет место 3 2 (Ънл С2, у , §.СХ0)) & 

Як* ( 2 , 3 - 1 $ , Х 0 ) Ь 

4) Пусть мермо (12) и фСХ0)а Лд&Еайг ( $ , Х 0) . Тогда 

ме могут ме существовать НЧ мъ ш рационально сегмент ^ та

кже, что 

С14) Xо6^о&^!^ОА^&VсСсе^э^0С^,С^,Xе1с)и/т,)& 

С&о^СфСХо),0-Л) V **? С$СХ 0 ) ,$Л) ) . 

Пусть /ш н Ь обьектн, удовлетворжжвдне описан ним усло

виям. Тогда можно поетроить 101-последовательность РЧ ме ̂  
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1*ъУь2 теку», что ^-последовательность [03-ЕдаК(^(^) 1^* 

является строго монотонной н псевдосходктся к С^(Х0).йтак, вви

ду (14) ^ $*(*%}}&* пеевдоежодитея к Ф(Х0) и существуя* 

[0.3-Ш [ т , , , для котормж для всякого НЧ М, вмполнено 

^ °̂-%-м) ~ Ф °̂4Ь,-м)1 *» следовательно, 1,03-Ш ^ является 

строго монотоннмм, верно ^-гф^^А*?* 9*(Х0)& § а ТГ2

С0Л и шее 

члеям [03-последовательности 

содержатся я,интервале — (/иг«М) V (лп- + 4)» Соглаеио теореме 1 

существует [23-КДЧ V такое, что (16) ясевдоеходятся к V. Вели 

вмполнено Фкд ($'-9'» Х6) , то мм на основании еамечани* 4 и 

леммм 2 получаем Род (от, #4$*, Х0) • 

Теорема 3» Пусть 9 н ($> псевдоравномерно непрерывные СоЗ-

фуякцин и X АДЧ. мы обовяачим У * Ф^С^ДСХ) . 

1) Волн т (Ус %~) и - тем более - если У * Ар % то 

^ ( ^ , Х ) 8 с 1 ч ф С * , д а 

2) Пусть У е Лг и пусть Ж АДЧ такое, что5ку|(2эУ1ф,Х)« 

а) Если вмполнено п ЕУЪГ СС̂ „ X) } то не может не сущест

вовать всюду определенная [03-равномерно непрермвная [а]-К*ДП 

тяпа В у такая, что у(У>« вгьЕУЛСХ) & Х -̂. С2, у, У). 

б) Веля имеет место Е*"4т» ( ф , Х ) , то яе могут не сущест

вовать [03-ПЧ % и строго монотонное СОЗ-Ш Ё ИВ ТГ^03 такие, 

что = У Ц с ( 9 ^ [ ^ ( ) ( ) н [03-последовательность (16) 

псевдосходится к 2 • 

3) Цусть верно Д)кл ( 0 , У ! ^ , X ) . Тогда ^ [ Й ( Х ) е Лл . 

Докавательство. Мм можем бее ограничения общности предпо

ложить, что 0 < б^гСфКХ) < \ . 
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Части 1 н 2 утверждения являются непосредстввнннм следст

вием эанечанил 8* 

Пусть внполнено Рк<^ (О,?!^,, X). Тогда согласно уже дока-

ванной части 2 утверждения теоремн, лемме 1 не [103, теореме 

5 яв [71, замечанию б и теореме 1 верно 0^.1^} СХ) в Л1 . (Ср. 

пример 2 ив [91.) 

Пример 3. Существуют строго монотонные [03-ОТ^ив ТГЬ0*и'Я 

не ТГ^03 я Ш-КЦЧ V такие, что 0 < ^ г < 4 (н, следова

тельно, V е А2 ) и ни для какой [ОД-функции 1}г яе имеет место 

^кл (у»'*') & 1 1 с л ( ^ , у, <гг) (см. «амечание 3)» С другой сторо

ны, согласно теореме 1 и еамечанию 4 существуют ПРИ [ОД-функции 

типа В У м (# и АДЧ X такие, что <^(Х) в ^& 2ЧХ) « ^ & 

3>кл<0,Я9,Х) . 

Теорема 4. Пусть ^ и (^ псевдоравномерно непрернвнме [03-

фуякции. Тогда для любого АДЧ X > для которого внполнено 

(16) Ке^((ЬХ) Ь-1 С в ^ С У З С Х ) * ^ ) , 

имеет место 

( 1 7 ) п-\1])19%(}1Шт- со&М^ЗСХ).-* + со V 

Докаеательство. Мм можем предположить, что V и ф, явля

ются [ОД-функциями типа В. Пусть X АДЧ такое, что (16)* Тогда 

(18) 0 < Х < 4 & 34 X) с Л 2 

(вамечание 5). Согласно правилам конструктивной логики мы можем 

(17) докаеать разбором случаев. Ввиду теоремн 3 верно К«с̂ (5', X) 

н не может яе иметь место или 

(19) - со < ]) [<^П(Х)-Т)С<$-,УЗСХ)< ч-СО 

или 

(20> ЗИ<г%ГЗ(Х) - - оо &5 [(^УЗСХ) » + л . 

1) Пусть верно (19). Тогда мы на основании леммы 1 ив [ 8 ] 
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получаем (17). 

2) Цустъ внполнено (20)* Ни докажем, что в атом случае 

верно 

(21) ЬС^,9-3(Х)а- оо&ЗкЗ'.О'-КХ) -* + <*> -

Им допустхм, что * например - имеет место~|Х?<]) СЗ'.С^КХ). 

Тогда не могут хе существовать НЧ пъ х рациональный сегмент 

^ , для которнх внполнено 

(22) Xс^0Ь^.*0дпVУ(Уе^э-/т,*&©(9',<^,X>У)). 
Пустъ /гп/ I Ь объекты, обладакяцне перечисленными свойст

вами я пуст» Ц, ЮЗ-фухкция типа В такая, что (^ «(мн»4)~ • 9+$- * 

Тогда ввхду (20) х (22) веряо 

(23) | ) С $ Д З ( Х ) « ~ с » 0 [ ^ У З С Х ) « + ео, 

ждя любого АДЧ у яа ̂  внполиено (л*+4Г <& &((&, ф*»Х, У) я, 

следовательно, 0* е(<*,$,Х,У)4*»4>4, 5
< у
Ы * ( Х ) э §,( У) * 

г
г
^(Х)&У(У)*Г(Х),-и,+4)

1
^в(Т,^,Х,У) .4 /иг+4. 

Птах, мм яа основания (16) я (18) я еамечаняй 5 x 6 получаем 

5СХ)сА
а
^Ка»(5,Х)&-1Б^1:г(^,Х). 

Мн мохем бее ограничения общности предположить, что 

УУ(Ус1-Э 0<0-(У)<'П. Мм нспольауем аамечанне 1 и часть 1 ва-

мечанхя 8* Пусть о/ С 03--функции, для которой внполнено 

(24) ̂
1 Л
Х ) , 9 . 5

1 Х
> ) & ~ ( * * И )

2
 6 Д С у К ^ С Х ) ) ё> 

^СГ^ЗСХ)^5С?;^3(Х)б1Г93(5(Х))^/т.+ 1 • 

Мм на основании (16) х теоремы 2 получаем 2.П9З (<^(Х ))-= 

3)С<уЗ(^ СХ)) ф 0 . Но ето ввиду (24) х леммм 1 хе [83 противо

речит (23). 

Игах, внполнено (21), что я требовалось доказать. 

Замечание 9» Пусть Т к (̂  ПРИ [03-функции типа В х X 

АДЧ. 

1) .Если хмеет место 
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Яе^СС^.,X)в,СIЕ^д^СX)в•-ШV2^?,^^СX) » + а > ) , 

то верно $КА СО, 9^15Г, X ) и, следовательно, согласно теоре-

не 3 внполнено ф С X) 6 Лл • 

2) Бели О.СХ)б Лг с\А^ & УСХ) € Ар , то согласно 

1 ) , теоремам 3 и 4, еаиечанию 6 и лемме 1 на [83 верно 

к«^с<г>х> 8. К с ^ са;х)&^сг1<^зсх)«л12Г<^,^сх)« - «? л 
ШфНУщЛьЫХУш+ф, ибо Г С Х ) € Л л э - 1 С 9 ' С Х ) е ^ ) (еамеча-

вие 5 ) . 
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