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COMMENTATIONES MATHEMATICAE UNIVERSITATIS CAROLINAE 
25,2 (1984) 

OBER EINE KLASSE SYMMETRISCHER IDEALER 
FUNKTIONENRÄUME NEBST ANWENDUNGEN 

Jürgen APPELL 

Abstract: In this paper we introduce and study a alass of 
function spaoes whioh generalize the alassioal Orlioz spaces in 
the same way as L(p,q) spaoes generalize the classical Lebesyue 
spaces. It turns out that the "extreme spaoes" (in the sense of 
inclusion) coincide with certain Lorentz and Marainkiewioz spaces. 
As application, we prove an interpolation theorem and consider 
Hardy-Littlewood operators. 

Key words: Ideal function spaces, Orliaz spaces, Lorentz 
spaoes, Marovnkiewicz spaces, Lorentz-Shimogaki interpolation 
theorem, Hardy-Littlewood operator 

Classification: 46 E 30 , 46 B 30 , 47 B 38 

Ziel dieser Arbeit ist die Einführung und Untersuchung einer 

Klasse von Funktionenräumen L., „, die die klassischen Orliczräume 
M,N 

LM in gleicher Weise verallgemeinern wie die Räume L (siehe z. M * p,q 
B. [6,7]) die klassischen Lebesgueräume L . Es stellt sich hierbei 

heraus, daß die "Extremfälle* LM » und LM mit den Lorentzräumen 
M, l H»« 

A, und Marcinkiewiczräumen MA [4,5,15] übereinstimmen, falls die 

Punktion <|> passend gewählt wird. Als Anwendungen werden ein Inter

polationssatz in L._ 4 und Hardy-Littlewood-Operatoren in LM „. be-
M , I M , IM 

trachtet. 
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1. Ideale Räume. Ein Banachrauro X meßbarer Funktionen über 

einer Menge ß heifit idealer Raum, falls mit x, jede .meßbare Funk
tion x2 mit x2 _S X.J (d. h. Ix2(t) I -S lx1 (t) I fast überall in ß) 

JEU X gehört und Ilx-Jl̂ llx.. II ist. Folgt aus x.j€x ferner x2€X und 

llx2ll * Hx, II für jede zu x. gleichverteilte Funktion x2 (d. h. die 

Mengen Ct: t€ß, Ix^CtDOh} (i*1,2) haben für jedes h>0 das gleiche 

Maß), so heißt der Raum X eymmetrieoh, 

Ist X ein idealer Raum, so bezeichne X° den (separablen ab

geschlossenen) Unterraum aller Elemente x€x mit absolutstetiger 

Norm, d. h. 

llxDxll -> 0 (yD -» 0), 

wo xD wie üblich die charakteristische Funktion der Menge D c Q 

bezeichnet. Stimmt X° mit X überein, so nennt man X regulär; ist 

X° lediglich dicht in X bezüglich der Konvergenz im Maß, so nennt 

man X quasiregulär. Jeder symmetrische Raum X j* L^ ist quasiregu

lär. Bezeichnet A den "Abschneideoperator" 

Ax(t) -* 
n 

x(t) lx(t)l<în 

0 lx(t)l>n 

in einem symmetrischen Raum X, so gilt für jedes x€X 

(1) dist(x,X°) « lim llx - A xll; 

insbesondere folgt hieraus, daß die beschränkten Funktionen dicht 

in X° liegen. Eine ausführliche Darstellung der Theorie idealer 

Räume findet man beispielsweise in [16], viele wichtige Beispiele 

in [11. 

In den Abschnitten 1 bis 5 betrachten wir stets (Lebesgue-) 

meßbare Funktionen über ß * (0,1), im Abschnitt 6 über ß » (0,«>); 

die meisten unserer Resultate lassen sich jedoch ohne Schwierig

keit auf allgemeinere Mengen ß c K übertragen. 

Vor der Einführung der symmetrischen Räume LM N benötigen wir 

einige Hilfsmittel aus der Theorie reeller Funktionen. Sei $ eine 

gegebene nichtnegative Funktion auf (0,*>) ; für a>0 setzen wir 
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(2) pU;a) :-« sup U^l . 
t>0 * ( t ) 

Aus dieser Definition folgen leicht folgende Eigenschaften: 

(i) p(*;ab) £ p(*;a)p(*;b), 

(ii) p(**;a) £ p(*;a)p(*;a), 

(iii) p(*o*;a) S p(*;p(*;a)); 

aus (i) folgt insbesondere, daß die Funktion p(+;*) überall end

lich ist, falls sie in einer Umgebung von a-«1 endlich ist. 

Für das Weitere interessieren uns Bedingungen an die Funktion 

p(+;.), die die Äquivalenz ' 

(3) f -4-=-- dt - #(u) (0<u<~) 
J0 t 

oder die Äquivalenz 

(4) ( ii--i dt - *(u) (0<u<-) 
'u 

sichern, (Die Schreibweise f(u) ~ g(u) bedeutet wie üblich, daß 

cf(u) £ g(u) £ Cf(u) ist für zwei von u unabhängige Konstanten c 

und C.) 

Lemma 1 [3, Lemmata 1.4 und 1.5]. Falle für ein a>1 die Vn-
gleiohheit p($;1/a)<1 {bzw. p(+;a)<1} gilt, und falle die Funktion 
p(4;#) auf dem Intervall [1,a] {bMW. auf dem Intervall [1/af1]} 

beschränkt ist, eo gilt (3) {bsw. (4)}. o 

Wir betrachten drei Beispiele, die für uns im folgenden von 

Wichtigkeit sein werden. Sei M eine Youngfunktion, die einer A 2 ~ 

Bedingung genügt [2]. Dann folgt aus Lemma 1 für die beiden Funk

tionen 

(5) *(u) * u M"1(1/u) 

und 

(6) *(u) • 1/M"1 (1/U) 
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die Äquivalenz (3), und für die Punktion 

(7) <Mu) * 1/u M~1(1/u) 

die Äquivalenz (4). 

Sei X ein symmetrischer Raum. Dann ist der sogenannte Deh

nungsoperator 

(8) (oTx)(t) « X(t/T) (0<T<«) 

stetig und linear in X mit IIa ll:<max{T,1} (siehe [3, Theorem 4.4]) , 

Aus der Symmetrie des Raumes X folgt weiter, daß die Norm llxDH 

der charakteristischen Funktion einer meßbaren Teilmenge D c |0f1] 

nur vom Maß yD dieser Menge abhängt; daher kann man in symmetri

schen Räumen X die Fundamentalfunktion 

(9) *x(6) - llxDM (uD=<5) 

einführen. Zwischen den Funktionen (2), (8) und (9) besteht der 

Zusammenhang 

(10) P U X ; T ) S ||OTH, 

wobei strikte Ungleichheit auftreten kann. Als besonders einfaches 

Beispiel für Gleic 

(1<p^w), in denen 

Beispiel für Gleichheit in (10) erwähnen wir die Lebesgueräuroe L 

P(* X;T) - <^X(T) == ||oTH = T 1 / P 

gilt (d. h. insbesondere Mo II = 1 in L ) . 

2. Die Räume LM ... Für eine meßbare Funktion x bezeichne 
M, N 

A (h) das Maß der Menge aller t€(0,1) mit |x(t)j>h. Mit x* bezeich

nen wir die monoton fallende Umordnung von x, d. h. 
x*(t) = inf (h: h>0, \x(h)<t} (0<t<1 ) , 

und mit x** deren Mittelung über (0*1)> d. h. 

1 (t 

x**(t) = - x*(s)ds (0<t<1). 

Pefim t ion 1. Seien M und N ?wei Youngfunktionen und 
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WM N ( t ) :=- N[1/M~1 ( 1 / t ) j . Wir s e t z e n 

(11) , X , M , N = i n f <k: k>0' J V N 1 1 1 1 1 ^ ] ^ 1} 

und 

(12) H X I ^ N = inf (k: k>0, J w
MyN<t)N[x** ( t ) ] ^ < 1) , 

und bezeichnen mit L„ N die Menge aller meßbaren Funktionen x mit 

Das Funktional (12) ist eine Norm auf dem linearen Raum L„ „, 
M, N 

während für (11) die Dreiecksungleichheit nicht gilt. Man sieht 

leicht, daß LM „ ein symmetrischer idealer Rauir ist, der guasi-

regulär, aber im allgemeinen nicht regulär ist: In der Tat, eine 

meßbare Funktion x gehört offensichtlich genau dann zu LM „, 

falls für ein k>0 

<»> I>м,н<tЧ^]Ş < 

ist; dagegen gilt für den ünterraum L® N das folgende charakteri

sierende 

Lemma 2. Fine meßbare Funktion x gehört genau dann zu L5J ^3 

falls (13) für alle k>0 gili . 
Beweis. Sei x€LjJ M und k>0. Wegen (1) gibt es eine natürliche 

Zahl n derart, daß ||x-A x||<k/2 ausfällt für n>n , also 

f1w ,^,j2(x-A^x)**(t)ldt ^ -

Jn
WM,N(t)N[ n~k \T * 1* 

Da die Funktion A x beschränkt ist, gilt offensichtlich 

J0 M,N
(t)N| n"k J T 

Damit folqt der erste Toi] der Behauptunq aus der Konvexität der 

Younqfunktion N. Celle umgekehrt (13) für alle ks0. Dann qibt es 
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für c>0 eine natürliche Zahl n derart, daß für n2«i 
o o 

I>M.K^»H[i^l^,]^ . J^ V - H ^ ^ S 1 

ist, da Xx(n) «• 0 gilt für n-*». Damit ist Ux-J^xl^ N^c für n.>nQ, 

und die Behauptung folgt aus (1) und der Abgeschlossenheit des 

Unterraumes **£ N- ° 

Folgerung 1. Erfüllt H eine ^"Bedingung a eo ist 1̂  N regulär. 

Beweis. Die A.-Bedingung bedeutet, daß p(N;a)<<» ist für alle 

a>0. Ist nun x€I^ R und gilt (13) für ein *o>0, so gilt auch für 

0<k<k 
o 

f . v - ^ - I 5 ^ ^ * -«"v» f .v .««"! 5 ^^ < - -
Ons ist nicht bekannt, ob die A2-Bedingung für M auch not

wendig ist für die Regularitlt des Raumes U. N. 

Definition 2. Sei M eine Youngfunktion. Wir setzen 

(14) »*»и 1 - f " ^ Г ^ -
" ř l ' 0 И Ҷ 1 / t ) 

und 

(15) "X.L . - f1 -saa_ 
J
0 M ' (1/t)

 u 

und bezeichnen mit L .. die Menge aller meßbaren Funktionen x mit 

HxlL -<••? diese Menge (mit der Norm (15)) ist ein regulärer sym

metrischer idealer Raum, o 

Definition 3. Sei M eine Youngfunktion. Wir setzen 

t) 

/t) 
(16) |x|

м
 « sup ?*

( t ? 

"' t>0 M"
1
(1 

und 
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(17) IIxIL m - sup
 x r ( t ) , 

M' t>0 M l(1/t) 

und bezeichnen mit L.^ m die Menge aller meßbaren Funktionen x mit 
IIxIL _,<•»; diese Menge (mit der Norm (17)) ist ein symmetrischer 
idealer Raum. Außer (16) und (17) betrachten wir noch das Funktio
nal 

(18) lxlu u - inf {k: k>0, sup M(h)XAhk) S 1}, 

M,W ft>0 x 

und schreiben 

(a) x€LM w, falls ^„{hk) - 0(1/M(h)) ist für ein k>0, 

(b) x€LM w Q, falls X„(hk) - o(1/M(h)) ist fttr ein k>0, 

(c) x€LM _ • , falls lim x**(t)/M~
1(1/t) - 0 gilt, o 

M' '° t-»0 
Satz 1. Sei M€a_. Dann gilt lxlM ._, - Ixl,. _, ~ IJxIL „ und 
_____________ ^ H,W H,*- H,-* 

folglich 
(І) Һl.- ' -M.W' 

(ii) L
M
 _, * L

M
 „ - L

M
 • M,-• M,",o M,w,o 

Beweiß. Die Gleichheit lxlM • lxlM _, folgt unmittelbar aus 
der Definition der ümordnung x*. Weiter ist offensichtlich 
lxlM m -S llxlM _, da x* monotoa fällt und damit x* _ x** ist. 
Andererseits sind lxlM und IIxIL sogar äquivalent, falls 

H,-* H,-' 

fU -1 -1 
(19) M 1 (1/t)dt ~ u M 1 (1/u) 

J0 

gilt; dies ist aber gerade das Beispiel (5). Damit stimmen die 
Räume L M _ und L M überein. Die Behauptung (ii) folgt aus der 
Gleichheitskette 

LM,w Ä {x: M < X A ) ^ L | w für ein k>0} -

- {x: H(x/k)€L1yio für ein k>0} - L^-,,-, 

wobei wir mit L,, {bzw. L., w 0) die Menge aller meßbaren Funktio
nen x mit A„(h) -* 0(1/h) {bzw. X_.(h) » o(1/h)} bezeichnet haben. 
Damit ist Satz 1 bewiesen, o 

343 -



Wir bemerken noch, daß das Funktional (18) schon in der Arbeit 

C8] untersucht wurde; dort sind auch Bedingungen dafür angegeben, 

daß L.. . c L M . für zwei Youngfunktionen M und N gilt oder daß der 
M,W — N,W 

Raum L M mit einem Marcinkiewiczraum M. übereinstimmt. Dem Zu-
M, W <J> 

sammenhang der Räume L 1 und L M m mit anderen Funktionenräumen 

ist der folgende Abschnitt gewidmet. 
3. Die Räume A. und M.. Eine positive Funktion <J> auf (0,«) 

$ «j> 

heißt quaeikonkav, falls sowohl <J> als auch die durch 

TTtT •*(t) := ť 

definierte (zu <fr konjugierte) Funktion •* monoton wachsen und 

<J>(0+) = $*(Q+) = 0 gilt. Eine Funktion $ ist genau dann quasi

konvex, wenn sie Fundamentalfunktion $„ eines symmetrischen Rau

mes X ist [3, Theorem 4.71; außerdem kann man in jedem symmetri

schen Raum X eine äquivalente Norm einführen derart, daß der Raum 

symmetrisch bleibt und die Fundamentalfunktion bezüglich der 

neuen Norm sogar konkav ist C3, Theorem 5.8], 

Sei <fr eine qua»ikonkave Funktion. Der Marainkiewiczraum M. 

besteht aus allen meßbaren Funktionen x, für die die Norm 

(20) HxIL ** iup iigBL f |x(t)ldt = 
N De(0,1) M D JD 

= sup -Ü-Ü- f x*(s)ds 
t>0 z J0 

endlich ist. Der Lorentzraum A. besteht aus allen meßbaren Funk-

tionen x, für die die Norm 

(21) MxIL = sup cf x(t)y(t)dt: llylL <1} 

% J0 *V 
endlich ist. Eine meßbare Funktion x gehört zu A genau dann, 

wenn 

(22) Cxi. = f <MXv(h))dh = f x*(t)d<Mt) < -
% J0 X J0 

ist. Hierbei gilt stets 
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||X|| < t x ] <, 2||x|| , 

und insbesondere ||X|j = [x] , falls <J> konkav ist [4,5,15]. 

Sei nun M eine Youngfunktion. Die durch die Gleichung 

(23) M~1 (t)<j>(t~1) = 1 

definierte Funktion <j> ist dann offenbar quasikonkav. Ist beispiels 

weise M (u) = — |ujp (1<p<«>) , so ist 4> (t) = p~ Pt / p; weiter 

gilt für die konjugierte Youngfunktion 

M*(u) = sup {|u|v - M (v)} =—|u| p* = M #(u) 
p v>0 P p* P 

(p~ +p*~ =1), und für die zu <f, konjugierte quasikonkave Funktion 

(p»,Vp*^ ( t ) = ( p*,Vp* t / + p ( t ) = pVP tl/P- = p V P ^ ( t ) , 

d. h. <j>* und <j> „. stimmen bis auf einen konstanten Faktor überein. 

Allgemein gilt das folgende 

Lemma 3. Seien M und N zwei Youngfunktionen> und seien § und 

i> durch M~1 (t) <}> (t~1 ) = N~1 (t) ty (t~1 ) = 1 definiert. Dann gilt 

(i) N = M* -> $ ~ <{>*, 

(ii) 4» = <f>* =-> N ~ M*. 

Beweis. Sei N = M*. Die Funktion 

o(v) :- V M ( U ) 
u M(u)+M(v) 

ist nach oben beschränkt auf (0,»), da cr(v)-+0 (fürv->0und v-*», 

gleichmäßig bzgl. u) gilt; sei 1/c eine obere Schranke. Für 

t = 1/M(u) gilt nun 

1 < i <v>0). 
M~1 (1/t) 1+tM(v) ° 

also 

^ > sup {__cy м ( v )
l -

 N
[___c 1 

r
 v>0

 l
tM ' (1/t)

 J L
tM ' (1/t)

 J 
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Folglich ist **(t) • tM~1 (1/t) ;> c/N~1 (1/t) » c*(t). Für u * 

• M~1(1/t) gilt umgekehrt 

N[ 2 1 . sup J 2u M(u)| ^ 
LtM"'<1/t)- u>0 ltM"'(1/t) J 

* 2M"1 (1/t) 1 „ 1 

tM ' (1/t) c * 

Folglich ist **(t) • tM""1 (1/t) <; 2/N""1 (1/t) =- 2^(t). 

Die Behauptung (ii) wird in analoger Weise bewiesen, o 

Wir bemerken, daß Lemma 3 auch mit Hilfe allgemeiner Resultate 

über symmetrische Räume bewiesen werden kann (vgl. [3,11]). Zum 

Beispiel folgt (i) aus der Tatsache, daß $ wegen (23) die Funda

men talfunktion des Orliczraumes LM (mit der Luxemburgnorm) ist 

und allgemein die konjugierte Fundamentalfunktion eines symmetri

schen Raumes X mit der Fundamentalfunktion des konjugierten 

Raumes 

X* :=- {y: f 
J0 
x(t)y(t)dt<« für alle x€X} 

(d. h. in diesem Fall des Orliczraumes L m mit der Amemiyanorm) 

übereinstimmt. 

Satz 2. Gelte (23) mit M€A2. Dann gilt 

(i> LM,1 ' \ ' 

(ii> LM,- - V 
(iii> LM,-,0 • \ . o ' 

wo HA den Baum aller meßbaren Funktionen x bezeichne* für die 

P 

iшt. 

та Ц ^
1 í lx(t)łdt - 0 

Г»0
 vU J

D 

Beweis. Wegen Beispiel (6) ist 

1 ru « 
J
 ft +U~* I м ' d/u)

 J
o tм ' o/t. 
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also 

mithin Pa 1 E
 A

A
• Andererseits ist wegen Beispiel (7) auch 

r dt 
J
u t

2
M~

1
 (1/ uм"

1
 (1/u)

 J
u t*M '(1/t) 

Hieraus folgt für jedes Dc(0,1) mit yD=-6 

*L u ) = n x D » M 1 * [ — # — + « r 2 ?* 
L M,1 D M f l J 0 tM ] (1/t) J6 t2M Ml 

/ t ) 

• - < f > ( 6 ) , 
M~' ( 1 / 6 ) 

d. h. die Fundamentalfunktion des Raums Lj. - ist äquivalent zur 

Funktion $; aus [3, Theorem 5.5] erhalten wir damit A, c LM ... 
$ — M, I 

Die Behauptung (ii) folgt unmittelbar aus (17), (20) und der Defi

nition der Funktion x**. 

In analoger Weise wird die Behauptung (iii) bewiesen, D 

4. Einbettungen und Dualitäten. Im Spezialfall M(u) « —|u|^ 
_ »_--.* p 

und N(u) -= — ju|H (1<p,q<») stimmen die Räume Lu M, L-, .,«, L_, und 
q M,N M, 1 M,oo L M ,. mit den klassischen Räumen h . L^ 4 * AÄ, L_ « M_ und M,w p,q' p,1 p' p,» p L , überein. Für diese letzteren Räume ist eine Reihe von Einbet-p,w 

tungssätzen bekannt, z. B. ist A stetig (aber nicht absolutstetig) 

eingebettet in M , und M seinerseits absolutstetig in A für q<p. 

Der folgende Satz verallgemeinert diese beiden Resultate: 

Satz 3. Seien M und N zwei Youngfunktionen. Dann gilt 

(i) LM 4 c LM (stetige Einbettung), 
M r I — M,oo 

(ii) LM c LM + (abeolutatetige Einbettung) genau dann wenn 
M,oo — N , 1 

C M-1 , (24) f «" d/t) dj: < 
J0 N"1 (1/t) t 

für ein c>0 gilt. 
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Beweis. Aus der Monotonie von x** und wegen der für jede 

Youngfunktion gültigen Abschätzung M(u).£uM'(u) erhalten wir (mit 

der Substitution s = 1/M(u)) 

' J0 sM (1/s) 

„ x . . ( t ) r M, '"'M '"»du 
JM"'(Vt) UM(U)^ 

> x * * ( t ) r du = _x^t) 
}vT' (1/t) ur M"' d/t A) 

d. h. UxIL m £ HxlM ... (Wir bemerken, daß auch (i) mit Hilfe all

gemeiner Einbettungssätze für symmetrische Räume erhalten werden 

kann [3,11].) 

Gelte nun (24) , und sei x€L__ . Dann ist 
M,°° 

f x**<t, d t s llxl, r í l m «* < .# 
J0 tN_l(1/t) "' J0 N-1(1/t) 

wobei die Einbettungskonstante (d. h. hier ein Integral über dem 

Intervall (0,6)) mit 6 gegen Null strebt. 

Schließlich zeigen wir die Notwendigkeit der Bedingung (24) für 

die Einbettung LM m c .r. Die durch x (t) = M~ (1/t) definierte 

Funktion x gehört zu L oo, da stets 

-łiУ' Ҷt) = i | M * (1/s)ds ~ ltM~
1
 (1/t) 

gilt. Nach Voraussetzung ist also x €LN ,. , mithin 

ra luzt) ." . ,x, <«. o 
J0 N~' (1/t) z N' ' 

Sei X ein symmetrischer idealer Raum. Die Menge aller meß

baren Funktionen y, für die die Norm 
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Ilyll = sup {[ x(t)y(t)dt: x€X, llx||<.1} 
J0 

endlich ist, nennt man den zu X konjugierten Raum X* (vgl. die 

Bemerkung nach Lemma 3 ) . Dieser Raum ist ein (möglicherweise 

echter) Teilraum des Dualraums X*; genauer ist stets eine Zerle

gung X* = X' + X" möglich, wo 

XA = {y: y€X*, <x,y> = 0 für alle x€X°) 

und 

X° = {x: x€X, <x,y> = 0 für alle y€XA} 

ist (siehe z. B. [16, Theorem 29]). Insbesondere folgt hieraus, 

daß X' mit X* übereinstimmt dann und nur dann, wenn X mit X° über

einstimmt, d. h. X regulär ist. Beispielsweise gilt (nach Defini

tion der Norm (21)) 

A; - A; = v 
und (siehe [10]) 

M' = M* = A.*. 
<J>,0 4>rO <j>* 

Daraus erhalten wir unmittelbar die 

Folgerung 2. Sei M€A_. Dann gilt 

( i ) LM,1 = L M , 1 = LM*,~< 

( i i ) LM,»,o = LM,«,o = LM*,1* 

Beweis. Nach Lemma 3 und wegen der Regularität von L_. . ist 
JW, l 

L*. 1 = Lù 1 s ЛІ =
 M
л * =

 L
м* • 

M,1 M,1 ф ф* м*,» 

Die Inklusion L* c L,.̂  . folgt aus dem Satz von Radon-Nikodym 
M,co, O — M* ,1 

und der Tatsache, daß die beschränkten Funktionen in L M 

M,oo,0 

bzgl. der Norm (17) dicht liegen (vgl. (1) und Satz 1 (ii)). 

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion L M* -j c L* ^ genügt es 

die Abschätzung 

f x(t)y(t)dt < C||x|L HylL* -j 
J Q PI,OO n / 

für charakteristische Funktionen x = Xp z u betrachten, d. h. 
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J
0 M Ч1/u)

 J
0 tM*

1 

(t)dt 

d/t) 

Nun folgt aus +(t)$*(t) - t wegen Lemma 3 die Äquivalenz 

H " 1 ( 1 / t ) M * " 1 ( 1 j t ) - I, 

siehe auch [2,9], also 

M' 1d/u) f y*(t)đt й f M"1(1/t)y*(t)đt ~ 
}Q •>П 

đt 

0 tM*~'(1/t) 

5. Ein Interpolationssatz. Die Räume L spielen eine wich

tige Rolle in der Theorie der Interpolationsräume. Bekanntlich 

wird ein Paar (X;Y) idealer Räume Interpolationspaar für zwei 

Paare (X

0?
Y

0) und (X..;Y..) idealer Räume genannt, falls jeder ste

tige lineare Operator aus X in Y und aus X.. in Y* auch stetig 

ist zwischen X und Y. Beispielsweise ist nach dem bekannten Inter

polationstheorem von Riesz-Thorin das Paar (L ;L ) ein Inter

polationspaar für die Paare (L ;L ) und (L_ ;L /, wenn 
po qo p1 q1 

J-.lzi + i - J..1ZL + .J- (o^D 
PT P D Pi % % q1 

gewählt wird. 

Es gibt inzwischen weitaus allgemeinere Interpolationstheorerae 

als dieses (siehe z. B. [3,12,13]). Wir erhalten als Folgerung des 

Theorems von Lorentz-Shimogaki [14] den folgenden 

Satz 4. Gelte M, MQ, M1, N, N Q, N1€A2- Dann ist (LM 1 ^ 1) 

Interpolationepaar für die Paare (LM ., ;L... ..) und (LM .. ;LM ..) 
"o'1 o'1 M 1 # 1 N 1 f 1 

dann und nur danns wenn für eine Konstante A>0 die Abschätzung 

gilt: 
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N"1 (v) 

M~1 (u) M~1 (u) 

N~1 (v) ' N~1 (v) 
(u,v>0) , 

Beweis. Wir s e t z e n 

<|>(s) := 1/sM" 1 (1/s) , , ^ ( t ) :-- 1 / t N ~ 1 ( 1 / t ) ; 

wegen (6) gilt dann 

*(s) = f *(a)da J- , ... , f1 (t) » f <|»AT)dT 
J0 M~' (1/s) 1 J0 7 

N~1(1/t) * 

Die Behauptung folgt nun aus der notwendigen und hinreichenden 
Bedingung (*) in [14]. D 

6. Der Hardy-Littlewood-Qperator. In diesem Abschnitt be
trachten wir den Hardy-Littlewood-Operator 

(25) Hz(t) - £ f z(s)ds (0<t<«), 1 Í 

"Wo ł 

der in der Theorie singulärer Gleichungen auftritt, im Raum L.. N 

über (0,») . Dieser Operator bildet allgemein einen symmetrischen 
Raum X genau dann stetig in sich ab, wenn in diesem Raum 

(26) IIer || • o(T) (T-K») 

gilt [3, Theorem 6.6]. 

Satz 5. Sei WM „ wie in Definition 1 erklärt. Ee exietiere 
————— W, N 

eine positive Funktion w derart* daß 

P ( N ; W ( T ) ) P ( W M N ; T ) Z 1 

i s t . Dann gilt \\a II^1/W(T) im Raum L M M . 
T M.fN 

Beweis. Für k >ll-*IL N ist 
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S p(„MfN,.T,p(N;u(T))J
1
oWM>N(s)N[^fli^]f S 1, 

also llaTxl^ N < k/w(x). a 

Unter den Voraussetzungen von Satz 5 ist der Operator H also 

beschränkt in L-, -., falls M,N 

(27) T<D(T) -> <» (T -> oo) 

gilt; wir betrachten zwei einfache Beispiele. Im Raum X = L 
-1/D p' q 

kann für 1 <p<*> einfach <D(T) = T fV gewählt werden, und (27) ist 

erfüllt. Ist allgemein M eine Youngfunktion, für die M(uv) > 

> M(u)M(v) (d. h. eine "umgekehrte A'-Bedingung") gilt, so kann 
-1 man U>(T) = 1/p(M ;T) wählen und erhält die Beschränktheit von H 

im Raum X = L__ „ . 
M, i 

In analoger Weise wie in Satz 5 kann man durch Betrachtung 

des asymptotischen Verhaltens von IIa IKfür T-*0 oder T-*») Kriterien 

für die Beschränktheit des adjungierten Hardy-Littlewood-Operators 

J t
 s 

гz(t) = I ̂ Ьxт-đs (0<t<==) 

H*z(t) = ±+*±as (0<t<oo) 
Jt 

und des Hilbert-Operators 

rz(s) 

J o s + t 

im Raum L., .- herleiten. M,N 

Der Autor dankt Professor Je. M. Semjonov (Voronezh) für die 

Diskussion der in dieser Arbeit zusammengestellten Ergebnisse. 
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