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ARCH. MAT. 2, SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 

XII: 81—86, 1976 

ОБ ОДНОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ НЕРАВЕНСТВЕ 

М. М. К О Н С Т А Н Т И Н О В 

(Поступило в редакцию 12-го марта 1975 г.) 

Инегральные неравенства находят широкое применение в теории дифферен
циальных уравнений. При помощи этих неравенств доказывают теоремы об 
единственности решений, о зависимости решений от параметров [1] а также 
теоремы об усреднении в дифференциальных уравнениях [2], [3] и т. д. Особено 
часто применяется неравенство Гронуолла-Беллмана и некоторые его обоб
щения. 

В настоящей работе исследуется одно обобщение неравенства Гронуолла-
Беллмана, которое возникает в теории дифференциальных уравнений в случае, 
когда решения рассматриваются в функциональном пространстве с интеграль
ной нормой. Полученные оценки значительно улучшают некоторые резуль
таты из [4]. 

Рассмотрим интегральное неравенство 

(1) х(г) й А + В( ! сф)(х($))пиз] -

о 

= П(х)(<),1е1=[0,Т),Тйоэ, 

где А, В, п > 0; со — неотрицательная и интегруемая на интервале I функция, 
а решение х ищется в классе неотрицательных при I е I функций. 

Далее будем считать, что А = В = 1, так как этого можно осуществить 
заменой переменных х(1) = Ах'(1), со(() = В~псо'((). 

При п = 1 получаем известное интегральное неравенство Гронуолла-Белл-

мана, которое имеет решение х(1) ̂  ехр (0&)), где Оя(0=гл""1 |сф)<1у. В ра-
о 

боте [4] для со = сош1 получена оценка х(1) ^ 1 4- ехр (п~12псо1), которая уже 
для п = 1 намного хуже по сравнению с решением х(() ^ ехр (со(). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Мажорантным решением (м. р.) будем называть такое 
решение хп = хп(() неравенства (1), что *(*) <* хп((), г е /, для любого решения 
х этого неравенства. 

Очевидно хп(г) = 1, /е/. Из определения также следует, что если м. р. су
ществует, то оно единствено. 
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Покажем, что м. р. существует. Для п = 1 это очевидно, так что будем 
рассматривать случай п Ф 1. Пусть х = х(() - решение неравенства (1). Тогда 

П(x)(0 VJ 

t 

æ(П(x))"ds 

=> п(х)(0 = - + (]"«Ч0(п(х)(5)У,^,/"> 

О 

т. е. П(х) = П(х) (() тоже является решением (1). Следовательно, если м. р. 
существует, то хп({) = П(хп) (г), * € /. 

Пусть Г < со. Рассмотрим пространство С0 непрерывных на интервале I 
функций, с метрикой, порожденной нормой 

= sup 11 x(0 I exp ( - a \ (co(s)),/n d s ) ; tel[,a = 2Ti"'-1. 

Пусть С = {х(4)}~., с Я, х (1) - 1, .*<*+.,- ГЦ*,, где .К с С0 - конус 
неотрицательных на / функций. Очевидно П(С) <= С. Имеем ж(2)(0 ^ х ( 1 )(0 
и так как х - у е К -> П(х) - ВД е Я т о Х ( и ) _ Х д а 6 ^ п р и т = к_ П у с т ь 

для определенности х - у = А е К; х> у е С. в силу неравенств Минковского 
и Гелдера получаем 

П(х)(0 - П(у)(0 = ( | со*"а^ , / В _ ( |а,/с15) , / П = 

(2) - ( | ё 5 ) 1 / Л 1 | а ) 1 ^ ё х ^ Т 1 / и - 1 

l/n 

" ^ ds ) < I I coA" ds 1 < 

0 

Taк кaк 

coxl"Ads. 

-<•)-'-'««»(. Jц.jГ <u), 
0 

то из (2) следует 

п ( x ) ( 0 - п ( y ) ( 0 < в ~ V / - - i i , . 
I l 4 l | e x p ! а | K 0 ) " n d s 

ř 

>(«|ио),/п« 
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\\П(х)-П(у)\\<±-\\х-у\\. 

Отсюда в силу принципа Банаха следует существование единственного м. р. 
Случай бесконечного промежутка I рассматривается при помощи возрастаю

щей последовательности интервалов 1к = [0, Тк)9 [] 1к =- I, для каждого из 
к 

которых в силу прежных рассуждений существует единственное локально 
ограниченное м. р. Склеивая эти решения получаем единственное рл- Р- н а в с е и 

полуоси. 
М. р. — непрерывная функция на интервале I, дифференцируемая всюду за 

исключением, может быть, в точке I = 0. Если функция со допускает асимптоти
ческое представление со(1) = 0(*>т), 1->0(т> — 1), производная дхя/дф= + о 
существует при т + 1 — п _- 0. 

Перейдем к построению м. р. Положим 
I 

Х(0^|ш0)(х„0))пс15 = (х.0) - О". 

О 

Отсюда 

- ^ - = ш(0(х„(0)" = со(0(1 + ( х ( 0 Г ) " 

и 

(3) Г ^ [фу 
Л а + 6>1 ;Т ^ 

*(0 

О 

Положим в = т"(\ - тГя, 0 ^ т ^ (Д0)1/п/(1 + (ДГ(0)1/Я). 
Тогда (3) принимает вид 

А„(Г) 

т"-' 

0 

-с!т = Ол(0; Я„(0 = (х„(1) - 1)/х„(0. 
I 1 С 

о 

Следовательно 
Ån(t) 

oм'íäHЉ) 
и 

яќ 

(4) /„(Я) = г Е — г т = с о ) , я = ял(0. 
Функциональное уравнение (4) определяет неизвестную функцию 

-Я„-/-^(0б[0, 1), 
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откуда в силу зависимости хп(0 = 1/(1 — К(0) находим м. р. Ясно, что при 
произвольном п определить Хп(() (а следовательно и х„(()) в замкнутом виде 
невозможно. Независимо от этого из (4) можно найти оценки для м. р. Пусть 
например при некотором п имеют место неравенства 

/а1(Х)йЖ)й/п2&), А 6 [0,1). 

Тогда если Яп1 = кп1(1) - корень уравнения/и1(Лп1) = ^п(^\ а Яп2 = Хп2(г) -
корень уравнения /и2(Яи2) = ^п((), то Аи2(0 ^ кп(() ^ Ап1(0 

и 1/(1 - кп2(») ^ хп(() й 1/(1 - Я»_(0) 

при *е/. 
При 0 < п <; 1/2 имеем 

оо ук 00 1& 

-(тгй-'"<» 
Отсюда 

Яп1(/) = {ехр(й„(0) - 1}2/{ехр(Й„(0) + I} 2 

и 

(5) *„(/) _ 4" * {ехр(„л(/)) + 1} 2/ехр(„„(0) = Г,/2(0, и = 1/2. 

Аналогичным образом получаем 

(6) хп(1) ^ Г1 / 2(0, п ^ 1/2. 

При 1/2 ^ л ^ 1 имеют место оценки 

оо ук оо 

/.(я) -=*•_; -^-г- _ Е я*/* =/,(я) = 

= - 1 п ( 1 - Я ) = / я 1 ( Я ) . 

Следовательно Ял1(/) = 1 — ехр(„„(/)) и 

(7) *„(/) _ ехр(й„(/)) = Л(/), 1/2 ^ и ^ 1, 

(8) *„(/) ^ Л(0, и _ 1. 

Для 1 < и <. 2 можно написать 

* = Э " •+• К к = 1 

= - и-^"- 11п(1 - Я) > - и_1Я1п(1 - Я) = 

= - и_ 1(Я + 1п(1 - Я)) > - и _ 1 (1 + 1п(1 - Я)) = /л1(Я). 
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Отсюда 

(9) хп{1) < ехр(1 + п^п{1)\ 1 < п й 2. 

При п < 1 имеем также 

г г г 

хп(() й 1 + (Гш , / ( 1-">с15) , / л"1 Гх„(*)<Ь = I + ю(.) Гх„(5)ё5, 

T. e. 

>(f) í exp ш(s) ds ) I exp ( — I æ{s) ds ) dт, n (10) хп{1) =" 1 + ю(ш ехр ш(5)с15) ехр( - а>(5) Й5) ёт, п > 1. 

о о о 

Зависимости (5) — (10) дают вверхные и нижные оценки м. р. Для п -= 1/2 
и п = 1 оценки (5) —(8) — точные. 

Отметим наконец, что для рациональных значений п можно найти обратную 
функцию I = 1{хп). При подходящих аппроксимациях этой функции для задан
ного п можно найти более точные двухсторонные оценки роста м. р. 
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