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РАЗЛОЖЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ОДНОРОДНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

НА СОМНОЖИТЕЛИ 1-ГО ПОРЯДКА 

Й. СУХОМЕЛ а 8^СНОМЕ )̂, Вгпо 
(Поступило в редакцию 15го января 1976) 

Пусть / любой непустой интервал на действительной прямой Я. Множество 
всех действительных функций, имеющих к непрерывных производных на I, 

обозначается через Ск(1). Обозначения !>/,/', --—-/(х), где / е С1(1), совпадают. 

Через \\у\\ обозначим любую норму вектора у е Кт. Так как в индексы входят 
только буквы и сумма или разность буквы и числа, запятая между индексами 
пропускается. 

Определение 1. Пусть задано линейное дифференциальное уравнение 

(1) / п ) + Е а ! / ' - 1 ) = 0, а4бС°(/),г = 1 п. 
» = 1 

Пусть существуют функции г\ге Сп~%1), г = 1, ..., п такие, что на I имеет 
место 

(2) /"> + X «,/'-»> = (Д - !,„) ... (О - П1) У 
1 = 1 

для каждого у е Сп(1). Тогда скажем, что уравнение (1) разложимо. 

Определение 2. Положительное число Н, зависящие от выбора коэффициентов 
а1 уравнения (1) называется границей разложимости уравнения (1), если из 
неравенства либо /? — а ^ А для I = (а, /?) либо /? — а < Н для I = [а, /5] или 
I = (а, Р) или I = [а, /?), где а, ре К, вытекает, что уравнение (1) разложимо. 

Разрешимость всех л-точечных задач Балле Пуссена, см. [1] с. 154, равно­
сильна тому, что (1) является неосцилляционным (с118соп1и§а1е), см. (2) с. 307, 
[3] с. 43, 46. Неосцилляция уравнения (1) в случае компактного или открытого 
интервала равносильна тому, что (1) разложимо, см. [2] с. 313, [4] или [3] с. 62, 
что в случае полуоткрытого интервала неверно, см. на пр. у" + у = 0 на 
[0, я). Но когда (1) разложимо, то всегда является неосцилляционным, см. [4]. 
См. тоже [5], с. 219. 
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В работе дается необходимое и достаточное условие для разложимости (1) 
и несколько признаков разложимости (1), которые по выше сказанному можно 
сравнивать с признаками неосцилляции. 

Лемма 1. Пусть дана матрица А = (аф порядка п х п с элементами 
а^е С°(1)9 п > 2. Через Ац или АцГ5 обозначим алгебраическое дополнение эле­
мента аи или минора \ а^ а1$\9 1 й г < г < п9 

I аг] аГ8\ 1й!<хй п. 

Для 1 ^ / < у < & ^ л имеет место 

(3) АккАг^к — А^Ацкк + А1кА^кк = О 

Доказательство. По образцу доказательства в работе [6] с. 402 или [2] 
с. 310, 311 можно доказать 

АнИи-2и-1и-1и "~ ^и-1иу^я-2и-1ии + ^и-2и^и- 1и- 1ин ~ О, 

откуда переставкой строк и столбов вытекает (3). 

Лемма 2. Пусть дана т-мерная система дифференциальных уравнений 
у' =/(х9у), где / — непрерывная на множестве I х Кт функция и пусть су­
ществует строго возрастающая функция % е С°([0, со)) такая, что \\/(х9 у) || ^ 
= %(\\У\\) для всех ХЕ1 и уеЯт. Тогда для каждого х0е19 существует на 
интервале (х0 — А, х0 + А) п Iрешение у уравнения у' = /(*, у) удовлетворяю­
щее условию у(х0) = у0, где 

0 0 

Доказательство. Применяя бесконечное число раз теорему существо­
вания Коши—Пеано, получаем, что решение задачи Коши существует на 

сю г 

интервале (х0 — Аг, х0 + Аг) п /, где Аг = У ~т 5Т • Пользуясь интеграль-
п=18(пг + р) 

ной оценкой, получаем 
00 00 00 

Аг ^ I —т ИГ & = I -7-г и А = Нт А. = I ------. 
г - ^ &г+р) ^ «(х) г..0+

 р ^ ^ 
1 г + 0 0 

Лемма 3. Пусть задана система интегральных уравнений 

X 

(4) л = А + «8п (* - *о) /.(*> >>1 ,...,>>„)(1х, . • 1,..., т , 
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где А - непрерывныена1 х Ктистрого возрастающиепоу19 ...9утна1 х (0,оо)т 

функции и р( е [0, оо) для I = 1, ..., т , х0 б /. Пусть существуют функции ии ..., 
и т е С°(/) удовлетворящие на I неравенствам 

X 

(5) И! <; Д + 8§п(х - х0) Ях,.«!, ..., ит)ёх, к* ̂  0, I = 1, ..., т . 

ТЪгдд имеет место и(й У% для всех хеI и г = 1 ••, т9 где уг,..., уте С°(1) 
— решения системы (4). 

Доказательство. Пусть для любого е > 0 функции уи,..., }>отвеС0(/) 
являются решением системы 

(4е) зъ = Д + в + 8§п(х - х0) /((х9 у1в9 ..., ^те)с1х, * = 1, ..., т . 

х 0 

Обозначая б1е = ^ | е — м4, получим из (5), (4е) 

х 

<5,е = « + 8§п(х - х0) [Дх, 1̂  + <51е, ..., ит + <5те) - Д х , м1э ..., мт)]ёх, 

I = 1, . . . ,т . 

Так как 5и(х0) — г и д1ееС°(Г)9 существеут окрестность точки х0, на которой 
51е > 0 для всех / = 1, ..., т. Докажется от противного, что на/ ди > 0 для всех 
I = 1, ..., т. Потому что 5и стремятся к 5( = у1 — и{ при в -* 0+, имеет место 
Уг — их: _• 0 для всех х е / и / = 1, ..., т. 

Лемма 4 Пусть даны функции а{ е С°(1) м ^ е Сп~~((1)9 / = 1, ..., п. Для того 
чтобы имело место равенство (2) для каждого у е Сп(1)9 необходимо и доста­
точно, чтобы существовали функциир^ е С " " Н 1 ( / ) , / = 2, ..., и; у = 1, ...,*'- 1, 
удовлетворяющие на I системе дифференциальных уравнений 

(6) ри = рцг\{ - р^х + р,+и» / = 2, ..., 71 - 1;/ = 1, ..., I - 1 

Рпз = АД| - А/-1 + */> У = Ь •••> »•- 1 

и системе уравнений 

(7) *Ь = А.-1 - А+п> * = и •••> л - Ь Ч« в Ап-1 - ая9 

гдерш = 0, I = 1, ..., п. 

Доказательство. Необходимость. По теореме Г. Маммана [4] су­
ществует фундаментальная система решений (1)такая,чтоъг = Щух9...9у()фО 
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и ц% = (1п—-—) на /для / = 1, ..., я, где V^ = 1. Через Уп или 7/,-ш обозна-

у(.Г-1) у ( - " 1 ) | 

чим алгебраическое дополнение элемента >>р ° или минора \к-\) \к-\)\ 

(Ух - У, \ 
в матрице I I, 1 = 2, ..., я + 1, / = I, ..., /или/ = 3, ..., я + 1, 

\/1-1) - А'-"1 
I й^< к й I, где уп+хе С(/) любая функция. Положим 

(8) Ри = ---- Гл, I = 2,..., п,)! _ 1, ..., . - 1. 
| 7 « - 1 

Тогда 

-An_j__V-_1''-1 + ü - : - 1 y J y _„ _„ 
— I Ш I — 1 •«£— l í *Ц + l — Pii-l Pü+ 1 , 

\ » , _ . . / » , _ ! VІ P , _ t VІ 

что вместе с —--• = — я„ дает (7). 

Подставляя (8) в (6) используя (7) и а^ = — У}„+1, получаем 
^п 

_-_-_Г-у - у ) . ! к у - ___у /"__[__ ____-Л __----у + —у 
0 , - 1 Щ„х 4-1 \Ч* ^ 1 - 1 / ^ 1 - 1 Ч 

и далее 
|?1*уш+1 + №п + ^1-1-^1+1 ^ 0» ч т о в СИЛУ (3) справедливо для всех / = 2, 
..., я ; / = 1, ..., / - 1. 

Достаточность. В силу (6), (7) имеет место 

/"> + I ajyU-l> - /"> + (-__. - И - ) / " ^ + ~ (р^ - ад + А,,-О У 
j - i J = I 

= (-> - « „ Х / " ^ + Е 1 Ряу/У _ 1 )) = ... = (О - Ч.) -. (D - и,+ 1 )х 
J ' = I 

х(/° + Í Pt+1Jy
u-iy) = (D- И„)...(_> - 4 l + i ) x 

7 = 1 

x ^ + I Í P Í z - p ^ + P y - i ) / 7 - " ) -
. í = l 

= (D - ,.)... (_> - IJ,)^'-» + E P , / - 1 » ) = ... 
J = I 

... = (D - и„) ... (Z) - tí_) Си' + p21/) = (Д - »„) ... (i> - m) У> 

тдерц = l , i = 2, ...,л - 1. 
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Теорема 1. Для того чтобы уравнение (1) было разложимо, необходимо 
и достаточно, чтобы была на Iразрешима система дифференциальных уравнений 

Ри = Рц(Ри-1 - Рг + и) - Рц-1 + Рг+и> * = 2> '> П ~~ *> 
(9) / = 1, .-, / - Ь 

Рп] = Рп](Рпп-1 - <0 - />„,-1 + Л/, I = Ь - > « - 1» 

г ^ р . 0 = 0, .1 = 2, ..., л. См. [5] с. 217-219. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из леммы 4, подставляя (7) в (6). 

Критерий 1. Пусть а = вир | ап | < оо, р = т а х &ир | я* | < оо. 
/ 1 ^ ^ и - 1 / 

Тогда 

, ' a + <5 + 1 , 

1 l n (^« + *___L -a + 7 + í\ dAH 4 /? 
y ^ 2a + ó + y a - y + 1 / 

a + 1 a + á + 1 

< (a + l ) 2 

длл 4ß = (a + l)2 

4 / 2a + <5 a + l \ - s >u- ^ /- , i\2 
— ( arctg arctg d/in A/J > (a + l)4 , 
y \ y y / 

где у = л/| (а + I)2 - Ар | , 5 = V(а - I)2 + Ар, явдяется границей разложи­
мости уравнения (1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 1 и леммы 2 при || у || = т а х | у{ |, ^ ( х ) = 
= т а х {2х2 + 2л:; х2 + (а + 1) х + /?}, }>0 = 0 получается 

й . = 2 

гдe x 0 = y ( a + t> - 1). 

J x2 + (, 
dx 

a + 1) x + ß + 

00 

Г dx 

J x2 + x 

Критерий 2. Пусть а = аир | #п | < оо, р = т а х зир | а1 \ < оо. 
/ 1^1'^л-1 / 

Тогда 
V а + 2у + 2 

1п 

Һ,= 

dA* 2ß < f y + lY, 

^ 2". =" ( x + 1Y * 
I M T - - » ^ )

 d" *»(*•')'• 

y a - 2y + 2 
4 

a + 2 

^*-Vi(т+ i) a~24 

агс1§ -

является границей разложимости (1). 
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Доказательство вытекает из теоремы 1 и леммы 2 при \\у\\ = тах | ^ |, 
82(х) * 2х2 + (а + 2) х + Д Л = 0. 

Замечание 1. Из #х < # 2 вытекает И1 > Н2,яо И2 немножко проще. 
п - 1 

Критерий 3. Пусть а = вир | а„ | < со, /? = 8ир ]Г | а* | < со. 
/ / | = 1 

Тогда 

Һ, -

í l l „ _ ± ł ± _ aлл 4/?<(а + 2)2, 
y а + 2 - y v ' 

4 
а + 2 

для Лß = (а + 2)2, 

| 1 ( | - а г с 1 В - ^ ) Элл 4^>(а + 2)2, 

где? у = V | (а + 2)2 — 4/$ |, явдяется границей разложимости (1). 

п - 1 1 - 1 

Доказательство. Из неравенства ]Г X \Рц(Ри-1 - д + н ) - р 0 -1 + А + и | + 
1 = 2 ^ = 1 

+ 1 1 р-/р—. -«.) - Р.;-. + «у I < ( I I I РиI)2 + (г +1 «„ о х х | Ри \ + 
У--1 1 = 2 . / = 1 1 = 2 ^ = 1 
п - 1 

+ X | а] |, леммы 2 при || у || = _\ у{ |, #3(х) = х2 + (2 + а ) х + р9 Уо -_ 0 и тео~ 

дх 

п - 1 

-I 
ремы 1 вытекает Һ - - 2 Һ + (2 + a) x + ß 

Критерий 4. Пусть а = §ир | ап \ < со, 0 = шах §ир I Г аХ1) 4/1 < со, 
/ 1_15«--1 **/ ^ , ч / ' 

где х0 — центр интервала I. Тогда 

к 
. /? + 1 

_1_ I n ( _ ^ _ ± | ± i ) 
a + 1 \ 2a j? / 

^ a й ß + 1 

+ ln "f ^ a > ß + 1 

является границей разложимости уравнения (1). 

Доказательство. Пусть Р^ = §ир | / а#)д1 \,Рц*С\1) ^ решения уравне­

ния (9) удовлетворяющие начальным условиям Р^(х^) ^ 0, / = 2 л: / = 1 

. ., I— 1, и и^ = | р у | . Тогда на / справедливо 

х 

«у ^ 58п(^ - х0) I [«у(««-1 + "..+,) + и^+^^ + Я.^] ^ 
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/ = 2, ..., п - 1,У == 1, ..., I - 1, 

х 

М„,. = 0; + 8§п(* - Х0) [и«Хм*.-1 + ^ + «„;-!] <1х, 7 = 1,..., л - 1. 
* 0 

Соответствующая система интегральных уравнений равносильна задачи Коши 

у'и = 8§п (А: - Хо) 1Уи(Уп-1 + Уи+г) + Ун-и + Л;-!']» -У*/*о) = О, 

I = 2, ...,л - 1;/= 1, ..., I - 1, 

уп] = 8§п (х - * 0 ) [Лу(Л„-1 + а) + Лу-1]* Л/*о) = &>./ = Ь ..-, я - 1. 

Применяя лемму 2, где || у | | = зир | уи |, #4(*) = т ^ х {2х2 + 2х, х2 + (а + 1) *} 
00 

Г их 
и || >>0 | | = р, лемму 3 и теорему 1 получим й4 = 2 — ^ . 

л - 1 ж 

Критерий 5. Пусть а = 8ир | ая | < со, /? = ]Г аир 1]" а^О ёг | < со, где 
1 1=1 лее/ хо 

х0 — Центр интервала I. Тогда 

2 , а + /? + 2 

ч/2 + а Р 

является границей разложимости (1). 

Доказательство точно такое же, как у критерия 4, только || у | | = 2. | у^ | . 

Замечание 2. Критерии 1—5 являются валлепуссеновского типа, см. [3] с. 51 
но к получается в явном виде. Критерий 2 или 1 или 3 дает в некоторых случаях 
лучшие результаты чем признак А. Ю. Левина [7] или Г. С. Зайцевой [8] или 
Г. С. Зайцевой [9]. Критерии 4, 5 в некоторых случаях дают лучшие результаты 
чем признак 2. 1ЧеЬап [10] обобщенный в [8]. 
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