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МИНИМАКСНАЯ ОЦЕНКА ФУНКЦИОНАЛОВ 
ОТ РЕШЕНИЙ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

НАКОНЕЧНЫЙ А. Г., Киев 
(Поступило в редакцию Зго декабря 1976г) 

Приводится некоторая, общая схема минимаксной оценки функционалов 
от решений операторных уравнений в гильбертовом пространстве. Используя 
указанную схему, в дальнейшем предполагается рассмотреть задачи оценки 
состояний для уравнений с частными производными. 

Использующиеся в статье результаты из теории гильбертовых пространств 
с негативной нормой см., например в [1] и [2]. 

Пусть имеется гильбертово пространство Я 0 и его оснащение пространства­
ми Я + и Я_. Скалярные произведения и нормы в этих пространствах будем 
обозначать соответствующими индексами. 

Предположим, что нам дано операторное уравнение вида 

(1) Ах^/.+а, 

где А линейный непрерывный оператор действующий из Я + в Я_ и для кото­
рого существует ограниченный обратный. аг>/х — некоторые элементы из Я _ . 

^Предположим далее, что задан элемент у9 гильбертого пространства Я, вида 

(2) у = Сх + а2 + / 2 

С — ограниченный оператор переводящий Я + в Я 
л2>/2 ~ элементы из Я. 

Относительно вектора / = (/ 1 ,/ 2 )еЯ_ х Я, сделаем следующее предпо­
ложение. 

Нам задана область В с Я_ х Я, которой этот вектор принадлежит. 

О = {/: (е.1/1,/1)- + Шг./г) ^ 1} 

61*62 ~ неотрицательные непрерывные самосонряженные операторы, обрат­
ные для которых ограничены. 
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Наша задача состоит в том, чтобы зная элемент у, вида (2) и зная, что/е I), 
оценить наилучшим, в некотором смысле, образом линейный непрерывный 
функционал от решения уравнения (1). 

Заметим, что при решении этой задачи, не ограничивая общности, можем 
считать, что ах = а2 = 0. В противном случае, можно ввести элементы 

х =. х — х и у = у — у, где х удовлетворяет уравнению Ах = ах а у опреде­
ляется из условия у = Сх + а2, которые удовлетворяют уравнению вида (1) 
и (2) с ах = а2 — 0 и решать задачу оценки для функционала от л*. 

В дальнейшем, для функционала 1(х) мы будем использовать представление 
/(х) = (/ ,х) 0 ;/е#_. 
Пусть допустимые оценки для этого функционала имеют вид 

1(х)=-(и9у); иеН 

Оценку для которой элемент и определяется из условия 

гаГ$ир[/(х) - 2(х)]2 

и /ей 

назовем минимаксной. 

Теорема. Минимаксная оценка имеет вид 
?(*) = -(й>у)-

где й = ~~^2Ср^ а элемент р находится из решения системы уравнений 

(4) 1Ар = ё-г 

А*г = / - С*А^2Ср 

где А+ — сопряженный оператор к оператору А, непрерывно переводящий 
Н+ в # _ и удовлетворяющий условию 

(А$, ь)0 = («?, А+V)0; VеН+, ^ е Я + 

А — канонический изоморфизм пространства Н в сопряженное см [2]. ()х = 
= Щ^11*\ I — оператор обратный к оператору вложения Н+ в Я_. 

Для доказательства теоремы нам потребуется следующая Лемма. Задача 
нахождения минимаксной оценки, эквивалентна задаче оптимального упра­
вления системой 

(5) А+г = / + С*Ли 

с критерием качества, вида 

/(«О = (бЛ *)+ + (СГЧ«0 
Так как 

/(*) = (/, х)0 = (А+г9 х)0 - (С*Аи, х)0 = (г,Л)0 - (*, Сх) 
?(х) = -(и, у) = -(и, Сх) - (и,/2), 
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то 
[1(х) - 1(х)]2 = [(_•,/.)„ + (и,/2)]2 = [(2,//)+ + (и,/2)]2 = [(/*-,/,)_ + 

+ («,/_)]2-

С этого представления получаем, что 

<ШР[/(Х) - /(X)]2 = фг292)+ + (Оа"1!!,!!) = /(и) . 

Доказательство теоремы. 

Так как 1(и) ̂  с(м, г/), то согласно [2], существует единственный элемент 
й е II, такой что 

1(й) = 1пП(и). 
и 

Для нахождения и, найдем Г(и). Обозначим через г(и) и г(|;), решения уравне­
ния (5) при управлениях и м V — соответственно. 

Из (5) имеем, что 
2(и) = (А+У1 (I + С*Ли) 

и значит 
_ ' ( « ) ( . - * ) = [ _ ( . ) - _ ( « ) ] . 

Таким образом 

2-'/'(и) (. - и) = [0!_(и), ф ) - _(и)]+ + ( ^ и , V - и) = 

= [Ар, _(.) - _(«)]„ + (е2

_ 1«, » - и) = 

= [/7, /_+(2(У) - _(И)]0 + ( ^ Н , Г - И) =-

= [р, С*Л{и - и)]0 + (01хи, V-и) = 

= (<_>, р - и) + (бГ'н, . - и). 

И так как 

2-1Г(и) = Ср + _?2~Ч то 

и = —й2Ср, что и требовалось показать. 

Следствие. 

Пусть # + = # 0 , тогда система уравнений (4) запишется в виде 

Ар = й1У2 

А*2 = I- С*Л^2Ср 

Замечание. 

Пусть/, и/2 — случайные величины со значениями в пространстве # _ и Н+, 
соответственно, причем 

М ||/, || 2 < оо, М\\/2 ||
2 < со; Л//, - М/2 = 0; 
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и нам известно, что либо/ = {/х,/2)е ^1, либо/е 2)2 если/х и/ 2 некоррели-
рованы 
где 

Ох = {/: МШиГх)- + МШ2Г2,/2) й 1} 

/>2 = {/: м(д2гиА) й 1; м«22(2,г2) й !}• 

В этом случае оценку функционала /(х), вида 1(х) = — (и, у), где х удовлетворяет 
уравнению (1), а у, вида (2), можно искать из условия 

тГ $ир М[/(х) - Г(х)]2, 5 = 1 , 2 . 
" / е Д , 

Так же можно показать, что минимаксная оценка тмеет вид 

Кх) = -(й,>0; й = ~е2С17,а 

/7 — определяется из системы (4) и эта оценка несмещена. 
Рассмотрим теперь следующую задачу. Пусть х удовлетворяет уравнению 

Ах = Ва + Л 

где В — непрерывный оператор действующий из гильбертового пространства 
Нх в пространство Я_, а — неизвестный элемент из пространства Я. В пред­
положении, что известен элемент у, вида 

У = Сх- + /2 

и что / е ^, нужно получить минимаксную оценку линейного непрерывного 
функционала 1(а), предполагая что оценка имеет вид 

?(а)= -(и, у); иеН 

а элемент и ищется из условия 

М 5ир [/(а) - 1(а)]2, 

где V с Я 

(7= {и\геХ}. 

X — совокупность решений уравнения 

5 + 2 = - / 

и, 2, связаны уравнением 

А+2 = С*Лм 

В + — оператор удовлетворяющий условию 

(Яа,г)0 = (а, ^ + 2 ) 1 . 
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Подобно тому, как доказывается теорема, можно показать, что задача отыс­
кания оценки эквивалентна некоторой задаче оптимального управления и решая 
эту задачу в предположении что у оператора К = рОГ1р существует обратный, 

где 
р^В+(А+У1С*Л; 

о = л*с*[(-4+г1г йхС*л + ег1 

и получить минимаксную оценку в виде 

Т(а) = (<2-Уя-'ДЧ^Г1 /,«).• 
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