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GERADENKONGRUENZEN
IM FUNFDIMENSIONALEN PROJEKTIVEN RAUM

VERA MIKOLASOVA, Brno
(Eingegangen am 20. Dezember 1977)

1. Unter ciner Geradenkongruenz L im fiinfdimensionalen projektiven Raum P;
versteht man ein von vier Parametern abhingiges System von Geraden I des
Raumes Py.

Im Sinne der bekannten Methode von E. Cartan ordnen wir jeder Geraden 1 € L
ein bewegliches Bezugssystem Ay, 4,, A3, A,, As, A¢ zu, dessen Bewegung durch
die Gleichungen

0)) dd4; = wld;  [A4,4;4,4546] = 1, (,j=1,2,3,4,5,6)

beschrieben ist. Wir wahlen die Scheitelpunkte 4, A, des erwahnten Bezugssystems
auf der Geraden / und setzen voraus, dass die folgenden Hauptformen von L

) o' =0}, o’=o0f =0}, o*=0f

linear unabhingig sind. Die Gleichungen der Kongruenz L sind dann
©) o} = po’; o =q0; o;=re; o] =s50
(t=1,2,3,4
Ein Punkt F = xA; + yA, heiit Brennpunkt der Geraden /, wenn bei der Bewegung
von / in irgendeiner, so genannten Brennrichtung ! : »? : w® : w* [dFA,4,] = 0
gilt.
Der analytische Ausdruck der letzten Bedingung fiihrt zu den Gleichungen
xo' +yo} =0;  x0*+yoi=0; x0®+yo0;=0; xof+ yo*=0.

Nach Einsetzung aus (3) erhalten wir fiir die unabhingigen Hauptformen das System
von vier homogenen Gleichungen
@ (x + y9;) ©' + y3,0° + yg30° + ygu0* =0,

o' + (x + yry) 0* + yrie® + yruof =0,

y5,0" + ys,0? + (x + y53) @0 + s =0,

xXp10' + xpw? + xpyw® + (xpy + y) 0 = 0.
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Dieses System hat eine nichttriviale Losung, wenn ihre Determinante gleich Null ist.
Es ist leicht einzusehen, daB diese Bedingung zu einer Gleichung 4. Grades fiihrt,
deren Wurzeln die Brennpunkte entsprechen. Im weiteren beschrinken wir uns auf
solche Kongruenzen, die auf jeder erzeugenden Geraden vier verschiedene Brenn-
punkte haben. :

Man kann jetzt das bewegliche Bezugssystem so wihlen, daB die Punkte F; = 4,,
F,=A,,Fy = A, — A,,F, = A, — q; ' A, mit den Brennpunkten von / zusammen-
fallen, welche den folgenden Brennrichtungen

1 2 1 2

o'=0'=0’=0 o'=0=0"=0
o'=0=0*=0;, o'=0'=0*=0
entsprechen.
Durch Einsetzung in (4) ergibt ‘sich
(%) Pr=Pr=Pps=qy=(qs=Tr =ry=5 =5=5=0 ’2="1-

Weiter verlangen wir, daB die den Brennpunkten F,, F,, F3, F, zugehOrigen
Brennhyperebenen jeweilig mit den Hyperebenen E;, Es, E4, E; zusammenfallen,
wobei E, = [Ay, ..., A,_1, Aysy, ..., Ag] (u = 3,4,5,6).

Daraus ergibt sich

(6) P3=qs=1r,=15,=0.

Durch Einsetzung von (5) und (6) in (3) erhilt man die Gleichungen der Kongruenz
in der Form

6 . 3 _ 1. 4 _ 2. 5 _
) o] = 0; w; = q,0'; w; = 0% w; = 0.

Durch duBere Differentiation der Gleichungen (7) ergibt sich
®) oSA 0! + 0 A0 + S A0® — 0l A0t =0,
g103 A @' + 0 A 0? — 0l Ao® + 0l Ao =0,
(@1 — DoitAo' + {0} — 0 + 0} — 03} Ao® — 0t Ao® + 0§ A0* =0,
{w3+q1(0} — 0}) — g0} —dg } A @' +(g; — ) 03 A0’ +4105A0° — 0iA0* =0
und daraus nach dem Cartan’schen Lemma folgt
©® of = 0% of =’ of =’ —of =’
0103 = c3,0"%  f =0’ —0;=c50% 0f=cgo°
(g, — Dot =cto’; o+ 0? - o) -o0l=co’
—0f = c5,0°;  of = 50",

1 2 1 2 2 _ 3 ..
o; + q,(0; — 1) — qjw] — dg, = ¢3,0°;
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3_ .3 0. 3_ .30, 3__ 3 0
(9, — Dw; = c;,0% q10s = C5,0 7 —Wg = CpW s

6 6 . s 5 . 4 _ 4 . 3 — 3
Cut2,0 = Co+2,u> Cy+2,0 = Co+2,us Cu+2,0 = Cp+2,u» Cyt2,0 = Co+2,us

u,v=1,2,3,4).
Daher kann man dg, als lineare Kombination der Basisformen ausdriicken, so

daB g, eine absolute Invariante von L ist. Durch direkte Ausrechnung des Doppel-
verhiltnisses der Brennpunkte auf der Geraden der Kongruenz ergibt sich

9 = (FI’FZ’Fa’Ftt)-
Bei weiter Kanonisation des Bezugssystems wihlen wir die Punkte A4, 44, 45, 4g
auf den Tangenten der Brennetze. Daraus ergibt sich
(10) Sa=ch=cla=cly=cl=cly= 5 = s =0,
was eine erghebliche Vereinfachungen von (9) erméglicht.
Im folgenden werden wir voraussetzen, daf3
1D c31¢42033¢8s * 0.
Diese Voraussetzung entspricht der Forderung, daB die Mannigfaltigkeiten von
Brennpunkten von L vierdiemensional sind.

2. AuBer der Geradenkongruenz L im P betrachten wir noch eine andere Geraden-
kongruenz L’ im projektiven Raum P mit dhnlich spezializiertem Bezugssystem.
Alle zu L' gehorenden Funktionen und Beziehungen werden wir mit Strich bezeichnen.

Es sei C: L - L' eine Korrespondenz zwischen L und L', die durch die Glei-
chungen

(12) o =0 (t=1,234
bestimmt ist.

Man nennt C eine Projektivabwicklung erster Ordnung, wenn zu jeder Geraden
l e L eine solche Kollineation K : Ps — P; existiert, dafl

(13) K[4,4,] = [4143],
(14) ' K d[A,4,] = d[4145] + p[A414;]
gilt.

Die Korrespondenz heiit eine Projektivabwicklung zweiter Ordnung, wenn sie
eine Projektivabwicklung erster Ordnung ist und iiberdies

(15) K d’[4,4,] = d’[4145] + 2pd[4]45] + (...) [4143]
gilt.

Nehmen wir an, daB die Kollineation K durch
(16) KA, = af 7> det || al| #0 (i,j=1,2,3,4,5,6)

bestimmt ist.
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Die Bedingung (13) ist offensichtlich erfiillt genau dann, wenn

(17) ala3 —alaz=1; aj=a3=0; detalll+0 (u,v=2345,6).
Man hat

(18) d[4,42] = (0} + 03) [4,4,] + 9,0'[4,4,] + 0?*[4,4,] +
+ w4[A‘A6] + Q)l[A3A2] + wz[A4A2] + (1)3[145142]
und eine dhnliche Darstellung fiir d[4;4}].

Wir setzen (18), (16), (17), (18'), (12) in die Gleichung (14) ein und durch Ver-
gleichung der Koeffizienten erhalten wir zuerst das System der Gleichungen

a3(q,a; —a3) = —1; ai(qiai—a3))=4qi; a%(giai—a3)=0; aji(g,ai—a3)=0,

agal —ad) = —-1; ai(ai —ad) =1; ai(al—a})=0; af(ai —a3) =0,
aja=1; alal=0; ayal=0; azal=0,

(19) agai =0; afai=1; ala}=0; ala}=0,

u=4,56v=2356w=23,46z=3,4,5)
woraus nach (17)
ai=ay=a a
(20) al=ai=al=as=a3=ag=+1; 4 =4
hervorgeht.
Die Vergleichung der iibrigen Koeffizienten ergibt dann durch Anwendung von (20)

(¥3) p= +{w'(q,a} + a3) + 0’(ai + a}) + w’al + 0*al} — 1} — 13,

wobei wir 1§/ = v/ — w] bezeichnet haben.
Die bisherigen Ergebnisse kénnen wir folgendermassen aussprechen:

Die Korrespondenz C : L — L' ist genau dann eine Projektivabwicklung erster
Ordnung, wenn q, = q;.

Die zugehorige Kollineation hat die Form
(22) KA, = +A4); KA, = +A}; KA,=ald\ +ad%4,+ A, (u=3,4,5,6),

wobei wir von den zwei Zeichen iiberall das erste oder zweite nehmen.
Durch Differentiation von (12) erhélt man

(—+3+qhHrae + A0’ +1iA0* =0,
A + (=11 + 15— DA +1EA’ =0,
A + 1A + (=11 + 1) AR =0,

@S A 0 + A0 + (=2 + ) A 0* =0.
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Durch Differentiation von (18) erhalten wir
(23) d?[4,4,] = U'[4,4;] (i<j;i,j=1,2,3,4,5,6)
wobei
UP = g, do' + 0'{dq, + 4,20} + @] + 0})} + 0’0} — c5;0°0" + 0*wl,
U™ = do’ + q,0'0} + 0’Qoi + 0] + 0}) - c5;0°0” + o'eg,
U = g,0'03 + 0’0) — ¢;0’0® + o'},
U'® = do* + q,0'@ + 0?0 + 0*Qol + 0k + 0d),

U = —do' - o'(0! + 20} + 0)) - d*0] - @0l + g,cé0*o!,
U** = —do? - o'e? - 0¥ (0] + 202 + 0}) — 0’0t + ¢ 0*o?,
U? = —dw® — 0'e} — 0’0} — 0’ (0] + 202 + o)),

U% = —0'wl - 0?0 — 0’0l + c¢,o0'w,

U* =201 - gq))0'ew?; U»¥®=-20'e’ U*=20"0"
U* = —20%0°%  U* =20%* U’ =20°0%

Ahnlich gewinnen wir d?[4145] durch Differentiation von (18) und durch
Einsetzung von (12) und (20) und K d?[4,4,] durch Einsetzung der Gleichungen
(22) in (23). Die letzten zwei Ausdriicke zugleich mit (14) und (18) setzen wir in die
Bedingung (15) ein.

Durch Vergleichung der Koeffizienten und durch nacheinander folgende Ein-
setzung der erreichten Ergebnisse geht

24 =t =13 =10 =1 =1,
2 =1;=0,
=0 (u#ov,u,v=23,4,5,6),
al=al (w=3,4,506)
hervor.
Aus (1) jedoch ergibt sich »! = 0 und ebenso auch w;’ = 0. Im Hinblick auf (24)

hat man deshalb

2

n=td=1=1=13

= ‘[2 = 0,
und durch duflere Differentiation der Gleichungen

% =0; =0 (k,1=1,2;u,v=13,4,5,6),

erhilt man
Ao + A0+ A0d=0;
(25) g5 A0 + A0 + A0t =0;
i+ g} re' =0;  {1i + 2} A0’ =0;
TA®=0; ZAe*=0

k=1,2,u,v=3,4,56)
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Die Anwendung des Cartan’schen Lemmas auf (25) und die Vergleichung mit (24)
und ausserdem mit (2), (7), (12) ergibt dann die Gleichungen

T{=0 (i,j= 192’3’495’6)'

Das erlaubt uns den folgenden Satz auszusprechen:
Die Korrespondenz C : L — L’ ist eine Projektivabwicklung zweiter Ordnung genau
dann, wenn die Kongruenzen L und L' projektiv dquivalent sind.

3. Erwigen wir wieder die Korrespondenz C : L — L'. Es sei zu jedem Geraden-
paar /, I’ = CI eine Kollineation = : / — I’ gegeben. So erhalten wir die sogenannte
Punkterweiterung C® der Korrespondenz C.

Die Korrespondenz C wird eine Punktabwicklung genannt, wenn eine solche
Punkterweiterung C® der Korrespondenz C existiert, daB man fiir jede Gerade /e L
eine Kollineation M : P; — P, mit folgenden Eigenschaften finden kann:

Ist A ein beliebiger Punkt von / und y eine beliebige Kurve, welche durch 4
hindurchgeht und in der von L erzeugten Punktmannigfaltigkeit erhalten ist, dann
besitzen die Kurven C% und My eine analytische Beriihrung erster Ordnung im
Punkt C%4.

Betrachten wir die durch (12) gegebene Korrespondenz C : L — L’ und die mittels
der Kollineation

(26) mA, = blA| + b34);  7wA, = bid| + b2A;  bibZ — bibi 40

bestimmte Punkterweiterung C® von C. Nehmen wir an, daB die Korrespondenz C
eine Punktabwicklung ist und daB sie durch die Kollineation

@7 M4, = bid’; b =bi=0; det| b/ +0
(u=3,4,56;i,j=1,2,3,4,5,6)

realisiert wird.
Beschreibt der Punkt

(28) A= x4, + x*4,
eine Kurve y mit obigen Eigenschaften, so hat man
(29) MdA = d(C°4) + (p,0) C°4A (v=1,2,3,4)

identisch in x!, x2, 0!, 0?, ®°, ©*.
Durch Differentiation von (28) und Einsetzung aus (27), (9), (10) ergibt sich

(30) MdA = Ajbi(dx! + x'o! + x?c,0?) + by(dx? + x'ces0* + x?wd) +
+ bi(x' + gx®) o' + Bi(x* + x%) 0? + bix'e® + bex?e*

(i=123,4,56).
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Aus (26) und (28) bekommt man
@31 CPA = Ay(x'b} + x?b}) + Aj(x*b? + x*b3)
und durch Differentiation

32) d(C*4) = A1{d(x*by) + x*biwi! + x*bic3s0} +
+ A2 {d(x*B}) + x*bieio’ + x*ble’} +
+ A3{x*blo™ + x*biqi0'"} + Ai{x*blo? + xbiw’?} +
+ As{x*bi0’®} + As{x"blew"*}
k =1,2).

Wir setzen (30), (31) und (32) in (29) ein. Durch Vergleichung der Koeffizienten
folgt

(33) Ni = bies;0"%;  Ni = bicgq0™; N = (b + 41b}) o™*;
Ni =i + b o?;  Ni=biw™;  Ni=bhi'*;
wobei
Nt = bt} + bict,0* + biw' + biw? + biw® — dbk — bi(w) + 0,0,
N% = bhei,0® + biow? + big,0' + biw? + biw* — dbs — bi(w) + ¢,0"),
N! = o' + bio® + biw’; N4 = q,b40! + biw? + biw*
*k=1,2v=1,2,3,4u=234,5,6)

und durch Einsetzung aus (12) in (33) erhilt man

bi=bi=b3=bi=b3=bg+0; bi=b;=0;
bi=0 (i#j;i=3,4,56;j=1,23,4,56),
dbl = —bi(tl + 0,0) (v¥=1,2,3,4)
und
(34)

q1 = 4qy; ¢33 = ng; iy = Cizi ¢y = C23§ 0'664 = Cg4;
wobei zwei letzte Gleichungen mit Hilfe (9) festgelegt sind.
Im ganzen konen wir das folgende Ergebnis aussprechen:

Die Korrespondenz C : L — L' ist eine Punktabwicklung genau dann, wenn (34) gilt:
Die Punktabwicklung wird durch die Kollineation

MA,=biA; (i=1,23,4,5,6)
realisiert.
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