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ARCH. MATH. 3, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS
XV: 155—170, 1979

ZUR CHARAKTERISIERUNG VON GRAPHEN
MIT p-HAMILTONSCHER (p + 1)-ter POTENZ
IM FALLE p =3

PETER HEINRICH und GUNTER SCHAAR, Freiberg/Sa.
(Eingegangen am 10. August 1977)

1. PROBLEMSTELLUNG

Alle betrachteten Graphen seien endlich, schlicht, ungerichtet und — sofern
nichts anderes gesagt wird — auch nichtleer. Hinsichtlich der Bezeichnungen halten
wir uns an die in [2] vereinbarten. Dort wird in Verallgemeinerung zu [1] gezeigt,
daB fiir p = 2 die (p + 1)-te Potenz G”*! fiir einen zusammenhingenden Graphen G
mit |G| = p + 2 stets (p — 1)-hamiltonsch ist. Das legt die Frage nahe, welche
zusitzlichen Forderungen man an einen zusammenhidngenden Graphen G stellen
muB, damit G**! sogar p-hamiltonsch ist. Nachdem in [7] bzw. [9] das Charakteri-
sierungsproblem fiir Graphen mit p-hamiltonscher (p + 1)-ter Potenz in den Fillen
p = 2bzw. p = 4 vollstindig beantwortet worden ist, wird in der vorliegenden Arbeit
der noch ausstehende Fall p = 3 untersucht und ein entsprechender Charakterisie-
ungssatz bewiesen.

2. DEFINITIONEN UND HILFSSATZE

Im folgenden sei G ein zusammenhéngender Graph; 4, ..., a, seien Knoten von G
(p 2 1). Wir stellen zunichst einige teilweise bereits in [2], [6], [7], [9] eingefiihrte
Begriffe und Bezeichnungen zusammen. Bilden die simtlichen Knoten und Kanten
eines Untergraphen N in einer gewissen Reihenfolge einen Weg in G, so soll auch N
selbst ein Weg in G genannt werden. Einen zusammenhéangenden vollen Untergraphen
N von G bezeichnen wir kurz als Netz in G. Die (zusammenhéingenden) Kompo-
nenten des von ay, ..., a, erzeugten Untergraphen U von G nennen wir die Nerz-
bestandteile der Knoten a,, ..., a, in G. Jeder derartige Netzbestandteil ist ein Netz
in G; folglich besteht U aus einem einzigen Netzbestandteil genau dann, wenn
a, ..., a, in G ein Netz erzeugen.
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Eine Kante k von G heiit eine nichttriviale Briicke von G genau dann, wenn G
durch Streichen von k (unter Beibehaltung der Endknoten von k) in genau zwei
Komponenten zerfillt, von denen jede mindestens zwei Knoten enthilt.

Ein Knoten a von G wird ein reiner Briickenknoten von G genannt genau dann,
wenn jede mit a in G inzidierende Kante eine nichttriviale Briicke von G ist. -

Ein Untergraph N soll eine p-Briicke von G heiBen genau dann, wenn gilt:

1. Nistein Wegin Gmit | N|=p + 1.

2. Jeder innere Knoten von N hat in G die Valenz 2.

3. Jede Kante von N ist eine nichttriviale Briicke in G.

.(Eine p-Briicke ist offenbar erst recht ein Netz von G.)

Ein zusammenhingender Graph G heiBt beziiglich des geordneten Paares ({a,
b}, y) vom Typ 1 genau dann, wenn gilt:

1. a, b, y sind paarweise verschiedene Knoten von G, die einen Weg in G erzeugen,
dessen innerer Knoten y ist.

2. a, b, y sind reine Briickenknoten des Grades 2 in G.

Ein zusammenhingender Graph G heiBt beziiglich des geordneten Paares ({a,
b}, y) vom Typ 2 genau dann, wenn gilt:

1. a, b, y sind paarweise verschiedene Knoten von G, die einen Weg in G erzeugen,
wobei y sogar ein Endknoten von G ist.

2. Der innere Knoten dieses Weges hat den Grad 2 in G.

Sind U,, U, zwei knotenfremde Untergraphen eines zusammenhéngenden Gra-
phen G, so bedeute G(U,, U,) die folgende Knotenmenge:

G(U,, U,) = {ae U;: es gibt ein b e U, mit g(a, b) = 1}, wobei g die Abstands-

Df

funktion von G ist.

Hilfssatz 1. Es sei G ein zusammenhingender Graph mit m = 2 Knoten, und es
werde vorausgesetzt, daf8 die Knoten a,,...,a, mit 1 < q <m ein Netz N in G
erzeugen. Nach dem Streichen von a,, ..., a, in G sollen die entstehenden s = 1 Kompo-
nenten von G mit Z,, ..., Z, bezeichnet werden. Dann gilt: .

Ist x;€ G(Z;,N) (i = 1,5) und x.e Z(x,),}) so existiert in G* — N ein hamil-
tonscher Weg von x, nach x., wobei k = d(N) + 3 und d(N) der Durchmesser von N ist.

Hilfssatz 1 ist eine Verschiirfung und Verallgemeinerung des in [2] nur fiir Baume
ausgesprochenen Satzes 1, Teil 1. Der Beweis 148t sich mit trivialen Anderungen
ibernehmen.

Hilfssatz 2. Ist k eine Kante in einem zusammenhdngenden Graphen G und sind a, b
zwei verschiedene Knoten in G, von denen im Falle | G| = 3 hdchstens einer mit k
inzidiert, so existieren in G zwei verschiedene Knoten a’ und b’ mit den Eigenschaften

1) Z(x,) bezeichnet im Falle | Z, | = 2 die Menge aller Nachbarn von x, im Graphen Z, und
im Falle | Z, | = 1 die Einermenge {x,} (vgl. [2]).
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a) gla, a) + g(b,b) < o,

b) es gibt einen hamiltonschen Weg in G*, der b' mit a' verbindet und die Kante k
enthlt.
Den Beweis dieses Satzes findet man in [6]. Wir bewelsen nun mit Hilfssatz 3 eine
Verallgemeinerung des Hilfssatzes 2.

Hilfssatz 3. Es sei G ein zusammenhdngender Graph mit m = 4 Knoten, a, b, z,, z,
seien beliebige Knoten in G mit a # b und {a, b} N {2y, 2,} = @. Dann gibt es in G
Knoten a*, b, y,, y,, so daB die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

ga*,a) + 8", 0) < I;

1< g(i,z) S 2firi=1,2;

Wi,2.} # {y2, 22} im Falle z; # z,;

in G* existiert ein hamiltonscher Weg w, der a* mit b* verbindet und die Kanten
(y124) und (y,2,) enthiilt.

Beweis: Ist z; = z,, so benutzen wir Hilfssatz 2. Dazu wahlen wir ein y, €
€ G(z,). Es ist y, # z, wegen | G| = 4. Da a, b von z, verschieden sind, inzidiert
hochstens einer der Knoten a, b mit der Kante (,z,). Damit sind alle Voraussetzungen
des zitierten Satzes erfiillt, und er liefert mit y, = y; unsere Behauptung.

Wir konnen damit z, # z, annehmen. Der Knoten z, werde in G gestrichen. Die
dabei entstehenden Komponenten von G bezeichnen wir mit Z,, ..., Z, (s = 1).
Weiter sei x; € G(Z,, z,) und x; e Z\(x,) fir alle i = 1, ..., s. Wir diirfen o. B. d. A.
annehmen, daf3 die Knoten a und z, in Z, liegen. (Dies 1aBt sich durch eventuelle
Vertauschung der Rollen und Bezeichnungen fiir z,, z; und eventuelle Umnumerie-
rung der Z; stets erreichen.)

1. Es sei be Z,; damit ist | Z, | = 3. Wir wihlen einen Knoten yj € Z,(zl) Die
Kante (y;z,) inzidiert mit hichstens einem der Knoten @, b. Damit existiert in Z3
ein die Kante (y}z,) enthaltender hamiltonscher Weg, der a* mit b* verbindet; dabei
istg(a*,a) + g(b*, b) < 1. Es sei w, dieser Weg; wir diirfen dabei annehmen, daB w,
durch die Folge

-—a+( )’1(}’121)21 )b.

reprisentiert wird, denn a und b sind jetzt gleichberechtigt und kénnen, falls erforder-
lich, umbenannt werden.

Weiter sei, falls s > 2 ist, w; = xj(...) x, ein hamiltonscher Weg in Z} fiir i =
=2, ..., 5; durch Aneinanderfiigen von w,, ..., w, wird der Weg w, = x3(...) X,
in G° — {z,} gebildet. w, ist sogar ein hamiltonscher Weg in (G — Z,)? — {25},
also erst recht in (G — Z,)* — {z,}.

Wir betrachten nun den Knoten x; € w,.

a) Ist x; kein Endknoten von wy, so hat x, auf w, zwei Nachbarn p,q # p
mit g(x, , p) < 3und g(x;, g) £ 3, denn w, wurde in Z} gebildet. Nun kann hichstens
eine der Kanten (x;p), (x;9) auf w; mit der Kante (y;z;) zusammenfallen. Damit
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darf 0. B.d. A. stets {y},z,} # {x;,p} angenommen werden (also (¥,z,) # (x,p)).
Wegen g(x;, x3) < 3 und g(p, z;) < 4 existieren in G* die Kanten (x,x}) und (pz,).
Wir bilden nun

W= {P(Pzz) 2x(23xy) x4 = p(...) x, firs=1
P(pz;) z2(25x) Wc;l(x'lxl) xy = p(...) x; firs = 2

— esist g(z;, X;) = 1 — und ersetzen in w, die Folge p(px,) x, bzw x,(xyp) p durch
die Folge #w bzw. w™'; es entsteht der Weg w = a*(...w...)b" bzw. w =
=a*(..w L) bt

wist dann ein hamiltonscher Weg in G*, der die Kanten (y}z,) und (x,z,) enthilt.
Wegen g(a*, a) + g(b*,b) £ 1 und g(3},z,) = 1 = g(x,, z,) erfiillt w alle im Satz
gestellten Forderungen, falls wir y; = y| und y, = x, wihlen; denn offensichtlich
ist auch {y;,z,} # {2, 25}

b) Es sei x, ein Endknoten von w, (d. h. entweder x, = a* oder x; = b*). Der
Nachbar von x,; auf w, heile p; damit ist g(x,, p) < 3. Wir bilden

W= {xx(xlzz) 2y(z2p) p = x,(..) p fir s = 1
xy(xyx;) wg '(x325) 22(z2P) p = x,(..)p  firs 2 2;

dabei ist g(z5, p) < 4;8(xy, x.) = 2; g(x3, z;) < 2; also win G* bildbar. Wir ersetzen
in w, die Folge x,(x,p) p bzw. p(px,) x; — je nachdem, ob x, = a* bzw. x, = b*
eintritt — durch w bzw. %! und erhalten einen hamiltonschen Weg w in G*.

Ist {x,,p} # (¥}, 2}, so setzen wir y, = x, fir s = 1 bzw. y, = x} fir s 2 2
und in jedem Falle y, = ). Damit ist {y,, z,} # {¥2, 2}

Ist {x,,p} = {y},z,}, dann ist x, = z, oder p = z; und stets g(xl,p) = 1, also
g(z,, p) < 2. Ist x, = z; (und‘'damit y; = p), dann wihlen wir

{zz fir s = 1;(g(z;,y) = 1)
I =

und y, = y] = p;
X, fir s 225 (8@, ) =2) o

ist p = z, (also y} = x,), so wihlen wir y, = z, (g(¥y,z,) < 2) und

by = {xl firs = 1;(g(y2,2) = 1)
Pl fiirs 2 2; (02 22) S 2).

In jedem dieser Fille enthalt w die Kanten (¥,2,), (22,) # (3,2,), und die Knoten
a*,b*,y,,y, besitzen die im Satz behaupteten Eigenschaften.

2.Istb¢ Z,, so ist s = 2, und wir diirfen o. B. d. A. stets b € Z, annehmen. Auf
Grund unserer Voraussetzungen ist @ # z,, also | Z; | = 2.

Ist a # x, und 1aBt sich ein Knoten y, € Z(z,) so wihlen, daBl hochstens einer
der Knoten a, x, mit der Kante (y,2,) inzidiert, so gibt es in Z} einen hamiltonschen
Weg w, der Form w, = a*(...) x;, der die Kante (y,z,) enthilt und g(a*, a) +
+ g(x], x,) = 1 erfiillt. Dabei ist g(y,, z,) = 1 und g(x{, z,) £ 2.
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LaBt sich ein solcher Knoten y, nicht wihlen, dann muB a = y,, x, = z, und
| Zy(x,) | = 1 sgin; also ist x, ein Endknoten von Z, . Ist dann | Z, | = 2, so wihlen
wir

wy = a(axy) x; = a(...) x,

(&(xy,22) = 1; g(yy, 21) = ga, x;) = 1).

Ist |Z,| 23, so ist Z; = Z; — {x,} zusammenhingend, und damit ist ein
hamiltonscher Weg der Form w} = a'(...) a in Z}? bildbar (a’ € Z{(a)). Es ist dann
wy = wi(ax,) x, = a'(...) x, ein hamiltonscher Wegin Z3 (g(x,, z;) = 1;g(yy, 2,) =
= gla, x;) = 1).

Ista = x, und | Z, | = 2, so wird w; = a(ax}) x| = a(...) x| gesetzt (g(x}, z;) <
= 25 8(x}, %) = g(z1, 1) = 1)

Ist a = x; und | Z, | 2 3, dann wihlen wir Knoten a’' € Z,(a) und y, € Z,(z,)
derart, daB héchstens einer der Knoten a, @' mit der Kante (y,z,) inzidiert (das ist
wegen | Z, | = 3 und a # z, immer méglich). Damit gibt es in Z} einen hamilton-
schen Weg w, der Form w, = a*(...) a’*, der die Kante (y,z,) enthilt (g(a*, a) +
+g@*,a) S 158", 2,) £ 3; g(y1,2) = ).

Es ist also stets méglich, in Z; einen hamiltonschen Weg w; der Form w, =
= a*(...) p zu konstruieren, der folgende Eigenschaften erfiillt:

gla*,a) £ 1; g(p, z,) £ 3; w, enthilt eine Kante (y,z,) mit (g(y,, z,) = 1.

Wir wihlen nun hamiltonsche Wege w; = x,(...) x} in Z3 firalle i = 2, ..., 5 — 1,
falls s = 3 ist, und bilden damit durch Aneinanderfiigen den Weg w, = x,(...) x,_,
in G* — {z,}.
AuBerdem sei w, ein hamiltonscher Weg in Z2 der Form w, = x(...) b; dabei
ist
o= {xs fiir b + x,
y x;  fiir b = x,.
Damit bilden wir in G*:

wi(pz2) 22(2,%3) W, fiirs=2
wi(pX2) Wo(Xs - 122) 22(2,%,) W, firs23

(8(p, x2) £ 4; g(x'-q, 22) S 2; g(25, %) £ 2).

Der Weg w ist ein hamiltonscher Weg in G*, der a* mit b* = b verbindet und die
Kanten (y,z,), (x;, z;) # (31, z;) enthilt; dabei besitzen die Knoten a*,b* = b,
V1, ¥, = x; die im Satz behaupteten Eigenschaften, q. e. d.

Hilfssatz 4. Es sei G ein zusammenhdngender Graph mit mindestens vier Knoten,
und a, b, y seien beliebige, aber paarweise verschiedene Knoten von G. Ist G beziiglich
des geordneten Paares ({a, b}, y) kein Graph des Typs 1 bzw. des Typs 2, so gibt es in
G — {a, b, y} einen Knoten § mit g(y,7) < 2 derart, daff in G* — {a, b} ein y mit y
verbindender hamiltonscher Weg existiert.
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Beweis: Wir streichen die Knoten g und b in G. Der Graph zerfillt in Kompo-
nenten. Falls keine nur mit ¢ durch eine Kante in G verbundene Komponente
existiert, so ist G’ = G — {a} zusammenhangend und | G’ | = 3. Dann gibt es nach
Satz 4 aus [2] in G’ einen Knoten y mit 1 < g(p, y) < 2 derart, daB in G'* — {b}
ein hamiltonscher Weg existiert, der y mit ¥ verbindet. Dieser Weg ist dann auch
ein y mit y verbindender hamiltonscher Weg in G* — {a, b}.

Gibt es in G keine nur mit b verbundene Komponente, so kann man entsprechend
schlieBen. Folglich diirfen wir im weiteren voraussetzen, daBl es wenigstens eine nur
mit a und wenigstens eine nur mit b in G verbundene Komponente gibt. Durch
eventuelle Vertauschung der Bezeichnungen fiir a, b kann weiter erreicht werden,
daB y in einer mit a verbundenen Komponente liegt.

1. Wir betrachten zuerst den Fall, daB die Kante (g, b) in G existiert und bezeichnen
mit Ay, ..., A, die mit a in G verbundenen Komponenten und mit B,, ..., B, die nur
mit b in G verbundenen Komponenten; dabeiistk = 1,1 > 1. Weiter sei q; € G(4;, a),
aje Afa) fir i = 1,...,k; b;e G(B;, b), bje Byby) fur j=1, ..., 5; w; = ai(...) a
ein hamiltonscher Weg in 4} fiir i = 2, ..., k und w; = w(bj, b;) ein hamiltonscher
Weg in B} firj =1, ..., 1

Durch Aneinanderfiigen der w; bzw. der w; bilden wir die Wege w, = a;(...) a;
in G* — {a, b}, falls k 2 2 ist, bzw. w, = b(...) b, in G* — {a, b}; w,, w, sind
natiirlich erst recht in G* — {a, b} bildbar.

O.B.d. A. sei ye 4, (andernfalls dndern wir die Numerierung der A4;). Ist
| 4, | = 2, so gibt es nach Satz 2 aus [2] in 4, stets Knoten a} € 4,(a;) und 7 mit
1 £ g(», ) < 2 derart, daB in 4} ein hamiltonscher Weg w, existiert, der y mit 7
verbindet und die Kante (a,4}) enthilt:

wy = y(...a)(ayay) ay ...) ¥ bzw. w, = y(...d\(a}a,) a, ...) 7
Weiter bilden wir

Wy = by(...) by fiir k = 1
W, =
@ \walagh?y) wy = a4(...) b, fiir k = 2;

dabei ist g(ay, b)) < 4. Der Weg w,, ist ein hamiltonscher Weg in (G — Z,)*— {a, b}.
Der Weg

W= ay(ayby) wa(b, ay) ay firk=1
~ |ay(aar) wabray)ay  fiirk 22

ist in.G* — {a, b} bildbar (g(a, b)) < 4; g(b;, a}) < 4; g(a,,d}) < 3); er enthilt
genau zwei Knoten mehr als der Weg w,,, nimlich di¢ Knoten a, und a;.
Ersetzt man nun in wy die Folge a,(a,a}) a) bzw. die Folge a/(a}a,) a; durch %
bzw. w-1. So entsteht ein hamiltonscher Weg in G* — {a, b}, der y mit y verbindet.
Ist| 4,1 =150 folgt y = a,. Fiir k = 2 ist dann

w = y(yby) wy(byaz) w, = y(...) a,
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bereits der gesuchte hamiltonsche Weg in G* — {g, b}, Wenn wir y = a, wahlen,
denn es ist g(y, ) = 2. Ist k = 1, so ist G beziiglich ({a, b}, ) ein Graph des Typs 2,
was unseren Voraussetzungen widerspricht (denn da wenigstens eine nur mit a ver-
bundene Komponente existieren soll, ist dies notwendig die Komponente 4, , die aus
dem einen Knoten y besteht). Damit ist der Fall, daB die Kante (gb) in G vorkommt,
behandelt.

2. Angenommen, die Kante (ab) kommt in G nicht vor; dann gibt es gewiB unter
den nach Streichen von a, b in G entstehenden Komponenten eine Komponente C,
die in G sowohl mit a als auch mit b verbunden ist, denn sonst wire G nicht zusammen-
héngend. Die von C verschiedenen Komponenten unterteilen wir in die nur mit
a verbundenen Komponenten 4,, ..., 4, und in die mit b verbundenen Kompo-
nenten B,, ..., B,; dabei ist wieder k = 1, / = 1. Die Knoten a;, a; (i = 1, ..., k),
b;, b (j=1,...,1) sowie die Wege w; (i =1, ...,k), w; (j=1,...,1), w, und w,
seien so wie unter 1. festgelegt. Da y in einer mit a adjazenten Komponente liegen
soll, kénnen zwei Fille auftreten:

a) y gehort einer nur mit a verbundenen Komponente von G — {q, b} an
(0.B.d. A.sei ye 4,). .

b) y liegt in einer mit a und b verbundenen Komponente von G — {a, b}
(0. B.d. A. sei ye O).

In beiden Fillen sei u € G(C, a) und v € G(C, b); dabei kann natiirlich 4 = v sein.

Zu a): Ist | C| 2 2, so gibt es nach Satz 2 aus [2] in C Knoten # und v’ mit
1 < g(u, @) < 2, v’ e C(v) derart, daB in C? ein hamiltonscher Weg w, existiert, der u
mit # verbindet und die Kante (vv') enthilt: w, = u(...v(w’) v'...) & bzw. w, =
= u(...v'(v'v) v...) @. Im Falle | C | = 2 bilden wir w, = v(vb}) wy(b,v") ', (g(v, b)) S
< 3; g, v) <3). w, ist somit ein Weg in G*® — {a, b}, also erst recht in
G* — {a, b}. Wir bilden nun

. ={u(ub;)w,, fir |C| =1
7 (.. w,..)dbzw. u(.. Wyt )a fiir |C| = 2;

dabei entsteht w,, im Fall | C| = 2 aus w, durch Ersetzen der Folge v(vv') v’ bzw.
v'(v'v) v durch die Folge #, bzw. w, !. Im Fall | C| =1 ist # = » und folglich
g(u, b)) < 3. Damit ist w,, ein hamiltonscher Weg in (G — {4,, ..., 4})* — {a, b},
also erst recht in (G — {4,, ..., 4})* — {a, b}, der die Form

Wy, = {u(...)bl fir|C| =1
. © lu(.)a  firjc|z2
hat. Die Folge
wia firk=1,|C|21

Wape = 4 Wa(ay b)) Woe firk>2,|C|=1

w(a,dt) wis fiir k>2,|C| 22

161




ist wegen g(ay,b) < 4 im Falle | C| = 1 und g(a,, %) < 4 im Falle | C| = 2 ein
hamiltonscher Weg in (G — 4,)* — {a, b}. Insbesondere hat w,, die Form

b(..)u firk=1|C|=1
Wape = 8(...) u firk=1|C|=2
a)(..)u firk = 2.

Nun 148t sich der gesuchte hamiltonsche Weg in G* — {a, b} sofort angeben:
Ist | A, | = 1, so ist
w = a,(a,2) Wop = ay(...) u
mit

i firk=1,|C|=22

b, firk=1]|C|=1
zZ =
a, firkz=2

dieser Weg; dabei ist g(a,,2) < 4, und es ist y = @, und y = u zu setzen (offen-
sichtlich gilt g(», 7) = 2).

Ist | Ay | 2 2, so ersetzen wir in w, die Folge a,(a,a}) a; bzw. a(a}a,) a, durch
die Folge

wo = a1(a12) War(uay) aj bzw. wg '3

dabei ist z wie oben festgelegt zu wihlen; ferner ist g(x, a}) < 3.

Zu b): Es bezeichne w} einen hamiltonschen Weg der Form w; = a)(...) a, in 43;
durch Aneinanderfiigen von wj, w,, ..., w, erhilt man einen Weg w, = a/(...) a;
in G* — {a, b}. .

Es wird zuerst der Fall betrachtet, daB G(C, a) n G(C, b) # 9 ist; damit diirfen
wir ¥ = v annehmen.

Ist | C| = 2, so gibt es nach Satz 2 aus [2] in C Knoten u’ € C(«) und y mit
1 < g(y,7) £ 2 derart, daB in C? ein hamiltonscher Weg w, existiert, der y mit y
verbindet und die Kante (uu’) enthdlt: w, = p(..u@u)u'...)y bzw. w, =
= y(...u'(U'u) u...) y. Dabei ist es unwesentlich, ob y = w oder y # u ist.

Wir bilden nun die Folge

w = u'(u'ay) wi(ay b) wy '(bu)u = u'(...)u.

Esist g(u', a}) < 4; g(a;, b)) < 4; g(b}, u) < 3 und damit # ein Weg in G* — {a, b}.
Ersetzen wir nun in w, die Folge u(uu’) ' bzw. u’(u'u) u durch die Folge w ™! bzw.
#, so entsteht der verlangte hamiltonsche Weg in G* — {a, b}.

Ist| C| =1, s0ist u = v = y, und y hat die Valenz 2.

Ist I = 2, so bilden wir durch Aneinanderfiigen von Ww,, ..., #;, den Weg w, =
= by(.) b, in G* — {a,b); mit wi = Wy (B30} Wit = bi(..) by (g(b3, b)) < 4)
ist dann w = y(ya}) wiab;) wy = y(...) b, der gesuchte hamiltonsche Weg von
G* — {a, b}; esist namlich g(y, a}) < 3,g(ay, b)) = 4und mity = b, auchg(y,y) =2.
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Ist £ = 2, dann kann man analog verfahren, so daB nur der Fall k = /=1
ubrig bleibt.

Ist dann die Valenz wenigstens eines der gestrichenen Knoten = 3 — o. B. d. A.
sei dies der Knoten b (man beachte unsere Voraussetzung, daB es wenigstens eine
nur mit a und wenigstens eine nur mit b in G verbundene Komponente geben soll;
damit ist A4, nur mit @ und B, nur mit b in G verbunden, a und b sind also gleich--
berechtigt) — so ist | G(B,, b) | = 2.

Damit ist w = y(ya}) w)(a,b,) w; der gesuchte hamiltonsche Weg von G* — {a,b},.
wobei w; = b,(...) y ein hamiltonscher Weg in B} mit y € G(B,, b), y # b, bedeutet
&y, d}) < 3; glay, b)) = 4; 800, ) = 2).

Haben a und b die Valenz 2, dann darf nicht gleichzeitig | 4, | 2 2und | B, | = 2
sein, denn sonst ist G beziiglich ({a, b}, y) ein Graph des Typs 1. Ist etwa | 4 | = 1,
soist w = y(yb}) W,(b,a,) a, ein hamiltonscher Weg in G* — {a, b}, der die geforder-
ten Eigenschaften besitzt, wenn wir 7 = a, wihlen (g(y, b)) < 3; g(b,a,) = 4;.
g(», ) = 2). Analog schlieBt man fiir | B; | = 1. Damit ist der Fall, daB G(C, a) n
N G(C, b) # 9 ist, behandelt.

Ist G(C, a) n G(C, b) = 0, so ist u # v und damit | C| = 2.

Es sei zunichst y = u. Wegen | C| 2 2 gibt es nach Satz 2 aus [2] in C Knoten
¥ e C(u) und ¥ mit 1 < g(v, ¥) < 2 derart, daB in C3 ein hamiltonscher Weg w,
existiert, der v mit & verbindet und die Kante (uu’) enthalt. Wir bilden nun w,, =
= w/(0b) w, '(bjv). w, ist ein Kreis in G* — {a, b}, denn es gilt: g(¥,b) < 4,
g(b}, v) < 3. Insbesondere ist w;, ein hamiltonscher Kreis in (G — {4, ..., 4,})* —
—{a, b}, der die Folge u(uu")u' bzw. u'(u'u) u enthilt. Ersetzen wir diese Folge durch
die Folge W, = u(ua,) w,™'(a,u’) u’ bzw. w, !, die ein Wegin G* — {a, b} ist (g(u,a,) =
= 2; g(a}, u’) = 4), so entsteht ein hamiltonscher Kreis in G* — {a, b}. Auf diesem
Kreis sind die Knoten u und g, benachbart. Entfernt man die Kante (ua,) aus dem
Kreis, so entsteht der gesuchte hamiltonsche Weg in G* — {a, b}; dabei ist § = a,
zu setzen.

Ist y = v, so kann man analog konstruieren.

Somit bleibt noch der Fall, daB die Knoten u, v, y paarweise voneinander ver-
schieden sind. Dann gilt | C| 2 3. Angenommen, es gibt einen Knoten 4’ € C(u),
der von v und y verschieden ist. Dann gilt | C| = 4 und {u, ¢’} N {v, y} = 0.

Damit sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 3 erfiillt. Es gibt dann in C Knoten
wt, 't mit g, u*) + gw',w'*) £ 1 und Knoten 7,5 mit 1 S g,9) <2, 1<
< g(y,7) < 2 derart, daB in C* ein hamiltonscher Weg w, existiert, der «* mit u'*
verbindet und die Kanten (v5) und (yy) enthélt; dabei ist {v, 7} # {y, 7}. Ersetzen
wir in w, die Folge v(v0) 7 bzw. #(¢v) v durch die Folge

Wy = v(vb}) wy(bB)T  bzw.w, !

fg(v, b)) < 3; g(6;,7) < 4), so entsteht ein hamiltonscher Weg Wy, = u*(...) u'*
in (G - {4,, ..., A}))* — {a, b}, der die Kante (}7) enthilt.
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Damit ist dann w = w,(u'*a,) w,~*(a’u™) ein hamiltonscher Kreis in G* — {a, b}
W', a) < 4; g(a},u") £ 4). Dieser Kreis w enthilt nun auch die Kante (y).
Durch Streichen dieser Kante in # entsteht der gesuchte hamiltonsche Weg von
G* — {a, b}. Gibt es keinen Knoten u’ € C(u), der von y und v verschieden ist, dann
gilt C(u)  {y,v}. Damit kénnen die Fille C(u) = {y}, C(u) = {v} und C(w) =
= {y, v} auftreten.

Ist C(u) = {»}, so muB u ein Endknoten von C sein. Wir bilden den Graphen
C' = C — {u}; dieser Graph ist zusammenhingend und hat mindestens zwei Knoten.
Dann gibt es nach Satz 2 aus [2] in C’ Knoten v’ € C(v) und y mit 1 < g(y,7) < 2
derart, daB in C" ein hamiltonscher Weg w/. existiert, der y mit 7 verbindet und die
Kante (vv’) enthalt.

Wir bilden den Weg w, = v(vb)) w,(bv')v' in G* — {a, b} (g(v, b)) < 3;
g(b,, v") £ 3). Ersetzt man in w. die Folge v(vv’) v’ bzw. v'(v'v) v durch w, bzw. w, 1,
so entsteht ein hamiltonscher Weg w, = y(...) 7 in (G — {4, ..., 4;,u})*® — {a, b}.
Auf diesem Weg hat y gewiB einen Nachbarn p mit g(y, p) < 3. Ersetzt man dann
die Folge y(yp) p in w, durch die Folge

y(yay) wy(au) u(up) p,

so entsteht der gesuchte hamiltonsche Wegin G* — {a, b} (g(», a}) < 4; g(a;, u) = 2;
g, p) < 4).

Im Falle C(u) = {v} ist u wieder Endknoten von C. Wir bilden wie vorher bei
C(u) = {y} den Graphen C’ sowie die Wege w_, w, und w,.. Auf w_ hat der Knoten v
gewiB einen Nachbarn p mit g(v, p) < 3. Ersetzt man dann in w, die Folge v(vp) p
bzw. p(pv) v durch die Folge #, = v(va}) w.(au) u(up) p bzw. W, , so entsteht der
verlangte hamiltonsche Weg in G* — {a, b} (g(v, a}) < 4; g(ay, ) = 2; g(u, p) £ 4).

Es sei nun C(u) = {v, y}.

Ist| C| = 3,s0ist w = yp(yb;) w;, *(bu) u(uay) w(av) v der gesuchte hamiltonsche
Weg von G* — {a,b}; dabei ist y = v zu wihlen (g(y, b)) < 4; g(b], u) < 4;
g, ay) < 3; g(@,v) =3;1<g0,y) = 2).

Wir kénnen also | C| = 4 voraussetzen. Ist C' = C — {u} zusammenhéngend,
so konnen wir wie im Fall C(u) = {y} schlieBen. Sei daher C' = C — {u} nicht
zusammenhédngend. Entfernen wir aus C die Knoten u, v und y, so zerfillt C in
Komponenten, von denen keine sowohl mit y als auch mit v verbunden jst.

Seien Yy, ..., Y,, diejenigen Komponenten, die nur mit y und ¥y, ..., V, diejeni-
gen, die nur mit v verbunden sind. Weiter sei:

i€ C(Y;, ), i€ Yi(»), w,, = yi(...) y; ein hamiltonscher Wegin Y firi < 1, ...,m;

v;€ C(V;, v), v;€ V(v)), w,, = v)(...) v; ein hamiltonscher Weg in Vf firj<1,..,n

Durch Aneinanderfiigen der w, bzw. w, , bilden wir die Wege w, =< Y1(..) ¥m in
C? - {un v)y} bzw. w, = vll("') Up in C3 ~ {u, v,y}.
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Damit ist
w = p(yy)) wyIm@) W, ' (@10) v(vv}) wy(v,b}) wy(b,u) u

im Falle m # 0, n # 0 der gesuchte hamiltonsche Weg in G* — {a, b}; dabei wihle
man j = u. (g(y, ) £ 2; g(ym> @) < 4; ga},v) £ 4; glv,v) £ 2; g(v,, b)) S 4;
gb,u) =3;8(,7) = 1)

Ist m = 0, so ersetze man in w die Folge (yy}) w,(yn@) durch (ya,) (g(y, a) < 3);
ist n = 0, so ersetze man in w die Folge (vv}) w,(v,b}) durch (vb}) (g(v, b)) < 3). Der
Fall m = n = 0 tritt wegen | C| = 4 nicht auf.

Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen.

Bemerkung: Ist G ein Graph des Typs 1 oder des Typs 2 beziiglich des geordneten:
Paares ({a, b}, ), dann gibt es in G — {a, b, y} keinen Knoten y mit 1 < g(y,y) £ 2
derart, daB sich y mit y in G* — {a, b} durch einen hamiltonschen Weg verbinden
1aBt.

Hilfssatz 5. Es seien G ein zusammenhangender Graph, ay, ..., a, paarweise ver-
schiedene Knoten von G, die ein Netz N in G erzeugen, |G| = p + 3, p = 3. Dann
gilt:

G?*' — N ist hamiltonsch dann und nur dann, wenn G die nachfolgenden Eigenschaften

E, und E, erfiillt:

E,: Es gibt in G keinen Knoten a derart, daB} a,, ..., a,, a eine p-Briicke von G er-
zeugen.

E,: Ist p = 3 und N ein Weg in G, dessen Knoten reine Briickenknoten von G sind,
wobei die Endknoten von N den Grad 2 und der innere Knoten von N den Grad 3
in G besitzen, so darf der nicht zu N gehorende Nachbarknoten des inneren Knotens
von N kein reiner Bruckenknoten des Grades 2 in G sein.

Der Beweis dieses Satzes findet sich in [9].

Hilfssatz 6. Seien G ein zusammenhingender Graph mit |G| = 6 und a,, a,, a3
beliebige, aber paarweise verschiedene Knoten von G. Dann gilt: G, — {a,, a,, a3} ist
dann und nur dann hamiltonsch, falls folgende Bedingungen von den Knoten a,, a,, as
in G erfiillt werden:

(1) Es gibt in G keinen Knoten a derart, daf a, a,, a3, a eine 3-Briicke in G erzeugen.

(2) Erzeugen a,, a,, a; einen Weg N in G, dessen Knoten reine Briickenknoten von G
sind, wobei die Endknoten von N die Valenz 2 und der innere Knoten von N die
Valenz 3 in G besitzen, so darf der nicht zu N gehorende Nachbarknoten des inneren
Knotens von N kein reiner Briickenknoten der Valenz 2 in G sein.

(3) Bilden a,, a,, a; genau drei Netzbestandteile in G,') besitzen ferner a,,a,,as
genau einen gemeinsamen Nachbarknoten u in G, dessen Valenz in G gleich 3 ist
und ist die Valenz von a,, a,, a; jeweils gleich 2 in G, so ist wenigstens einer der

1) D.h, a,, a;, a; sind in G paarweise nicht-adjazent
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Knoten a,, a,, ay kein nichttrivialer Briickenknoten in G.

Beweis: Seien die Bedingungen (1) bis (3) erfiillt. Erzeugen die Knoten a,, a;, a3
-ein Netz in G, so liefert Hilfssatz 5 unsere Behauptung. Fiir das Weitere sollen daher
a,, a,, a; kein Netz in G erzeugen. Dann ist einer dieser Knoten — o. B. d. A. sei es
a, — mit keinem der beiden anderen in G durch eine Kante verbunden. Wir streichen
nun a, in G; G zerfillt jetzt in gewisse Komponenten Z,, ..., Z,. Seien x; € G(Z, a;),
x;€ Zy(x) fir alle i = 1, ..., s gewihlt; es ist dabei stets x; # a;, x; # a,.

I. Wir untersuchen zunéachst den Fall, daB a,, a, in der gleichen Komponente —
0.B.d. A. seies Z, — liegen. Damitist | Z, | 2 3. Istnuns = 1,s0ist | Z, | = 5
(wegen | G| 2 6). Nach [2], Satz 5, ist Z} stets 2-hamiltonsch, also Z} — {a,, a,}
hamiltonsch und damit G* — {a,, a,, a;} hamiltonsch. .

Es sei jetzt s = 2. Wir wihlen einen hamiltonschen Weg w; = x,(...) x} in Z}
fiir i = 2,...,5 und bilden durch Aneinanderfiigen den Weg w, = X,(...) x| in
G® - {03}.

Wir untersuchen jetzt folgende Fille:

a)|Z|=3;

b) | Z,| = 4 und Z, ist beziiglich des geordneten Paares ({a,, a,}, x,) kein
Graph des Typs 1 bzw. 2;

©) | Z, | = 4 und Z, ist beziiglich des geordneten Paares ({a, , a,}, x,) ein Graph
des Typs 1;

d|Z,| = 4 und Z, ist beziiglich des geordneten Paares ({a,, a,}, x,) ein Graph
des Typs 2.

Zu a. Z, enthilt nur die Knoten a,, a,, x,. Von diesen ist nur x; in G mit a,
durch eine Kante verbunden, also G’ = G — {4,, a,} zusammenhiingend: Damit
ist G'> — {a,} hamiltonsch (siche [2], Satz 5), also erst recht G* — {a,, a,, a,}.

Zu b. Auf Grund von Hilfssatz 4 existiert jetzt in Z; — {a,, a,, X} ein Knoten Xy
mit folgenden Eigenschaften:

i . glxy, %) £ 2,
n Z} — {a,, a,} gibt es einen hamiltonschen Weg w; = x,(...) X;.
Damit ist
w = w;(XX2) Wo(X:X,)

ein hamiltonscher Kreis in G* — {a,, a,, a3} (g(X;, X,) < 4, g(x,, x;) < 3).

Zu c. ay, a,, a, bilden jetzt drei Netzbestandteile; insbesondere sind q,, a, reine
Briickenknoten des Grades 2 in Z,. Ferner ist G(a;) n G(a;) N G(a3) = {x,}.

Wir diirfen jetzt annehmen, daB | G(Z,, a;) | = 1 ist (damit sind a,, a, reine
Briickenknoten des Grades 2 sogar in G); denn gibe es einen Knoten %, € Z; mit
g(x,a) =1und %, # x,, X; # a;, (i = 1, 2), so wire Z, beziiglich des geordneten
Paares ({a,, a,}, X,) weder vom Typ 1 noch vom Typ 2, was wegen | Z, | = 4 dann
sofort den schon behandelten Fall b) nach sich zieht. Beim Streichen von a,, a,, x,
in Z, zerfallt Z, in zwei (verschiedene) K omponenten U,, U, mit| U; | = 2(i = 1, 2);
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o. B. d. A.sei U;in Z, gerade mit a, verbunden (i = 1, 2). Wegen der Struktur von Z,
ist | Z,(U,a)| =1, i=1,2 Mit {u;} = Z,(Uy, a), u; = Ufup), W, = wluy, u;)
in U} (i = 1,2), bilden wir w = w,(u}x,) x,(x,u3) W; ' = u,(...) uy. W ist ein hamil-
tonscher Weg von Z} — {a,, a,}.

Weiter ist fiir s = 3

Wo = W(Wg, Was eoes Wemy, Wy 1) = X5(...) X,
ein hamiltonscher Weg in (G — Z,)* — {a;} (g(xi-,, x}) £ 4) und somit
W= W(uzxz) Wo(x,ul) fﬁr h) g_ 3

ein hamiltonscher Kreis in G* — {a,, a,, a3} (g(u,, x;) = g(x,, u,) = 4).
Ist s = 2, so ist

— {W(“zxz) X(x3u,) fir [Z,]| =1
W(uyx,) wh(Xuy) fir | Z,| 2 2und | G(Z;,a5) | =

mit X, € G(Z,, a3), X, # x, und einem hamiltonschen Weg wj = x,(...) X, in Z;
ein hamiltonscher Kreisin G* — {a,, a,, a5} (8(u,, x;) = g(x,, uy) = g(%,, u;) =4).

Ist im Falle s = 2 nun | Z, | 2 2 und | G(Z;, a;) | = 1, also G(Z,, a;) = {x,},
so ist neben a;, a, auch a; ein reiner Briickenknoten der Valenz 2 in G

Damit ist aber Voraussetzung (3) verletzt.

Zu d. Jetzt erzeugen q,, a, ein Netz A, von G; die Netzbestandteile der Knoten
ay,a,,a, in Gsind 4, und 4, = {a;}. 0. B.d. A. sei Z,(ay) = {x,,a,}. Uy, ..., U,
sollen die Komponenten von Z, — {a,, a,, x;} sein; wegen | Z, | = 4 ist r 2 1.
Offenbar ist G(U;, a;) = @ firallei = 1, ..., r. Ist G — A, nicht zusammenhingend
(d. h. die Kante (asx,) ist in G die einzige Verbindungskante von a; mit Z;), dann
erzeugen a;, Xy, @ , 4, eine 3-Briicke von G (man beachte r = 1, s = 2), was unserer
Voraussetzung (1) widerspricht.

Es sei damit G — A4, als zusammenhdngend vorausgesetzt; insbesondere ist also
| G(Z,, a5)| = 2. Die von x, verschiedenen Elemente von G(Z,, a,) sind Knoten,
die in gewissen der Komponenten U, , ..., U, auftreten (man beachte, daB a,, a,, a,
kein Netz erzeugen). Wir wihlen ein x € G(Z,, a;) mit x # x,;0.B.d. A.sei x€ U;.
Fiir r>2bzw. r=1und | U, | = 2 ist Z, beziiglich des geordneten Paares ({a,, @}, x)
weder ein Graph des Typs 1 noch des Typs 2, so daB Fall b) eintritt,

Ist 7 =1 und | U, | = 1, so ist offenbar w = x;(x,x;) wo(x.x) x(xx,) ein hamil-
tonscher Kreis von G* — {a,, a5, a;} (g(x, x;) = 2).

IL. Es bleibt noch der Fall zu behandeln, daB a,, a, nicht in einer gemeinsamen
Komponente Z; liegen; wir nehmen an, es sei a; € Z; (i = 1, 2). Es ist gewi x; # a;
(i=1,2), da a,,a,, a, kein Netz erzeugen; damit ergibt sich sofort | Z;| 2 2
(i = 1, 2). Wir bilden durch Aneinanderfiigen von w5, ..., w, den Weg wp = X3(...) EA
in G* — {a,} fiir s = 3. wp ist hamiltonscher Weg von (G — {Z, Z;})* — {a;}.
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Nach Satz 4 aus [2] existiert in Z; (i = 1, 2) ein Knoten X; mit g(x;, x) < 2
derart, daB es in Z? — {a,} einen hamiltonschen Weg w/ gibt, der x; mit X, verbindet;
dabei ist x; = ¥; genau dann, wenn | Z; | = 2 gilt.

Somit ergibt sich, daB w’ = w}(X,x,) w; = x,(...) ¥, ein hamiltonscher Weg
in (G - {23! cee Zs})4 - {a!’ a, (13} (g(xl’ xz) = 4) und

W= {w’(fle) fir s =2
W' (X2x3) wo(xxy) fir s 23

ein hamiltonscher Kreis von G* — {a,, a,, a;} ist (g(%2, x;) £ 4; g(xX,,8;) £ 4;
glx;, x;) < 3).

Damit ist die Hinldnglichkeit unserer Voraussetzungen (1), (2), (3) gezeigt. Der
besseren Ubersicht wegen soll in den folgenden Abbildungen die Struktur derjenigen
Graphen verdeutlicht werden, die eine der genannten Voraussetzungen verletzen.

a L7 2,

Abb. 1 Voraussetzung (1) verletzt (k= 1,| Y| = 2)

]

O,
‘ol

Abb. 2 Voraussetzung (1) verletzt (k =1,/ = 1)

A\
" 2, a 23 )
Y) Y

Es 148t sich nun leicht zeigen, daB die Bedingungen (1), (2) und (3) auch notwendig
sind; bei (1) ist dies unmittelbar einsichtig, fiir (2) bzw. (3) tiberlegt man sich dies
am giinstigsten indirekt an Hand der Abbildungen 3 bzw. 4; ged.

3. Hauptsatz. Mit den bereitgestellten Hilfsmitteln knnen wir nun den in Ab-
schnitt 1 angekiindigten Charakterisierungssatz beweisen.
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Satz: Fiir einen zusammenhingenden Graphen G mit | G| = 6 ist G* genau dann
3-hamiltonsch, wenn G weder eine 3-Briicke enthdlt noch einen reinen Briickenknoten
der Valenz 3 besitzt, dessen drei Nachbarknoten in G reine Briickenknoten der
Valenz 2 sind.

Beweis: Die angegebenen Bedingungen sind hinreichend. Sind ndmlich a,, a5, a5
paarweise verschiedene Knoten in G, so folgt, daB sie die Eigenschaften (1), (2), (3)
von Hilfssatz 6 erfiillen, und daher ist G* — {a,, a,, a;} hamiltonsch. Sind die
Knoten a,, a,, a3 nicht paarweise verschieden, so sichert bereits Satz 5 aus [2] die
Existenz eines hamiltonschen Kreises in G* — {a,, a,, a;}.

z

Abb. 3 Voraussetzung (2) verletzt (| X|=2,|Y|=22,|/Z]|=22)

4 Y
Abb. 4 Voraussetzung (3) verletzt (| X[ =2,|Y[22,|Z| = 2)

Die Notwendigkeit der Bedingungen ist unmittelbar aus Hilfssatz 6 ersichtlich.
Damit sind die zusammenhéngenden Graphen mit 3-hamiltonscher vierter Potenz
vollstandig beschrieben.
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