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XV: 185—192, 1979 

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
РЕШЕНИЯ ОБОБЩЕННОЙ НАЧАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 

КОШИ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

В. Г. АНГЕЛОВ, Д. Д. БАЙНОВ 

(Поступило в редакцию 10-го августа 1977) 

В настоящей работе доказана теорема существования и единственности 
решения обобщенной начальной задачи для нелинейных интегродифферен-
циальных уравнений [1]. 

При доказательстве теоремы используется апарат аналитической теории 
полугрупп [2], [3]. 

Предварительно приведем несколько теорем теории аккретивных опера
торов в банаховом пространстве [3]. 

Определение I. Аккретивным оператором будем называть оператор 
Ь : ^(^) -+ В (В — банаховое пространство и 0(1) с В), удовлетворяющий 
неравенству 

\\(1+Щх~(1+Щу\\в* \\х-у\\в 

для каждого к > 0 и х, у е 0(Ь)9 где / — идентатет, В(Ь) — дефиниционная 
область ^. Если кроме этого оператор I + № отображает Я на Л для каждого 
к > О, то оператор ^ называется т — аккретивным. 

Теорема 1 [3]. Если — М — генератор сильно непрерывной полугруппы ли
нейных нерастягивающих операторов в банаховом пространстве В и N — опе
ратор, определен на В, непрерывен, нелинеен и аккретивен в В, то М + N — т — 
аккретивный оператор. 

Теорема 2 [3]. Пусть В±и В2 — два банаховые пространства. Предполооытм, 
что выполнены следующие условия (А): 

А1. Определена сильно непрерывная полугруппа Т^в), в §; О линейных не
растягивающих операторов на Вь с генератором — М$ в 1, 2). 
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А2. На 2?| определены нелинейные непрерывные операторы N1: Вг -> В{ удовле
творяющие реляциям 

\\((1 ^ Лу ^ Ха)1 ̂  Х^х ^ ((I + Ху ^ Ха)1 -^ Х^)у\ В1^\х ^ у\ Вг 

для некоторых чисел у9 а > 0 и х9 у е В1 (/ = 1, 2). 
АЗ. На Вх определено линейное отображение у. Вх -> В2 со следующими 

свойствами 
1.]№хх) = # 2 ( Р 0 для каждого хеВх. 
2. Если х е 0(МХ) то]х е 0(М2) и](Мхх) = М2(]х). 
Тогда для каждого хеВх и уе ^(М2)9 для которых }х = (М2 + N2 + у!) у 

существует единственный элемент 2 е ^(МX)9 такой, что 

(Мх + N1 + у Г) г = х и ]2 = у. 

Теорема 3 [3]. Пусть выполнены следующие условия: 
1. Выполнены условия (А). 
2. При х9 х' е Вх и у, у' е 0(М2) выполнены равенства 

]х = (М2 + N2 + у1)у )х' = (М2 + N2 + VI) / . 

3. При 29 г' е 0(МХ) выполнены реляции 

(Мх + N1 + у1) г = х ]2 = у 

(М2 + N2 + у / К = х' IV = / 

(верность этих равенств гарантирована теоремой 2). 

Тогда выполнено неравенство || 2 — 2' ||В1 - — 1 | х — х' \в%. 

Пусть В — банаховое пространство иЯ — множество действительных чисел. 

Теорема 4. Пусть выполнены следующие условия: 
1. Функция Х((9х9у) определена на [0, оо) х В х Д принимает значения 

в Д равномерно непрерывна по I и удовлетворяет неравенствам 

| |х(г 9х 9у)\ в <; м(ег + \\х\в + ̂ \у \ в ) 

|| Дг, х9у) - Х(Г, * , Л | | в <; М т а х {|| х - х | | в, е* [ у - ? Цв} 

где у9 М — положительные числа и у > М. 
2. Функция а(*) : .К -* Я равномерно непрерывна. Кроме того 
а) й(0 существует и а(г) > 0 при 1 й 0. 
б) а(1) < 0 при I < 0. 
в) а(0) = 0. 
3. Функция Ъ(1) определена и равномерно непрерывна на [0, оо), принимает 

значения в К и удовлетворяет условиям: 
а) -оо < 6(0) < 0. 
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б) | *(0 - <.<0 1 ^ , ' е [0, оо) 

в) тах | 6(0 - <0 I = I КО ~ «П I = б, («" ^ оо) 
где Ь — положительная постоянная. 

4. Функция К(1, х, у) : [О, оо) х Л х В -* В — непрерывна, равномерно не
прерывна по I и удовлетворяет неравенствам 

\\К{1,5,у)\\вйК1(г)(\+^\\у\\в) 

|| К(г, в, у) - К(1, $, у) \\в й Кг(1) Ц- || у - у \\в, 

где функции К((() : [0, оо) -*> (0,1] — непрерывны. 
5. Функция ср(1) определена на (— оо,0], принимает значения в В. Функции 

е~ув^(0~ЧО) и е~у'ф(а~'%(1))а~1({) ограничены и равномерно непрерывны. Пред
положим кроме того, что выполнено условие 

НО) 

ф(0) = Х(0, ср(0), ^ К(0, 5, (р(а-1(з)))й$). 
а(0) 

Замечание. При вышеизложенных требований для #(0 в интервале (—со, 0] 
существует единственная обратная функция а~1(г) на а({)9 такая, что а~1(1) < О 
при г < 0, аГ^Щ = 0 и а~*(0 существует при 1^0. 

Тогда 
1. Существует единственная непрерывно дифференцируемая функция 

х(1) ; К-+ В9 такая, что 

(1) х [а(0] = <К0, I 5 О 
но 

(2) *(0 = *(*,х(0> | К(1,8,х(8))й8), * > 0 . 
•со 

Функциях(1)удовлетворяющая (1), (2) такая, что функция е"**^) ограничена 
и равномерно непрерывна. 

Доказательство. Пусть Вх — банаховое пространство ограниченных 
и равномерно непрерывных функций/: Л -» В с нормой || / | |* 4 = вир || /(О II в1 

(«Я 

В2 — банаховое пространство ограниченных и равномерно непрерывных 
функций # : ( - оо, 0] -> В с нормой || # ||Яа = шр || #(0 | | 0 . 

*е(-оо,0) 

Обозначим через Тх(з), з ^ 0 сильно непрерывную полугруппу правых 
трансляций [2*!($)/](/) = /(г — з), гвК,/еВх. Оператор — Мх определен фор
мулой — М 4 / = — /является генератором полугруппы Тх(з) с областью опре
деления ЦМд = {/еВх :/еВх]. 

Обозначим через Т2(з), $ ;> 0 сильно непрерывную полугруппу правых 
трансляций [Т2(з)$](1) = #(* - 8), * е ( - оо,0], %еВ2. Оператор - М2, опре
делен формулой - М28 = - ё является генератором полугруппы Т2{з) с об
ластью определения 0(М2) = { ^ б 5 2 ^ б В 2 } . 
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Легко видно, что операторы Г^а) и Т2(з) нерас г г я г и в а ю Щ и е Д л я каждого 
я2> 0. 

Пусть оператор Л^ : Вх -> Вг действует по формуле 

№/)(0 = 

Ht) 

-*-*X(t, e*/(0, J K(t, s, <?'/(*)) ás), t ^ 0 

-X(0,/(0), Jjf(0,s,í>(fl-1(s))da)f í š O 
o(0) 

где/е Вх и оператор N2 : В2 -> В2 действует по формуле 

но) 
(N,1) (0 = -Х(0, /(0), | Х(0, 5, ср(а ~ 45))) сЬ), Г й 0. 

«(О) 

Здесь / е В2. 

Пусть отображение у : Вх -* 2?2 определено как рестрикция функции / е 2^ 
на интервале (— со, 0]. 

Легко проверяется, что выполнены условия А1 и АЗ теоремы 2. Покажем, 
что выполнено и условие А2 той же теоремы. 

Если функция/б Ви то функция ^ / т о ж е принадлежит 2^. 
Действительно, при г й О, N^1' — постоянная. При ( ^ 0 из условий теоремы 

следует 
но 

|| №х/) (0 Ив ^ II е-*Х(*. е*/(0, I К(*. 5, е*7(5)) <Ь) | | в ^ 
«(О 

НО 

^ М е -*(е* + еуг || /(О | |, + е* II I *('> *, еУ7(5)) сЬ ||в) ^ 
о(0 

КО 
5 М(1 + || /(0 Ив + I II ии 5, е"/(в)) ц, (15) ^ 

а(0 
НО 

& М(1 + || /(0 Ив + К*Х0 I (1 + II /(«) Ив) <Ь) ^ 
«КО 

5 М(1 + ИДО Ив + (1 + Р) | КО - < 0 I) й М\\ + Р + (1 + Р)Ь] 

где Р некоторая верхная грань | |/(0 ||*> т- е- 1/(0 ||в й Р* 
Этот результат показывает, что функция (N1/) (*) ограничена. 
Пбкажем, что функция (N10(0 равномерно непрерывна. 
Из условий теоремы следует, что при **, I > О 

НА^Я(0~М/)(011в§ 
НО _ - К*) 

.5 II е^еХ(Г, е7(0э I К С *> *700) <**) ^ е " У Ш е /(О, I К((, 5, е З Д ) Л) | | в + 
«КО «ко 
МО г но 

+ Ие-^.Ще'УЮ. ;Х(Г,5,е"*/(5))а5)-е- , ,^»е-7(/), 1К(?,в,е'У(-))<-«)0.^ 
в(0 в(г) 
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НО Ь(!) 

^ || ^Х(1, еУ(г), { К(и 5, е В Д ) <Ь) - Г-*Х(19 е*/(0. / К(1, в, &'/($)) йв) | | в + 
а(0 а(1) 

Ъ(1) Ь(Т) 

+ М тах {|| еуе"УУ(0 -/(7) | | в, || { К(г, 5, еУУ(5))<к - / К(7, 5, е'№)^ I*}. 
а(1) «(?) 

Введем следующие обозначения: 
Обозначим через 1г первое слагаемое, через /2 - первое выражение в скобках 

максимума, через 13 — второе выражение в скобках максимума. Оценим 
выражения 1Х, 12 и /3 в отдельности. 

Пусть б произвольное положительное число. Так как функция Х({, х, у) 
равномерно непрерывна по I, существует такое число 6Х > О, 6Х = 6г(в), что 

Щ) Ь«) 

1Х = || е~^Х(г,еуе/(0, I К(Г,в, еУУ(5))д5) - е-
уСХ(7, е'е/(0,1 К(г, 5,еу'/(в))йв) | | в < 

а(г) а(0 

< У 
если | / - /1 < ^ . 

Используя факт что /б Вг можем найти число Ь2 > О, <52 = <52(е) такое, 
чтобы выполнялось неравенство 

/2 = || е ^ Д О -/(О | | в ^ ||/(0 | | в 11 - е ^ ° | + 

+ IIЛО - / ( О Ив < ^ > 

если | г - /1 < 2̂ • 
Для /3 получаем оценку 

Ъ(1) Ц?) 

13 = || | К(г, 5, еУУ(5)) ё5 - I К(1, 5, еУУ(5)) сЬ | | в ^ 
а(Г) а(Г) 

Кг) Ъ(1) % 

й II I К(1, 5, еуж/(5)) Й5 - } К(1, в, еу'/(5)) д5 | | в + 
а(1) а(1) 

Ъ(1) Ъ(1) 

+ || / К((, 8, еУУ(5))д5 - { К(*. 5, еуУ(5))д5 | | в - ^ + П, 
а(1) а(1) 

Ъ(Т) Ъ(1) 

ЦшЦ К(1, в, е*У (*)) Ля - / К(1, в, еуУ (5)) йв -
а(П а(П 

а(1) Ъ(1) 

+ ^ К(г, в, еу'/(5)) йв - ^ К(1, в, &'/(в)) йв | |в й 
а(?) Ь(|) 

а(г) Ь(Г) 

& ^ || Х(?, 5, еу#/(5)) Ив <Ь+ Л К(*. 5, е*'/(5)) | | в д5 ^ 
а(Г) Ц1) 

а(1) ЦТ) 

* К%(1) \ (1 + || /(5) ||в) <Ь + «1(0 I (1 + | /(*) ||в) * 2 
«(О Ц1) 

< (1 + Р)|а(г) - а(г)1 + (1 + Р)1 КО - Ь(г)| < - ~ , 
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если | г — 11 < Ьъ, Ьъ « <53(е), так как функции а(0 и #(0 равномерно непре
рывны и ? - некоторая верхная грань для | ДО || в . 

Из равномерной непрерывности функции К((, _?, у) по I следует, что можно 
найти число 54 > 0,д4 = д4(в) такое, чтобы при | / — г | < <54 было выполнено 
неравенство 

Ь(0 с 

1; ^ / || К(Г, 5, е*7(0) - К(?, 5, еУ7(0) II* * < - щ - • 
а(.) * м 

Положим 5 = т т {<5_, 5 2 , <53> 54}. Тогда при | г - I \ < б получаем 

\\Ш)(*)~(ХгЛ(*)\\в<е, 

что доказывает равномерную непрерывность функции С^_/) (/). 
Покажем, что операторы Л^ и N2 непрерывны. 
Действительно, если функции /, # е _В_, то согласно условиям теоремы 4 

и 8.7.7. (стр. 169) из [4] имеем 
1. При г _г О 

||(лг_Ж0-(^_Ж0М 
ко ь«> 

__; || е"уе_Х(г, еуеДО, \ К(и 5, е?7(0)сЬ) - е"*' Х(1, с* ф), ^ К(1, $, еа «(_,))из \\в й 
а«) «со 

но но 
<_ е ^ е М тах {|| еуУ(0 - е*'я(011*>еП1 ^ *(*, 5, еУ(з))^з - { К(*, 5, е^(5))сЬ\\в} <_ 

а(1) а(г) 
Ь(1) 

й М тах {|| / (0 - 8(0 "*> I И К(<>5> е ? ' ' ( 0 ) - *-(*, 5, е** «(0) Ив 45} ^ 
«(О 

г « О _-»' } 

<= М тах 11| / (0 - 8(0 II*. * 2 0 Н } - ^ - II е*7(_) - е>* _(-) | |в __| <, 

< М тах | | | / (0 - 8(0 И»' 7) 8 и р " / ( 5 ) ~ « ( 5 ) Ч = - { У »«мо. но. Л 

<. М т а х {||/(0 - #(0 -*» 8 Ц Р ИЛ*) ~ _<-) Ив} ^ М | | / - я ||В(. 
« е Д 

2. При Г _5 0 
\\(ЪГ)(*)-Ш)(1)\\вй 

Ь Г ( П НО) 

<= II до,/(0) , / х(о,5, < Р ( й - 1 ( # ^ ) - *(о, г(0)Л0)

к(°''•<К«_1(*)))<~*)И» <= 
" Ь ( 0 ) _ - 7 » _ •) 

;_ М тах | | | /(0) - _(0) II., Х - ( ° И " с Г " * в ~ 1 ( я ) ) " ^ " ^ 1 1 в Л } " 

< Мтах{11Л0)-^(0)Н_,0} <. М| |/-_- | | В | . 

Следовательно 
I л/-*.*.-.--*'в/-*.».-
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Пусть теперь / и & е В2. Тогда 

II (-V-/) (О - ( а д (Г) | | в ^ 
КО) 

-5 Мтах {|| /(0) - 8(0) II*. I II *«>,*, <р(а~\*))) - ^(0,$, ф~К*))) Нв<И 5 
<*0) 

г »(0) е -у* ") 
& М тах } || /(0) - 1,(0) ||в, К2(0) / - ^ || ?)(а (*)) - Ф~ (*)) М 4 ^ 

( «(0) У I 

^ Мтах (11/(0) - *(0) ||в, 0} $ М | | / - * ||в.. 

Следовательно 
| | # 2 / - ^ | | В 1 ^ М | | / - * | | В 2 . 

Покажем, что выполнено условие А2 теоремы 2. Положим а = у — А/-. 
Тогда 

| ((1 + Ау - Аа) / + А.У,)/- ((1 + Ху - Аа)/ + А#,)* ||в, * 
Ж || О + АМ)</- *) ||в( - А 1 N^- N,8 ЦВ( 2> 

^ (1 + АМ) 1 / - * ||В( - ХМ в/- ? |В ( . 

Следовательно 

|| ((1 + Ау- Лос)/+Л^)/-((1 + Ау~Ао0/+АЛГ|)#1|в| = | |/-#!*« 
О'=1,2) 

где/,#6.2^. 
Приложим теорему 2. Из условий теоремы 4 следует, что е~г'<р(я~Ч0) 

принадлежит В(М2)-
Пусть функция # е Вг определена по формуле 

_ Г0, * = 0, 
Л Г ; ~ \(М{ + М2 + у1)(е"уе<Ка~Ш * < 0. 

Согласно теоремы 2 существует единственная функция А(0, А(0 € ДМО для 
которой (М! + И%+ уТ)Н(г) = #(0 и О'А) (0 - е^яГЧО), т. е. 

ад + (ВД(о + ?*(о-*«о 

при г ̂  0 и А(0 » е'^л'ЧО) при г ^ 0. 
Положим х(() = е̂АСО ЯРЙ ' € -&• Непосредственно проверяется, что функция 

*(0 является решением задачи (1), (2). 
Действительно, при ( й 0, х(0 = е^'е^О^ЧО) в #*~Ч0) и*[я(0] •» ^(0» 

а при * = 0 

х(0 = уА(0 еуе + е̂АХО - УШ) ег§ - ег* (Ы^) (0 - уй(0 ег* -
Ь<<) 

~Х(19х0)91К(19$9х(з))йз). 
«со 

Единственность решения следует из единственности функции А(0. 
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ЭТИМ теорема 4 доказана. 
Наконец с помощью теоремы 3 докажем теорему об устойчивости. 

Теорема 5, Пусть выполнены следующие условия: 
1. Выполнены условия теоремы 4. 
2. Функции х^(1) и хф(1) — решения задачи (1), (2) с начальными функциями 

Ф(1) и ф(1) при г ^ 0. 
Тогда 

II хдо - **(0 \\в й 
У* 

-* Т^-ХГ {8ир |! *~* [ ^ в _ 1 ( 0 ) • <ГЧ0 - Ф("~Щ • й _ 1 (0] Ив+ II Ф(0) - *(0) ||в}. 

Доказательство. 

Ц е ^ ' х Д О - е ' ^ х Д О И в ^ 
РРГ1 ^ 

^ Т^М"" ( М 2 + * 2 + У ̂ е"*'<?(<*-40) - (М2 + 1У24- у О е - ^ а - Ч О ) ||в. * 

-- ^Г-ПСГ " е _ , , ф(в- 1 (0)й 'Ч0 - Х(0, 9(0), I К(0, 5, фСа"1^)))^) -
/ "~" М а(0) 

Ь(0) 

- е - ^ ^ а - Ч О ) ^ " 1 ^ ) + *(0, *(0), | Х(0, в, ^«ГЧО))*) ||Й2 * 
в(О) 

1 Р1 
{II № - ф(0) ||В2 + || е~у' 1Ф(а-Ща-\1) - ф(а-\1))а-х(г)\ ||В2}. 

""" у — М 

Следовательно 
II * ç » "-" ~fy IIB < 

-- T ^ n - r <SUP He_v' [^(«" '(OK'co - «H«~L(0)«_1(0 II. + II4W) - *Â(0) IU}. 
y ~~~ -"^j t ^ o 
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