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ARCH. MATH. 4, SCRIPTA FAC. SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 
XV: 205—208,1979 

DISJUNKTIVE TEILMENGEN 
INVERSER HALBGRUPPEN 

H. JÜRGENSEN 
(Eingegangen am 20. Februar 1978) 

In dieser Note nehmen wir das in [1,3,4, 6, 7] für (auch unendliche) Halb
verbände und für endliche Halbverbände von Gruppen behandelte Problem, die 
disjunktiven Teilmengen von Halbgruppen zu finden, wieder auf. Wir geben ein 
hinreichendes Kriterium dafür, daß eine inverse Halbgruppe eine disjunktive Teil
menge besitzt; diesem Kriterium genügen beispielsweise alle endlichen inversen 
Halbgruppen. Umgekehrt bleibt jedoch die Charakterisierung der Familie aller 
disjunktiven Teilmengen einer inversen Halbgruppe eine offene Frage. 

Eine Teilmenge D einer Halbgruppe S heißt disjunktiv, wenn die gröbste 
Kongruenz QD auf S, die D saturiert, die Diagonale ist. A(S) sei die Menge der dis
junktiven Teilmengen von S. Zu s e S sei HB die Jf -Klasse von s. E(S) sei die Menge 
der idempotenten Elemente von S. 

Das Problem, A(S) zu charakterisieren, wurde — mehr oder minder befriedigend — 
für die folgenden Fälle gelost: Falls S eine Gruppe ist, ist A(S) # 0, und DeA(S) 
ist nicht Vereinigung Von Restklassen nach einem echten Normalteiler; falls S Halb
verband ist, ist A(S) z. B. dann nicht leer, wenn S einer recht schwachen Endlichkeits
bedingung für die absteigenden Ketten genügt [1]; dies ist in [3,4] zum Teil auf 
endliche Halbverbände von Gruppen verallgemeinert; eine Charakterisierung von 
A(S) für den Fall, daß S eine Rechteckhalbgruppe von Gruppen ist, wurde von E. 
Milito angegeben. Als kleinen weiteren Schritt behandeln wir hier die inversen 
Halbgruppen. Man ist allerdings noch weit davon entfernt, A(S) für beliebige Halb
gruppen Szu charakterisieren; nicht einmal die Frage, wann A(S) # 0 ist, hat bislang 
eine befriedigende Antwort gefunden. 

1. Satz. S sei eine inverse Halbgruppe. Es gilt; 

A(E(S)) # 0 => A(S) # 0. 

Beweis: Sei DE e A(E(S)). Für e eE(S) sei De e A(He) mit e e De *~* e e DE. Sei 
D 0 £ S mit DQnHe = 0 für alle eeE(S)9 und sei D = D0 u \J De. Wegen DE * 

ee£(S) 
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= D o E(S) trennt QD die idempotenten Elemente. Für e e E(S) ist also die gp-Klasse 
ein Normalteiler von He, und zwar die Einsuntergruppe wegen D n He = De. Als 
Kongruenz einer inversen Halbgruppe ist gD daher die Diagonale. 

Aus Spezialfällen von [1] bekommt man beispielsweise 

2. Korollar. S sei eine inverse Halbgruppe. Falls alle absteigenden Ketten von E(S) 
endlich sind, ist A(S) ^ 0. Insbesondere ist jede endliche inverse Halbgruppe syntak
tische Halbgruppe einer rationalen Sprache. 

[1] gibt weitere, allgemeinere, jedoch kompliziertere Kriterien für A(E(S)) # 0, 
also A(S) # 0. Wir wissen nicht, ob sich Satz 1 umkehren läßt, vermuten es aber. 
Sicher ist allerdings, daß die Konstruktion des Beweises nicht immer ganz A(S) liefert. 

3. Beispiel. S = <a, b \ ab = 1> sei die bizyklische Halbgruppe. Vom Standpunkt 
der formalen Sprachen ist S als syntaktisches Monoid der Dycksprache Dx besonders 
interessant. Mit [1] folgt A(E(S)) = {E09Et} mit E( = {b2*+la2*+* | k = 0, 1,...}. 
Die Konstruktion liefert also nur die Mengen D0 u Et mit D0 £ S\E(S). Anderer
seits ist eine Menge M c S genau dann nicht disjunktiv, wenn sie Vereinigung von 
Mengen der Form 

{4V+ I | n = 0, 1 ...} und {bn4V | n = 0, 1,...} 

für i == 0, 1,... ist. Durch geeignete Wahl einer echten und „co-echten" Menge 
E £ E(S) kann man also Mengen D e A(S) mit D n E(S) = E finden, die unter dem 
syntaktischen Morphismus Bilder nichtrationaler Sprachen aus beliebigen Klassen 
der Chromsky-Hierarchie sind. Speziell die obigen E{ sind Bilder algebraischer 
Sprachen. Ähnliche Überlegungen gelten für die zu den Dyck-Sprachen D\ mit 
i > 1 gehörigen polyzyklischen Halbgruppen. 

Nicht einmal für den I^all, daß S ein endlicher Halbverband von Gruppen ist, 
erhält man mit der Konstruktion des Beweises von Satz 1 alle disjunktiven Teil
mengen von S (in [3, 4] wird A(S) im Gegensatz zu [1] für Halbverbände nicht 
charakterisiert): 

4. Beispiel. S sei der Halbverband 

W> {S*}*eY> {<Pa,ß}**ß) 
von Gruppen mit 

F={0 ,1} , 00 = 01 = 10 = 0, 11 = 1, 

S0 = {*°,i1,62,63} = Z4, 

St = {ö° ,a 1 }^Z 2 , 

<Pii = irfz2» 

^00 = W Z 4 ' 

<PlO* 
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Die Menge D = {a°, a\ b0} ist in S disjunktiv, jedoch ist D n E(S) « {a°, b°} flicht 
in E(S) = {a°, b0} und Da0 = D n St = {a°, a1} nicht in HaQ =- 5 t disjunktiv. Die 
Disjunktivität von D folgt aus a°al = a1 e D, &V = b2 e D, a V ** a° e D9 

b°a° = b° eD und aus der Disjunktivität von £>fc0 = £> n S0 « {b°} in #00 sss S0. 
Einige Anmerkungen zur Umkehrung von Satz 1 findet man in [2]. 
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