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DIE ABGESCHLOSSENHEIT
DER LEXIKOGRAPHISCHEN SUMME
IN DER KLASSE MODULARER VERBANDE

EMIL SLATINSKY, Brno
(Eingegangen am 22. Dezember 1982)

1. Bezeichnung. Sei M eine geordnete Menge, N = M. Wir bezeichnen Ly(N) =
= {a e M; a ist eine untere Schranke von N}, Uy(N) = {a € M; a ist eine obere
Schranke von N}.

Wenn N = {ay,a,, ..., a,} ist, schreiben wir Ly(N) = Ly(ay, az, ..., Ga),
Uu(N) = Uplay, az, ..., ay).

Das groBte [Kleinste] Element einer nach oben [nach unten] beschrénkten
geordneten Menge bezeichnen wir als g(M) [I(M)].

2. Definition. Eine geordnete Menge M hei Bt nach unten [nach oben] gerichtet,
wenn Ly(a, b) # 0 [Uy(a, b) # 9] fiir alle a, b e M gilt.

Eine geordnete Menge M heift gerichtet, wenn M nach unten und nach oben
gerichtet ist.

3. Bezeichnung. Sei M eine geordnete Menge. Sei o, 1 € M. Definieren wir eine
geordnete Menge M’ folgenderweise: Ist M eine gerichtete Menge, so gilt M’ = M,
ist M eine nach oben und nicht nach unten gerichtet Menge, so gilt M’ = M v {0},
ist M eine nach unten und nicht nach oben gerichteteeMenge,so gilt M’ = M U {i},
ist M eine nicht nach unten und nicht nach oben gerichtete Menge, so gilt M’ =
=Mu {o,i}. Dabei gilt o < x[x < i] fiir alle xe M, falls oe M'[ie M'] ist.

4. Definition. Eine geqrdnete Menge M hei St ein relativer Verband, wenn M' ein
Verband ist.

5. Bemerkung. Es ist klar, daB eine geordnete Menge M ein relativer Verband
genau dann ist, wenn aus Ly(a, b) # @ die Existenz von a A b und gleichzeitig aus
Uy(a, b) # @ die Existenz von a V b in M folgt.

6. Bezeichnung. Mit < bezeichnen wir die Nachbarschaftsrelation (d. h. a < b
dann und nur dann, wenn a < b und wenn es kein x mit a < x < b gibt).
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7. Bemerkung. Sei {M,;: € G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Mit

Y'! M, bezeichnen wir die lexikographische Summe der Mengen M,; 1€ G.
1€G ' .
Der folgende Satz 8 ist eine direkte Folgerung des Satzes 3.10 in [5] und des

dualen Satzes zum Satz 3.10. .

8. Satz. Sei {M,; 1€ G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:
A. Y'' M, ist ein Verband.

teG
B. G ist ein Verband, M, ist ein relativer Verband fiir jedes 1€ G und es gelten

folgende Bedingungen:

(ay) Ist 1, € G ein solches Element, daf8 M,, nicht nach unten gerichtet ist, dann
gibt es genau ein 1, € G, 1, <1, und dann ist M, nach oben beschrinkt. Ist 1, € G
ein solches Element, da§ M, nicht nach oben gerichtet ist, dann gibt es genau ein
14 € G, 13 <14 und dann ist M,, nach unten beschrinkt.

(x;) Wenn 1,,1,€G, 1, |1, ist, dann ist M, a,, nach oben und M, v, nach
unten beschrinkt. '

9. Bemerkung. Es gibt ein solches System {M,; 1 € G}, wobei G und M (1€ G)

modulare Verbinde sind, daB Z’ M, kein modularer Verband ist.
t€EG

10. Beispiel. Seien G, M modulare Verbinde mit den Diagrammen in Fig. 1.
Sei {M,; 1€ G} ein geordnetes System geordneter Mengen mit M, = M fiir alle

1€ G. GemiB dem Satz 8 ist ) ' M ein Verband, der aber kein modularer Verband
teG

ist. In der Tat: Fiir die Elemente (i, a), (14, 5), (i, b) e Y.! M, gilt (1, a) <
teG
< (13, b), aber (15, a) V ((14, b) A (13, b)) = (13, @) V (11, b) = (13, a), ((13, @) V
v (145 b)) A (12$ b) = ('Sa a) A (12, b) = (12’ b)
11. Problem. Welche sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir,
daB lexikographische Summe ein modularer Verband ist?

* 12. Definition.. Ein relativer Verband M hei 5t modularer relativer Verband, wenn M’
ein modularer Verband ist.

13. Lemma. Sei Y! M, ein Verband, sei 1, € G. Die modulare Gleichheit

teG
M) * (105 @) V (105 b) A (19, €)) = ((10, @) V (1, b)) A (19, ©)
gilt in Y' M, fiir jedes Elemententripel a, b, ce M,,, a < ¢ genau dann, wenn M,

teG
ein modularer relativer Verband ist.

Beweis: Sei N = {1,} x M, . Wir konstruieren die geordnete Menge N’ nach 3.
Ist M,, nicht nach unten [nach oben] gerichtet, dann existiert 1, € G[1, € G]
s0, daB 1, < 15[19 < 1,] gilt und M, nach oben [M,, nach unten] beschrénkt ist.
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Im ersten [zweiten] Fall setzen wir o = (1;, g(M,)) [i = (1, (M ,,)))]. Dann gilt |

N’ < Y! M, und N’ ist ein Teilverband des Verbandes ' M,. Nach der Defini-
1eG t€G

tion 12 ist N’ ein modularer Verband genau dann, wenn N mit der durch die

Ordnungsrelation auf Z’ M, induzierten Ordnungsrelation ein modularer relativer
teG

Verband ist.

Gilt modulare Gleichheit in N’ fiir jedes Elemententripel (14, a), (1o, b), (1o, €) €
€ N, a < ¢, dann gilt modulare Gleichheit in N’ ebenfalls fiir jedes Elemententripel
aus N’ und umgekehrt. ’

Die Mengen N und M, sind trivialerweise isomorph.

by
b

a

Y

Fig. 1 Fig.2

Aus unserer Konstruktion folgt: (M,) gilt < N’ ist ein modularer Verband <= N
ist ein modularer relativer Verband <> M, ist ein modularer relativer Verband.
Die Beweise zwei folgender Lemmata sind trivial.

14. Lemma. Sei M eine geordnete Menge, a,, a;, a € M und a; || a;, a, || a3,
a, £ a,. Existiert a, A ay, so gilt a; < a, A a, nicht und existiert a; V a,, so gilt
a, vV a, £ as nicht.

15. Lemma. Sei M ein modularer Verband, a,, a,, a3 € M und a, || a3, a, || as,
a; £ ay. Dann gilt a, A ay < a,, a3 < a, V a, genau dann, wenn a, = as.

16. Lemma. Sei M ein modularer Verband, a,, a,, a; € M und ay || a2, a, || a3,

a, < asy. Dann gilt a, V (a, A aj) || a;. )

Beweis: Wir bezeichnen g, = a, V (a; A a3) = (a, V a;) A a;. Zuerst nehmen
wir an, daB @, = a,, d. h. a, = a, V (a; A a,). Nach dem Lemma 14 gilt entweder
a,||a, Aazodera, Aa; < a,.Ausa, || a, Aayfolgta, <a,undausa, A a, <a,
folgt @, = a,. Das ist ein Widerspruch mit der Voraussetzung a, || 4.

Setzen wir nun voraus, daB a, < a,, d. h. a, v (a, A a;) < a,. Dann gilt a; <
< a, V(a, Aa;) < a,, woraus a; < a, folgt, was ein Widerspruch mit der
Voraussetzung a, || a, ist.

Setzen wir schlieBlich voraus, daB a, < ay, d. h. a, < a, V (a, A a3) gilt. Dann
ist a; > a; vV(a; Aa3) = (a, Va,) Aay S a;, woraus a, < a; folgt, was ein
Widerspruch mit der Voraussetzung a, || a; ist. '
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Also gilt a4 || a,.

17. Satz. Sei {M,; 1 € G} ein geordnetes System geordneter Mengen. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent: -

(A) X' M, ist ein modularer Verband.

IeG

(B) -Y.! M, ist ein Verband, G ist ein modularer Verband, M, ist ein modularer
t6eG

relativer Verband fiir jedes 1€ G und es gilt:
(B) Wenn 1,1, € G, 14 || 1,, dann sind M, , M,, Antiketten.

Beweis: Es gelte (A). Es ist klar, daB }! M, ein Verband ist. Setzen wir voraus,
teG

daB G kein modularer Verband ist, d. h. in G existiert ein Teilverband G; mit dem
Diagramm in Fig. 2. Seien (14, a), (13, b), (13, c) €Y' M,. Es ist (1;, a) < (13, ¢),
teG

also gilt (1;, @) v ((13, b) A (13, ¢)) = (11, a) V (15, b)) A (13, ¢). Nach der im Satz 8
gegebenen Bedingung (o) ist (12, b) A (13, ¢) = (14, g(M,)) und (14, a) V (15, b) =
= (15, I(M,))). Also (11,a) = (11, a) V (14, (M) = (15, (M ,))) A (13, ¢) = (13, ¢).
Das ist ein Widerspruch mit der Voraussetzung, d. h. wir haben bewiesen, daB G
ein modularer Verband ist.

Sei 1€ G ein beliebiges Element. Aus der Voraussetzung, daB )'M, ein
. 1€G
modularer Verband ist, folgt nach Lemma 13, daB M,  ein modularer relativer

Verband ist.

Setzen wir schlieBlich voraus, daB unvergleichbare Elemente z, || i, in G existieren
und die Bedingung () nicht erfiillt wird, d. h. wir setzen voraus, daB M, keine
Antikette ist. Dann existieren verschiedene vergleichbare Elemente a,c, a < ¢
in M,,. Sei be M,, ein beliebiges Element. Es ist (1, a), (i3, ), (1, c) €Y' M,,

t€G

(14, a) < (1, ¢). Nach der im Satz 8 gegebenen Bedingung (a;) gilt (1;,a) =
= (1, @)V (A1, M, 4,) = (11, a0) V ((12, 8) A (14, ©)) = ((14, @) V (12, B) A
AQy, )= (4 Vi, M, v,,)) AQy, ) = (4, c), woraus a = c. Das ist ein Wider-
spruch mit g < c.

Es ist klar, daB M,, auch eine Antikette ist. Wir haben die Bedingung (B)
bewiesen und es gilt (B).

Setzen wir voraus, daB (B) gilt. Seien (14, @), (i3, b), (13, ¢) €).' M, beliebige

teG
Elemente mit (1,, @) < (13, ¢). Dann gibt es sechs Mdoglichkeiten:

(1) ('h a) é ('2’ b) é ('39 C), -
(2) (‘z, b) é (lh a) § (135 C),

(3) (lls a) § (’3, c) é (’z: b)’

(4) (14, 0) < (13, b), (12, B) || (13, ©), (11, @) < (13, ©),

(5) (11: a) " ('2’ b)’ (12’ b) < (13’ C), ('1’ a) < ('3’ C)"

(6) (lla a) " (12: b), ('2: b) ” (13’ C), (11’ a) § (139 C).

Wir beweisen, daB die modulare Gleichheit
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(M) (11, 8) V ((12, B) A (13, ©)) = ((14, @) V (12, B)) A (13, €)

in allen Fallen gilt.
In den Fallen (1), (2), (3) beweisen wir leicht, daB (M) gilt.

Y'! M, ist ein Verband. Im Fall (4) existiert also (12, b) A 93, ¢), offenbar auch
t€G

(1;,a) £ (12, b) A(13,¢) und daraus folgt (15, a) V ((12, B) A (15, ¢)) = (13, B5) A
A (13, ¢) = ((13, @) V (15, b)) A (13, €), d. h. (M) ist erfiillt.
Ahnlich beweisen wir (M) im Fall (5). _ «
Im Fall (6) folgt aus (1,, a) || (1;, b) entweder 1, || 1, oder 1; = 1,, a || b und aus
(12, ) || (13, ¢) entweder 1, || 1; oder 1, = 13, b || c. Wir konnen lelcht sehen, daB
nur drei Falle méglich sind:

(6a) 1y [ 12, 15 | 13, 14 < 13,
6b) 1y |l 12,12l 13,1y = 13,8 =S ¢,
(60) Iy =1 =l3,a|lb,b||c,a§c.

Sei (6a) in Kraft. G ist ein modularer Verband. Bezeichnen wir 1, =1, Vv
V(i A13) = (i; V1) A13. Nach dem Lemma 16 ist 1 || 1, und wegen der Bedin-
gung (B) ist M,  eine Antikette. Es bestehen, den Lemmata 14, 15 zufolge, nur
drei Moglichkeiten:

(62a) 1y || 1; A1z, 13111y V15,
(6ab) 14 || 12 A3, 13 <1y Vig,
(6ac) 14 > 1, A3, 130l 1y V1,

Nach der im Satz 8 gegebenen Bedingung («,) ist di¢' Antikette M, eine nach
unten oder nach oben beschrinkte Menge, d. h. M, ist eine emelementxge Menge.
Bezeichnen wir M, = {z}.

Im Fall (6aa) sind M,,4,,, M, v,, cinelementige Mengen nach den Bedingungen
(B) und (x,). Bezeichnen wir M,,,,, = {u}, M,~, = {v}. Bine weitere An-
wendung der Bedingung (,) gibt (15, @) V ((12, 8) A (13, ¢)) = (11, D V (13 A 13, u)=
= (0, VO A1), M, vuni) = (0, 2) = (14 Vi) A, g(M(.,v‘.,)A-,)) =
= (1, V15, 0) A (13, ¢) = ((11, @) V (13, b)) A (13, c). Also gilt (M).

Im Fall (6ab) ist M, a,, offensichtlich eine einelementige Menge,d. h. M,,,,, =
= {u}. Weiter gilt 13 = (14 V 1) A 13 = 15. Aus der Bedingung («;) folgt (1, a) v
v ((12’ b) A (13, c)) = (ll’ a) v (12 A, u) = (ll v (l2 Als, I(MuV(leu)) = (’0:2) =
= (13, €) = (13 V1z, I(Mv)) A ('3, o) = ((y, a) v (12, b)) A (13, ¢). Es gilt
wieder (M). :

Ahnlich erértern wir den Fall (6ac).

Im Fall (6b) ist M,, = M,, eine Antikette nach der Bedmgung (B, also a = c.
GemaB der Bedingung (%) gilt (14,a) vV ((t2,8) A (13, ¢)) = (11, @) V ((12, B) A
A (lls a)) = (ll’ a) v (12 A 1, g(MuAu)) = (119 a) = (ll v 12, I(Mu/“a)) A(’l’ a) =
= ((14, @) V (13, b)) A (13, ¢), d. h. es gilt (M).
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Im Fall (6¢) bezeichnen wir 15 = 1; = 1, = 1;. Nach der Voraussetzung ist M,,
ein modularer relativer Verband und nach dem Lemma 13 gllt (M,) und also
auch (M). Wir haben (A) bewiesen.

18. Bemerkung. Seien M, N geordnete Mengen. Mit M o N bezeichnen wir das
Ordinalprodukt der Mengen M, N.

Der folgende Satz 19 ist eine direkte Folgerung des Satzes 3.14 in [5] und des
dualen Satzes zum Satz 3.14.

19. Satz. Seien G, M geordnete Menge. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:
(A) G o M ist ein Verband.
(B) G ist ein Verband, M ist ein relativer Verband und es gelten folgende Be-
dingungen.:
(y1) Ist M nicht nach unten gerichtet, dann ist M nach oben beschrankt und
Jedes Element von G hat genau einen unteren Nachbar. Ist M nicht nach
oben gerichtet, dann ist M nach uriten beschrinkt und jedes Element von G
hat genau einen oberen Nachbar.
(v2) Ist G keine Kette, dann ist M eine beschrinkte Menge.

20. Bemerkung. Sei {M,;1 € G} ein geordnetes System geordneter Mengen, sei
M, = M fiir jedes i e G, dann gilt }'M, =~ G o M.
1€G
21. Folgerung. Seien G, M geordnete Menge. Dann sind die folgende Aussagen
dquivalent :
(A) G o M ist ein modularer Verband.
(B) Go M ist ein Verband, G ist ein modularer Verband, M ist ein modularer
relativer Verband und eés gilt:
(0) Ist G keine Kette, dann ist M eine einelementige Menge.
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