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Casopis pro p&stovéni matematiky, rot. 91 (1966), Praha

DIE STUTZEBENEN DES KONVEXEN KORPERS
DER IM KOMPAKTEN INTERVALL
GLEICHMASSIG BESCHRANKTEN POLYNOME

VLADIMIR PETRUV, Praha
(Eingegangen am 15. Oktober 1964)

1. EINLEITUNG

Das Tschebyscheffsche Polynom 7, gibt die Antwort auf die Frage, wie das Poly-
nom n-ten Grades

(1) P(i) = é:ox‘t"

mit dem Koefficienten x, = 1 aussehen soll, damit es sich im Intervall {(—1, 1)
,,am wenigsten von Null unterscheidet*, d. h. das kleinste Maximum von |P(t)l fiir
te{(—1,1) hat.

Es ist ganz klar, dass es nicht wesentlich ist, von welchem kompakten Intervall man
ausgeht; darum wollen wir vom Intervall {0, 1) ausgehen und die angegebene
Aufgabe verallgemeinern:

Unter den Polynomen hochstens n-ten Grades (1), deren Koefficienten die Glei-
chung

(2 Yax, =1
i=0
(a; reelle Konstanten) erfiillen, soll man das Polynom finden, fiir welches

®) max |P(1)]
te{0,1)
den kleinsten Wert hat.

Wir wollen jedem Polynom (1) den Punkt [x,, x,, ..., X,] € E, ,; zuordnen, sodass
Jjedes Polynom als ein Punkt in E,,; dargestellt wird. Die Menge aller Poly-
nomre (1), fiir die die Zahl (3) kleiner oder gleich eins ist, wird K, bezeichnet. K,, ist
dann ein symmetrischer konvexer Korper.')

1y siehe [1].
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Die Bedingung (2) definiert eine Hyperebene N in E,, ,, die den Ursprung nicht
enthilt. Wir wollen eine zu N parallele Hyperebene N’ fiihren, die ,,den Korper K,
beriihrt* (die sogenannte Stiitzebene, siehe weiter). Jetzt wollen wir durch irgendeinen
Punkt aus N’ n K, eine Halbgerade aus dem Ursprung fiihren, diese Halbgerade
schneidet die Hyperebene N in einem Punkt und dieser Punkt ist, wie man leicht sehen
kann, gerade das Polynom, das die Losung unserer Aufgabe bildet. Wenn man diese
Konstruktion fiir alle Punkte von N’ n K, durchfiihrt, bekommt man gerade alle
Losungen unserer Aufgabe.

Es entstehen noch die Fragen, ob bei gegebener Bedingung (2) die gestellte Aufgabe
eindeutig 16sbar ist und ob ein und dasselbe Polynom die Losung fiir verschiedene
Bedingungen (2) darstellen kann und wie dann diese Bedingungen zusammenhéngen.
Das alles hingt von der Form des Korpers K, ab. Die Form des Korpers K, wurde
schon untersucht, sowie die Menge seiner Gipfelpunkte.?) Wie wollen jetzt niher
seine ,,Stiitzebenen‘* ansehen.

2. DIE STUTZEBENEN

2.1. Jede Hyperebene in E, . kann man so orientieren, dass man einen der durch
sie bestimmten Halbriume positiv und den anderen negativ nennt. Die Gleichung der
orientierten Hyperebene werden wir immer in der Form

@ Ko -b=0

schreiben, mit L(¢) — b < 0 im negativen offenen Halbraum. Einfachheitshalber
haben wir folgende Bezeichnung eingefiihrt: L(¢) =i a;¢;. Die Koeffizienten in L
sind also bis auf einen positiven Faktor eindeutig bes;:izn(;mt.

2.2. Die Hyperebenen L&) — b, =0 (i = 1,2, ..., k; k 2 1) die einen gemein-
samen Punkt haben, werden (linear) unabhiingig genannt, wenn die Formen L(¢)
linear unabhiingig sind. Ein System von linear unabhingigen Hyperebenen kann
also hochstens n + 1 Hyperebenen enthalten.

2.3. Wenn die Hyperebenen
(%) L(§)—b;=0 (i=1,2,..,k; k=1)

einen gemeinsamen Punkt haben, werden wir die Hyperebene

(5) i; IM(Li(f) - bi) =0

(soweit die linke Seite nicht identisch gleich Null ist) eine lineare Kombination der
Hyperebenen (5) nennen. Sind alle Hyperebenen (5) orientiert und sind alle y; = 0,

2) siehe [1].
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werden wir die orientierte Hyperebene (6) eine konvexe Kombination der Hyper-
ebenen (5) nennen. Die lineare Kombination der Hyperebenen (5) enthilt natiirlich
alle ihre gemeinsamen Punkte.

2.4. Wenn die Hyperebenen (resp. orientierten Hyperebenen) (5) unabhingig sind,
sind die Koefficienten g, in (6) eindeutig bestimmt bis auf einen gemeinsamen Faktor,
der von Null verschieden (bzw. positiv) ist. Diese Zahlen y; hingen natiirlich von der
Beschreibung der Hyperebenen durch die Gleichungen (5) ab.

2.5. Es sei K eine abgeschlossene konvexe Menge in E, 4, die einen inneren Punkt
enthilt. Die Hyperebene N wird eine Stiitzebene der Menge K genannt, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind: '

1) KnN 9,
2) K liegt ganz in einem der durch die Hyperebene N bestimmten abgeschlossenen
Halbrdume.

Die Stiitzebene N werden wir immer so orientieren, dass K in ihrem negativen
abgeschlossenen Halbraum liegt. Liegt der Punkt P € K in der Stiitzebene N, dann
sagen wir, dass N die Stiitzebene zu K im Punkt P ist. (P ist dann natiirlich ein Grenz-
punkt der Menge K.)

2.6. Ist N eine Stiitzebene der Menge K im Punkt P und ist N nicht als konvexe
Kombination einiger von N verschiedenen Stiitzebenen zu K im Punkt P darstellbar,
wird N eine Hauptstiitzebene zu K im Punkt P genannt.

2.7. Eine konvexe Kombination von Stiitzebenen zu K im Punkt P ist wieder eine
Stiitzebene zu K im Punkt P, denn: ist L(¢) — b; < O'iiberall in K, gilt dasselbe auch
firr die konvexe Kombination.

2.8. Lemma. Wenn N eine Hauptstiitzebene der Menge K im Punkt P ist und
wenn Q€K N N ist, dann ist N auch eine Hauptstiitzebene der Menge K im
Punkt Q.

Folgerung. Die Worte ,,im Punkt P“ kann man also in der Definition der
Hauptstiitzebene auslassen. '

Beweis. Offensichtlich ist N auch eine Stiitzebene im Punkt Q. Es sei N nicht eine
Hauptstiitzebene im Punkt Q, d. h. man kann sie als konvexe Kombination einiger
von N verschiedenen Stiitzebenen im Punkt Q mit positiven Koeffizienten darstellen.
Weil P in N liegt, sicht man daraus leicht, dass P auch in jeder dieser Stiitzebenen
liegen muss, so dass sie auch Stiitzebenen im Punkt P sind und N als ihre konvexe
Kombination kann nicht eine Hauptstiitzebene im Punkt P sein.

2.9. Es sei K eine abgeschlossene konvexe Menge mit innerem Punkt. Es sei P,
ein Grenzpunkt der Menge K. (P, 8) soll die abgeschlossene Kugel mit dem
Mittelpunkt P, und dem Halbmesser & bedeuten. Dann hat die Menge K N Q(Po, J)
in jedem ihrem Punkt, der innerhalb Q(P,, 5) liegt, dieselben Stiitzebenen wie K.
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Beweis. Es sei P ein Punkt aus K, der innerhalb Q(P,, &) liegt. Offensichtlich ist
in P jede Stiitzebene zu K auch eine Stiitzebene zu K n 2(P,, ). Umgekehrt, wenn
die Hyperebene N den Punkt P enthilt, aber keine Stiitzebene von K ist, muss es
zwei Punkfe Q;, Q, geben, die auf verschiedenen Seiten von N liegen. Aus der
Konvexitdt der Menge K folgt aber, dass die Linienabschnitte PQ,, PQ, der Menge K
angehoren. In beliebiger Umgebung des Punktes P, gibt es also Punkte aus K, die an
verschieden Seiten von N liegen, N kann also auch nicht eine Stiitzebene zu K n
N Q(Py, 5) sein.

2.10. Lemma. Es sei K eine abgeschlossene konvexe Menge mit innerem Punkt;
dann geht durch jeden Grenzpunkt von K mindestens eine Stiitzebene.?)

2.11. Die Vereinigung einer nichtleeren Menge von Halbgeraden, die denselben
Anfangspunkt V haben, wird ein Kegel mit dem Gipfel V genannt.*)

2.12. Lemma. Es sei K abgeschlossener konvexer Kegel mit dem Gipfel V, der
einen inneren Punkt enthdlt. Es existiere eine Stiitzebene N, zu K, die nur den
Punkt V mit K gemeinsam hat. Es sei N eine Hauptstiitzebene im Punkt V. Dann
enthilt N mindestens eine Halbgerade, die in K liegt, und deswegen (siehe 2.8.)
ist N auch eine Hauptstiitzebene in jedem Punkt dieser Halbgeraden.

Beweis. Wir wollen ein solches Koordinatensystem wihlen, dass V der Ursprung
und N, die Hyperebene &, = 0 ist und dass K ganz im Halbraum &, = 0 liegt. Wir
werden K, (6 2 0) den Durchschnitt der Menge K mit der Hyperebene &, = 0
bezeichnen. Weil K, nur den Punkt V enthilt, ist die abgeschlossene konvexe

Menge K, auch beschriankt. Die Hauptstiitzebene N habe die Gleichung Y a,&;=0.
i=0

Wenn wir voraussetzen, dass N keinen anderen Punkt als ¥ mit K gemeinsam hat,
n

dannistmax y a ¢, = — 4, wo A > 0ist;es gilt also itberall in K Z at; + A%, 20,
n §eKy i=0 =0

Y a; — A&, £ 0. Die Hyperebenen z a;t, + A¢, =0, Za C A&, = 0 sind

i=0
also von N verschiedene Stiitzebenen im Punkt Vund N ist oﬁ'cnsmhthch ihre konvexe
Kombination, was einen Widerspruch gibt.

2.13. Die Konvexe abgeschlossene Menge K mit innerem Punkt soll im Punkte P,
n + 1unabhingige Stiitzebenen L(£) — b, = O haben.Esseip; > 0(i = 0,1, ..., n).
Dann hat die Stiitzebene

(11) T (L) - b) =0
nur den Punkt Py, mit K gemeinsam.

3) siehe z. B. [2], [4].
4) siehe z. B. [3].
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Beweis. In jedem Punkt PeK ist L{£) — b; < 0; aus (11) wiirde also L(¢) —
— b; = 0 fiir alle i = 0, 1,..., n folgen, dieses System hat aber nur eine einzige:
Losung, ndmlich P,,.

3. DIE STUTZEBENEN DES KORPERS X,

3.1. Wir werden jetzt zum Koérper K, iibergehen. Die Stiitzebenen werden wir so
orientieren, dass der Ursprung, der ein innerer Punkt des Korpers K, ist, im negativen
Halbraume liegt, d.h. wir werden sie immer in der Form L(¢) — b = 0. schreiben,
wo b > 0 ist. Wir werden sie auch noch so normieren, dass b = 1 ist, d. h. in der Form

(12) Yaé —1=0 oder Y af =1

i=0 i=0
schreiben. Wenn eine lineare Kombination der Hyperebenen (12), die den Ursprung
nicht enthélt, wieder in der Form (12) geschrieben ist, sicht man gleich, dass in (6)
Myt pp o= 1ist.

3.2. Wir werden jeder Hyperebene (12) den Punkt [aq, 4y, ..., a,] € E,,; zuordnen,
jede Hyperebene (12) kann man also als einen Punkt ausE, betrachten Es gilt dann
der Satz:

Satz. Es sei P, ein Grenzpunkt des Kirpers K,. Die Menge aller Stiitzebenen zum
Kéorper K, im Punkt P, ist -eine (nichtleere) kompakte und konvexe, hochstens
n-dimensionale, Menge. Die Hauptstiitzebenen sind genau alle Gipfelpunkte dieser
Menge.

Folgerung. Jede Stiitzebene im Punkt P, ist also als konvexe Kombination
héchstens n + 1 Hauptstiitzebenen im Punkt P, darstellbar.

Beweis. 1) Die Konvexitit der Menge folgt gleich aus 2.7., ebenso wie die Be-
hauptung, dass ihre Gipfelpunkte genau die Hauptstﬁtzebenen bilden.

2) Die Abgeschlossenhelt Istlim a;, = a,, 2 agx; =1, Z ayé; < liiberall in K,

k= + 0 n

ist auch Z ax; =1, Z a;¢; £ 1 iiberall in K,,, d h. Z at, = 1 ist auch eine Stiitzebe-

i=0 i=
ne im Punkt P,

3) Die Beschrinktheit: Ist a; & O fiir gewisses j, liegt der Punkt ¢ = [o,...,

. 0,1/a;,0,...,0] in der Hyperebene (12). Weil aber ein gewisser Wiirfel, dessen
Mittelpunkt im Ursprung liegt und dessen Seite gleich 26 ist, ganz innerhalb K,
liegt, kann |a;| bei keiner Stiitzebene grosser als 1/5 sein.

3.3. Ist eine Hyperebene (12) gegeben, die den Punkt P, enthilt, nehmen wir eine
zu dieser Hyperebene senkrechte, aus dem Punkt P, ausgehende und in den positiven
Halbraum der Hyperebene (12) gerichtete Halbgerade, d. h. die Menge aller Punkte
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[0 €15 - s &), WO &, =x;+ta;, (t20; i=0,1,...,n). Die Vereinigung aller
solchen Halbgeraden, die den Stiitzebenen im Punkt P, entsprechen, nennt man den
Normalenkegel zum Korper K, im Punkt P,. Wenn es unter den Hauptstiitzebenen
gerade k unabhingige gibt, hat dieser Kegel die Dimension k und man sagt, dass P,
eine k-Ecke des Korpers K, (1 < k £ n + 1) ist; statt (n + 1)-Ecke sagt man kurz
Ecke. ' -

Wenn es im Punkt P, gerade k Hauptstiitzebene gibt und wenn diese Hyperebenen
linear unabhingig sind, wird der Normalenkegel zu einer k-dimensionalen k-seitigen
Pyramide.

3.4. Satz. Das Polynom P € K, soll in mindestens m (m < n + 1) verschiedenen
Punkten ay, oy, ..., a, des Intervalles {0, 1) die Werte +1 annehmen. Dann sind
die Hyperebenen®)

(13) Pa)Y tob=1 (=12 ... m)
i=0

linear unabhiz’ngig und es sind die Stiitzebenen des Kirpers K, im Punkt P, sodass P
mindestens eine m-Ecke ist.

Beweis. Die lineare Unabhingigkeit ist offensichtlich. P liegt in jeder der Hy-
perebenen (13) und wenn Q € K,, in der Hyperebene (13) liegt, ist fiir das entspre-
chende j|Q(a;)| =1, Q ist also ein Grenzpunkt von K, und die Hyperebenen (13) sind
Stiitzebenen.

Folgerung. Die Tschebyscheffschen Polynome C, und —C, sind Ecken (d.h.
(n + 1)-Ecken).®)

3.5. Hilfssatz. Es sei
P(t) =Y x;i', max |P(f)| =1.
i=0 te(0,1)

Es sei (12) eine Hyperebene, die den Punkt P enthdlt. Es seien by, by, ..., b, solche
reelle Zahlen, dass

(14) ia,-bi =0

ist und dass fiir jedes «, das die Bedinungen

(15) 0Ogas1, |P@)=1
erfiillt,
(16) P(az)i ba! <0

ist. Dann ist (12) keine Stiitzebene des Korpers K,

’) man setzt 09 = 1.
%) Die Definition von C, siehe [1].
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Beweis. Wir werden das Polynom
(17) Pyt) =X (xi + Ab) t; = P(t) + 2}, byt'
i=0 i=0
fiir 2 = 0 untersuchen; die Hyperebene (12) enthélt den Punkt P, d. h. es gilt

(18) éoa x; =

Nach (18) und (14) liegt das Polynom (17) in der Hyperebene (12). Es geniigt also

zu zeigen, dass fiir gewisses A > 0 max ]Pl(t), < 1ist.
te{0,1)
1) Es sei erstens P ein triviales Polynom, P = +1 (es werden sich stets die oberen

bzw. unteren Zeichen entsprechen). Nach (16) und (17) ist fiir 2 > 0 und fiir alle
1e<0,1)

TP()=1+AYy bt <1;
i=0

im ersten Fall ist also max P,(f) < 1 (und natiirlich: das Minimum wird fiir ge-
te0,1)
niigend kleine A grosser als —1), und dhnlich im zweiten Falle.

2) Zweitens sei P nichttrivial; es seien o; < a, < ... < ,, die Punkte des Inter-
valls <0, 1), in denen |P(f)| = 1ist. (Esist sicher | S m < n + 1.)

Wir werden die Behauptung B beweisen. Es sei ein solches o gegeben, dass (15) gilt.
Dann gibt es ein 6 > 0, ¢ > 0 so, dass ]P,l(t)]<1 fir |t—of <6, 05t<1,
0 < A<eist.

Damit wird der Hilfssatz bewiesen. Man kann zu jedem o; (j = 1,2, ..., m) die
entsprechenden 6; und ¢; finden. Es sei

ji=1
Auf der kompakten Menge U ist max ]P(t)l < 1; es gibt also ein ¢, > 0 so, dass
max |PA(8)] <1 fiir 0<A<g ist. Fiir 0 <2 <min(e,é&y,...,8,) ist also

max |P,(t)| < 1.
1e(0,1)

Beweis der Behauptung B. Es sei 0 < « < 1 und P(a) = 1 (fiir P(x) = —1ist der
Beweis ganz zhnlich). Es gibt ein 6 (0 < 6 < 1) so, dass fiir [t — o] < 5,05t =1
(siehe (16))

—Z|b| th'<0 0<P)<1
ist. Fiir
A>0,AY b <1, |t—0af <8011
i=0
ist also nach (17) —1 < P,(t) < 1.
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3.6. Es sei PeK,. Wir setzen N,(£) =Y &o'. I. Es sei P ein nichttriviales Poly-
=0

nom und oy <o, < ...0p, (m > 0) die Punkte des Intervalle <0, 1), in welchem
|P())| = 1 ist. Genau alle Stiitzebenen im Punkt P sind dann durch die Formel

(19) S uPE) @) =1

m
gegeben, wo pi; 2 0, p; = 1 ist.
i=1

II. Essei P = 1oder P = —1. Genau alle Stiitzebenen im Punkt P bekommt man
dann folgenderweise: Man nimmt alle mdoglichen Systeme von m + 1 Punkten
a4 <0y <...< g (0= 0,04y S 1) und fir jedes System nimmt man alle
Hyperebenen

(20) P(O):guim,(c) =1,

n+1
wo u; 20, Y p, =1 ist.
i=1

Beweis. A. Aus 3.4. folgt, dass jede Hyperebene der Form (19) bzw. (20) eine
Stiitzebene im Punkt P bildet.
B. I Die in (19) auftretenden Hyperebenen

(21) P)N (&) =1 (i=1,2..,m)

sind nach 3.4 linear unabhédngig. Wir werden zuerst beweisen, dass jede Stiitzebene
im Punkt P die Form

(22) , 2"51 ws P) N, (&) = 1

mit gewissen reellen y, hat. Fiir m = n + 1 ist es klar (es gibt nicht mehr als n + 1
linear unabhiingige Hyperebenen im Punkt P). Es sei also 0 < m < n.

Es sei (12) eine Hyperebene, die den Punkt P enthilt, d. h. es gelte (18). Wenn das
System der m + 1 Beziehungen (fiir n + 1 = m + 1 Unbekannte by, by, ..., b,)

(23) z aib, = O ’ P(aj)z a;b,- < 0 (j = 1, 2, oy m)
i=0 i=0

eine Losung hat, ist nach dem Hilfsatz 3.5. die Hyperebene (12) keine Stiitzebene.
Hat aber die Matrix

Aoy 15, A3y .05 Ay
1 2
s Olgy Oy ouuy Oy

2
1, a,,a.,..., o
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den Rang m + 1, dann hat das System (23) eine Losung, weil z. B. das System
z(:)a,-bi = O, Z a_;-b‘ = —‘P(aj) (j = 1, 2, ooy n)
i= i=0

eine Losung hat. Wenn also (12) eine Stiitzebene sein soll, muss M den Rang <m
haben, so dass

Ao, A1, Q25«05 Ay 15 A+ i

1, ap, o ..., am L aptt L
> b T T 0T =0 fiur i=0,1,..,n—m

sein muss. Das sind aber n — m + 1 Gleichungen fiir ao, ay, ..., a, und diese
Gleichungen sind linear unabhiingig, weil der Koeffizient bei a,,.; von Null verschie-
den ist. Deshalb hat dieses System gerade m linear unabhiingige Losungen, d.h. es
gibt hochstens m linear unabhiingige Hyperebenen, die den Punkt P enthalten. Wir
haben aber schon in (21) ein System von m linear unabhingigen Hyperebenen ge-
funden. Jede den Punkt P enthaltende Stiitzebene hat also wirklich die Gleichung der

Form (22).
Die Bedingung, dass die Hyperebene (22) den Punkt P enthilt, ist
i=1

m m
denn Y u; P(2;)) N, (x) = Y u;. Es sei eine der Zahlen y; negativ. (Es ist also m > 2
i=1 i=1

und eine andere von den Zahlen y; ist positiv.) Wir werden beweisen, dass dann die
Hyperebene (22) mit der Bedingung (24) keine Stiitzebene ist. Damit wird der Beweis
beendet sein.
) m
Offensichtlich gibt es negative Zahlen A; so, dass ) u;A; = 0 ist. Wihlen wir die
=

1

Zahlen by, by, ..., b, so, dass
Pla)Y bol=4,<0 (i=1,2,..,m)
=0
ist; dass ist sicher moglich, denn es ist m < n + 1. Die Hyperebene (22) hat die

Form (12), wo a; = Y p; P(x;) o} ist, so dass die Bedingung (14) aus 3.5. erfiillt ist.
i=1

Nach dem Hilfsatz 3.5. ist also (22) keine Stiitzebene.

II. EsseiP =1 = [1, o,..., 0]. Es geniigt zu beweisen, dass alle Hauptstiitzebenen
im Punkt P die Form .

(25 N,=1, «e(0,1)

haben, denn alle anderen Stiitzebenen sind konvexe Kombinationen von Haupt-
stiitzebenen.
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Wir beweisen zuerst folgende Behauptung. Es gibt ein 6 > 0 so, dass der Durch-
schnitt K, n Q (2 = Q(P, d) ist die abgeschlossene Kugel mit dem Halbmesser &
und dem Mittelpunkt P) die Vereinigung der Linienabschnitte mit dem Anfangs-
punkt P ist, deren Endpunkt an der Grenze von R liegt; dabei ist fiir jedes P € Q

min P(t) > —1.
te{0,1)

Beweis. Wir wihlen 6 > 0 so, dass fiir Pe Q

min P(t) > —1

te(0,1)
ist. Fiir jeden Punkt Pe K, n Q, der von P verschieden ist, konstruieren wir den
Abschnitt der Linge 6 mit dem Anfangspunkt P, der den Punkt P enthilt. Die
Vereinigung aller dieser Linienabschnitte ist eine gewisse Menge M o K, N Q,
M < Q. Wenn wir noch beweisen, dass M < K, n Q, sind wir fertig. Es sei also
P, e M. Auf der Halbgeraden PP, liegt also ein Punkt Qe K, n Q. Es ist P = 1,
|o(t)) <1 fiir t€0,1), Py =P+ AQ —P), A=0. Es ist Q(t) — P(t) <0,
daraus folgt Po(t) < 1fiir t € €0, 1); weiter ist P, € Q, also Po(f) = —1 fiir t € €0, 1).
Es ist also Poe K, N Q. '

Da wir wissen, dass alle Hyperebenen (25) Stiitzebenen im Punkt 1 bilden (siche
3.4) und dass man unter ihnen n + 1 linear unabhingige Stiitzebenen wihlen kann,
gibt es nach 2.13 im Punkt P eine Stiitzebene N, die mit K, nur den Punkt P ge-
meinsam hat. Bilden wir in dem Gipfel P einen Kegel C, und zwar so, dass man alle
Halbgeraden nimmt, die P mit Punkten der Menge K, n Q verbinden. Aus der
Konvexitdt des Korpers K, folgt, dass C > K, ist. Offensichtlich ist auch K, n Q =
= C n £, nach 2.9 haben also K, und C in jedem ihren Punkt, der innerhalb Q liegt,
dieselben Stiitzebenen und deswegen auch dieselben Hauptstiitzebenen. Es sei jetzt N
irgendeine Hauptstiitzebene zu K, (also auch zu C) im Punkt P. Nach 2.12 gibt es
einen Punkt P, + P, der innerhalb Q liegt, in dem N eine Hauptstiitzebene zu C und
also auch zu K, ist; nach 3.6.I hat also N die Gleichung Po(oc) N,=1,wo 2 €0, 1),
Py(x) = +1ist, nach der Wahl von Q ist-aber Py(«) = 1.

Der Fall P = —1 folgt gleich aus dem Fall P = 1 und aus der Symmetrie des
Korpers K.

3.7. Satz. Wenn das Polynom P € K, die Werte +1 genauinm (1 < m < n + 1)
verschiedenen Punkten des Intervalles {0, 1> annimmt, dann ist P eine m-Ecke.

~ Beweis. Aus 3.4. folgt, dass P mindestens eine m-Ecke ist, und aus 3.6.1. folgt,
das P héchstens eine m-Ecke ist.

3.8. Wir wissen schon, dass alle Hauptstiitzebenen zum Koérper K, die Form
N,= 11, 0 <« =1 haben. Fiir n = 2 gilt auch umgekehrt, dass jede solche
Hyperebene eine Hauptstiitzebene bildet. Man kann ndmlich leicht ein Polynom
zweiten Grades bilden, das im Punkt « den Wert 1 (resp. - 1) annimmt und in allen
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anderen Punkten des Intervalles {0, 1> den Absolutbetrag kleiner als 1 hat. Im
Punkt P ist dann nach 3.6.I. N, = 1 (resp. N, = —1) die einzige und deswegen die
Hauptstiitzebene.

3.9. Aus 3.8. und 3.3. folgt: Ist P + +1 eine k-Ecke, bildet der Normalenkegel
in P eine k-dimensionale Pyramide, die man leicht bestimmen kann, wenn man alle
Wurzeln der Gleichungen P(f) =1, P(t) = —1 im Intervall <0, 1) kennt. Fiir
P = 1 ist der Normalenkegel mehr kompliziert.

4. DER POLARE KORPER

4.1. Der polare Korper H, < E,,, zu K, ist folgenderweise definiert:”) Man
nimmt alle Stiitzebenen Y a,&; = 1 des Korpers K,; die Punkte [ao, ay, ..., @,] €
i=0

€ E, . ; bilden die Grenze eines gewissen Kérpers H,, der offensichtlich den Mittel-
punkt im Ursprung hat. Wir haben schon gesehen, dass (fiir n > 2) alle Hyperebenen

+ Y a'é; =1 (0 < « < 1) Stiitzebenen des Korpers K, sind (siche 3.8.) und dass
i=0

alle Stiitzebenen ihre konvexe Kombinationen sind (siehe 3.6.).
H, ist also die konvexe Hiille”) der Vereinigung von zwei Kurven

(26) + [Loo? .. a7, «ae0,1); —[1,a0% ..., "], xe<0, 1)

und alle Gipfelpunkte des Koérpers H, sind unter den Punkten (26) enthalten. Im
Fall n = 1 sind nicht alle Punkte dieser Kurven Gipfelpunkte, sondern offensichtlich
nur die vier Endpunkte (es handelt sich um zwei Linienabschnitte). Im Fall n = 0
gehen die Kurven (26) in zwei Punkte +1 iiber. Es gilt dann der Satz:

4.2. Satz. Alle Punkte (26) bilden fiir n + 1 Gipfelpunkte des Korpers H,.

Beweis. Fiir n = 0 ist die Behauptung trivial. Es sei n > 2. Der Punkt () =
= [1, B, B2 ..., B"] sei kein Gipfelpunkt. Dann ist (§) eine lineare Kombination m
linear unabhingiger Punkte der Form (26), die alle von () verschieden sind, mit posi-
tiven Koeffizienten uj, gy + p, + ... + p, = 1, 2 £ m < n + 2. Daraus ist klar,
dass alle diese Punkte notwendig die Form + [1, a, o2, ..., oz"] haben miissen. Diese
Punkte liegen aber in der Hyperebene &, = 1 und sind linear unabhingig, es ist also
m<n+ 1.

Es geht also darum, ob man die Gleichungen ¥ paf = g7 (j =0, 1, ..., n) mit

i=1

i=

positiven Zahlen y; erfiillen kann, wenn o, a5, ..., &, B voneinander verschieden
sindund 2 < m < n + 1ist.

7) siehe [2].
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Dieses System ist aber nur dann 18sbar, wenn die Matrix M und die Matrix N,

. 15, 1, ..,1 1, 1, ...,1, 1
Oyy gy vees Oy Ogy Aoy eeny Oy B
M = > N =
n n n
o, 0%, oees Oy o5 Ay ey Oy f°

denselben Rang haben, Das kann aber nur im Fall m = n + 1 geschehen. In diesem
Falle kann man aber die Zahlen p; (j = 1,2, ..., n + 1) nach der Regel von Cramer
ausrechnen (als V(yy, y,,..., y») Wwird die Vandermondsche Determinante der
Zahlen y,, y,, ..., y) bezeichnet):

py= Yt Byt ) oy ).
! | CTRC7 |

Denkt man sich die Zahlen a,, a5, ..., o, der Grosse nach geordnet, dann gilt fiir
ein gewisses k (k=0,1,...,n+ 1) &y <... <o < f < oyq <... <0y Es
ist dann V(ay, ..., #,+4) > 0, und deswegen ist fir k — 1 =2 1

SEN fly_y = SN V(0gs ooy Oy By Oy ooy 0pyy) = — 1,
was einen Widerspruch bietet. Ist aber k — 1 < 0,istk + 2 £ 3 < n + 1, und dann
ist '

S8 Ui+ = SBN V(al’ cees Oy 1 Bo Oy 3, - ‘xn+1) = -1

— was wieder ein Widerspruch ist. (B) ist also ein Gipfelpunkt. Nachdem H, sym-
metrisch um den Ursprung liegt, ist auch —(p) ein Gipfelpunkt.
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Vytah

OPERNE NADROVINY TELESA POLYNOMU STEJNE OMEZENYCH
NA KOMPAKTNIM INTERVALU

VLADIMIR PETROV, Praha

V prdci jsou vySetfovdany opérné nadroviny konvexniho télesa K,, tj. opérné nadro-
viny mnoZiny vSech polynomi
1) P(t) =Y xit',
i=0
pro néZ plati
() max |P(1)| £ 1.
te{0,1)

(Kazdy polynom (I) ztotoZnime s bodem [x,, x4, ..., X,] € E,+,.) Pro téleso K, jsou
dokdzdny tyto véty:

Véta 1. Budi? P € K,,. Polo¥me N,(£) = ). £
i=0

I. BudiZ P + +1 a budtef a; < @, < ... < a,, (m > 0) viechny body intervalu
€0, 1), v nich? je ]P(t)[ = 1. Pak prdvé vSechny opérné nadroviny v bodé P jsou
ddny vzorcem

PPN = 1.

kde p; =20, puy + p + ... + p,, = 1.

II. Budi? P =1 nebo P= —1. Pak prdvé vSechny opérné nadroviny v bodé P
dostaneme takto: Vezmeme vSechny moZné systémy n + 1 bodii a; < o, < ... <
< opyy (0 £ oy, t,4y < 1) a pro kaXdy systém vezmeme vSechny nadroviny

nt+1

PO) Y uiNo () = 1.
kde p; 2 0, py + py + ... + phyyy = 1

Véta 2. JestliZe polynom P € K, nabyvd hodnot +1 v alespoim < n + 1 riznych
bodech ay, a,, ..., &,, pak nadroviny P(x;) N,j(é) =1(j=1,2,...,m) jsou linedr-
né nezdvislymi opérnymi nadrovinami v bodé P.

Odtud plyne: Nabyvé-li polynom P € K, hodnot +1 vprivi m (1 S m < n + 1)
riznych bodech intervalu <0, 1), pak P je m-roh.

Viechny hlavni opérné nadroviny t¥lesa K, jsou priv& nadroviny N, = +1,
0 < a < 1(pron = 2) Jeli P+ +1 m-rohem, je kuZel normél v bodé P m-rozmér-
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nym jehlanem, ktery se dd snadno stanovit z kofend rovnic P(f) = 1 a P(t) = —1,
které leZi v intervalu <0, 1). '

T&leso poldrni k t¥lesu K, je konvexnim obalem sjednoceni dvou kfivek: + [1, «,
a? ..., "], 0e0,1)a — [1,a,0?%...,a"], « € 0, 1). Pro n = 1 jsou vrcholy tohoto
poldrniho t&lesa ddny prdv& ¢tyfmi koncovymi body téchto kiivek; pro n = 0
degeneruji tyto k¥ivky na body +1 a —1, které jsou jedinymi vrcholy. Pro n % 1 jsou
pak viechny body obou ktivek vrcholy poldarniho télesa.

Pesome

OIIOPHBIE TI'MIIEPIINIOCKOCTHA ®UI'YPBI MHOI'OUYJIEHOB,
PABHOMEPHO OI'PAHMYEHHBIX HA KOMITAKTHOM ITPOMEXVTKE

BJIAAUMUP IIETPVYB (Vladimir Petrtiv), IIpara

B paGore paccMaTpUBAIOTCS ONODHBIE IMIEPIUIOCKOCTH BBINyKIO# (Gyryper K,,
T. €. MHOXECTBA BCEX MHOTOYJICHOB

(1) P(i) = éox,.f ,

JJI1 KOTOPBIX MPaBWILHO HEPABEHCTBO

(2 max [P(f)| < 1.
te{0,1)
(Kaxnptit Muorownen (1) oToxaecTBieH ¢ TOuKOM [Xo, Xy, . ., X,41] € Epyy.) Jun

¢urypsr K, 10Ka3bIBalOTCS TEOPEMBI:
Teopema: ITycmy PeK,. Obosnauum N(&) = Y &',
i=0

I Ecou P+ +1uecaua, < ay < ... <0y, (m > 0) cyms 6ce mouku npomescym-
ka {0, 1), o2a xomopuix |P(t)| = 1, mo gopmyaa

'Zm:lﬂi P(ai) Na,(f) =1,

20e u; =0, py + py + ... +p, = 1, 6bipascaem xak pa3 éce onophvle 2unepn.iockocmu
8 mouke P.

II. Ecau P=1 uau P = —1, mo MO#CHO caedyiowum o6pa3om noiyuume mMouyHo
8ce onopHvie 6 mouxe P zunepniockocmu: Bo3bmem 6ce 603moxncHvie cucmemol n + 1

mouek oy < ty < ...< 0yy (0= 0y, o,y S 1) 4 048 kaxcOOU U3 HUX nocmpoum
n+1

éce zumepniockocmu P(O)‘Z BN (&) =120 p; 20, py+ py + oo + p = 1.
=1

Teopema: Ecau mHozousen P € K, docmuzaem no xpaiineii mepe ¢ m < n + 1 pas-
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HBIX MOYKAX Oy, Uz, ..., Oy 3HaQuenuil +1, mo eunepniockocmu P(w;) N, (¢) = 1
(j=1,2, ..., m) 6y0ym auneiirno ne3agbicuMbIMU ONOPHBLMU ZUNEPNAOCKOCTIAMU 8 MOY-
ke P.

CienoBaTeNibHO, €CJIM MHOTOWIEH P mgocruraer 3HadyeHudt +1 MMeHHO B m
(1 < m £ m + 1) pa3usix Touykax npomexyrka <0, 1), To P ABIAETCS m-yIJIOM.

Bce riaBHBIE OnOpHBIE rHIIEpHOIOCKocTH Gurypsl K, — 3TO HMEHHO THIEPILIOC-
koctu N, = +1,0 < o £ 1. Eciiu P # + 1 siBAS€TCS M-yrjioM, TO KOHYC HOpMaJIe
B Touke P GymeT m-MepHoif mupaMumoif, KOTOpas JIETKO OIpenesieTcs U3 KopHei
ypasuenuit P(t) = 1 u P(f) = —1 B mpomexyTke <0, 1).

IMonspuas x K, ¢urypa ectb BeImykiass 000J04ka OOBEOWHCHHWS IBYX KPUBBIX:
+ [, o?...,o"], x€€0,1> u — [1, 0,03, ...,¢"], x€<0,1). B cuydae n =1
BEpIIMHAMH MOJISIPHON (PUTypHI ABIAOTCA UMEHHO 4 KOHIA 3THX KPHUBBIX, B CJIydae
n = 0 xpuBBIE IEPEXOIAT B TOYKH +1 M —1, KOTOpHIE SABIAIOTCA €IUHCTBEHHBIMU
BepIIMHAMH. B ciydyae n + 1 Bce TOYKH 3THX KPUBBIX SBJISIOTCS BEPILIMHAMH HOJISP-
HOM purypsl.
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