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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 85 (1960), Praha 

O DRUHÉ VĚTĚ O STŘEDNÍ HODNOTĚ INTEGRÁLNÍHO 
POČTU 

' VLADIMÍB DOLEŽAL. Praha 

(Došlo dne 16. května 1959) 

V článku je dokázáno, že druhou vetu o střední hodnotě integrálního 
poetu lze obrátit. 

Druhou větu o střední hodnotě integrálního poetu můžeme formulovat 
takto: 

Buď g konečná funkce na intervalu <a, b> (— co < a < b < + oo). Jestliže 
je g monotónní v<a, ř>>, pak ke každé funkcí / e L(a, b) existuje f e <a, b} tak, 
že platí 

(1) / f(x) g(x) dx = g(a) f f(x) dx + g(b) f f(x) dx . 
a a | 

Všude se samozřejmě jedná o funkce reálné. / e L(a, b) znamená, že konverguje 
b 

Lebesguesův integrál Jf(x) dx. Důkaz této věty nalezneme např. v [1], str. 198. 
a 

Dokážeme, že platí 

YSta. Bud g e L(a, b) (— o o < a < f c < + oo)- Jestliže ke každé omezené 
měřitelné funkci f existuje £ e <a, b) tak, že platí (1), pak funkce g je monotónní 
v <a, b> —- N, kde N c <a, o) je množina míry nula. 

Nejprve dokážeme dvě pomocné věty. r 

Pomocná věta 1. Nechť funkce g splňuje předpoklady vety a necMje g(b) ^ g(a). 
Budte Mx, M2 c <a, b) dvě množiny Hodné míry takové, že pro libovolné body 
x± e Mx, x2 e M% platí xx < x%. Budte c19 c2 taková čísla, že g(x) ^ cx pro skoro 
všechna x e Mx, g(x) ^ c2 pro skoro všechna x € Mz. Potom platí ct ^ c2. 

Důkaz. Předpokládejme, že cx > c2. Nejprve definujme funkci / takto: 

f(x) = kx < 0 pro x e Mx , 
f(x) = &2 > 0 pro x € M2 , i 

kde fci M-^i) + K fA,(M^ = o. Pro ostatní x e (a, 6) definujme f(x) = 0. Potom 
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ff(x) g(x) dx = kx fg(x) dx + k2 fg(x) dx f£ k^ ^(M^) + k2c2/u(M2) < 0. Avšak, 
a Mx Mz 

§ b b 

jak se snadno spočítá, je g(a)ff(x) djx + g(b)ff(x) dx ==' [g(b)'-— g(a)]ff(%) dx ^ 
a i £ 

^ 0 pro všechna f € <a, 6>. Není možné, aby pro takto definovanou funkci / 
platilo (1) a to je spor. 

Pomocná věta 2. Nechť funkce g splňuje předpoklady věty. Bud g(b) ^ g(a). 
Bud a <rj <b, yx = sup ess g(x), y2 = inf ess g(x). Potom platí — oo < yx á. 

*e(a»*?) x<e-{r},b) 

<y2< co. ' 
Důkaz. Předpokládejme, že yx > y2 a zvolme <31? <32 tak, aby yx > d1 > 

> d2> y2. Buď M1= ď {g(x) ^ á j , M2 = i {g(x) ^ <52}. Podle defi-
ace(a,i?) xt{n,b) 

nice je ^(Jfi) > 0, p{M%) > 0. M x a ikf2 splňují předpoklady pomocné věty 1 
a tedy ze vztahu ó\ > <52 plyne spor. 

Důkaz věty. Zřejmě můžeme předpokládat, že g(b) 2b g(a). Buď rj^r}^ ... 
posloupnost všech racionálních čísel intervalu (a, b}. Buď Nn = «# {(/(t?) > 

OO 

> sup ess (j(#)} U & {g{y) < -nf ess g(x)}, N = U -$*• Množina JV má zřejmě 
xe{a,7jn) ne{n%>b) *€<»?«.&> n - 1 

míru nula. Nechť nyní #, /? € (a,b} — Nf oc < (3 . Existuje racionální číslo r\ tak, 
že a, < rj < j8. Podle konstrukce množiny N a podle pomocné věty 2 je 

g(oc) g sup ess g(x) ^ inf ess g(x) ^ #(/3); 

tím je vše dokázáno. 
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Pe3K)Me 

O BTOPOH TEOPEME O GPEflHEM 3HAHEHHH HHTErPAJIfcHOrO 
HCTHCJIEHHH 

BJIAflHMHP #OJIE}KAJI (Vladimír Doležal), Ilpara 

B 9a?oi cTaTte ;a;oKa3aHa cjiejiyiomaa Teopena: 
Ilyómb g — um^pupyeMasi (pynK-qua e npoMeotcymKe <a, ř>> (— co < a < 

< b < + co). Ilycmh dM JITOÓOU o^paHuneHHOu u3MepuMOŮ cpynKi^uu f cy-
ujecmeyem mamě f e <a, b>, umo 
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Л(х) д(х) их =. д(а) //(ж) Ах + д(Ъ) //(*) <1х . 
а а $ 

Тогда функция д монотонна в (а, Ъу — N1 где N с (а, Ь> — множестт 
меры нуль. 

Zusammenfassung 

ÜBER DEN ZWEITEN MITTELWERTSATZ DER INTEGRAL
RECHNUNG 

VLADIMIR DOLEZIAL, Praha 

In dieser Arbeit wird der folgende Satz bewiesen: 
Es sei g eine integrierbare Funktion im Intervall (a, 6) und für jede beschränkte 

messbare Funktion f existiere ein Punkt f c (a, by, so dass die Gleichung 

ff(x) g(x) dx = g(a) ff(x) dx + g(b)ff(x) dx 
a a Jf 

gilt. Darin ist die Funktion g monoton in (a, by — N, wo N c (a, by eine N<iiH~ 
menge ist. 
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