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Casopis pro péstovini matematiky, ro. 85 (1960), Praha

O DRUHE VETE O STREDNI HODNOTE INTEGRALNIHO
POCTU

** VoapmMir DoLgZArL, Praha
(Doslo dne 16. kvdtna 1959)

V &ldnku je dokdzéno, Ze druhou vétu o stfedni hodnoté integrdlniho
pocétu lze obrétit.

Druhou vétu o stfedni hodnoté integralnfho podtu muzeme formulovat
takto:

Bud g kone#n4 funkee na intervalu {a, b> (— 0 < a < b < + o0). Jestlize
je g monotonni v {a, by, pak ke kazdé funkeci f ¢ L(a, b) existuje £ e (a, b) tak,
Ze plati

b & b
(1) [1(@) g(z) dz = g(a) [ f(z) dz + ¢(b) éff(x) dz .
V8ude se samoziejmé jedns o funkce redlné. f e L(a, b) znamend, Ze konverguje
b

Lebesguestiv integral [ {(z) dz. Dtkaz této v&ty nalezneme nap¥. v [1], str. 198.

Dokazeme, Ze plati

Yéta. Bud gel(a,b) (— 0o < a<b <+ o). Jestlife ke kaZdé omezené
méritelné funkei f existuje & € {a, b) tak, Ze plati (1), pak funkce g je monotonni
v {a, by — N, kde N c {a, b> je mnoZina miry nula.

Nejprve dokdZeme dvé pomocné véty. - ,

Pomocna véta 1. Necht funkce g spliiuje predpoklady véty a necht je g(b) = g(a).
Budte M,, M, c {a, b) dvé mnofiny kladné miry takové, Ze pro libovolné body
%y e My, wye M, plati v, < z,. Budte ¢,, ¢, takovd Cisla, Ze g(x) = ¢, pro skoro
vdechna xz e M, g(x) =< ¢, pro skoro vsechna x ¢ M,. Potom plati ¢, < c,.

Dukaz. Predpoklddejme, Ze ¢, > ¢,. Nejprve definujme funkei f takto:

fle) =k, <0 pro zeM,,
f(x) =ky >0 pro xeMa, '
kde ky (M) + ky u(M,) = 0. Pro ostatni z € {a, by definujme f(xr) = 0. Potom
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ff x)dx =k, fg x)dr + ky [g(zx)de < ke w(My) + koo u(M,) < 0. AvSak,
M,

& b b
jok 50 snadno spotitd, je 9(@)[(2) o + g(0) [ f(e) dz = [4®) ~ g(a))ff2) dw =

£
= 0 pro vSechna & ¢ {a, b). Neni mo#né, aby pro takto definovanou funkei f
platilo (1) a to je spor.

Pomoens véta 2. Necht funkce ¢ splituje predpoklady véty. Bud g(b) = g(a).
Bud a <n <b, 'y1 sup ess g(x), y = 1nf ess g(x) Potom plati — o0 < y, =
(@n) -
= y, < 0.

Dukaz. Piedpokladejme, Ze y; > y, a zvolme 4y, 0, tak, aby y; > 0, >
>0, >y, Bud M, = & {g (x) = 6,}, M, f’ {g(x) = 8,}. Podle defi-

xe{a,m)
nice je u(M,) > 0, u(M,) > 0. M, a M, splnup predpoklady pomocne véty 1
a tedy ze vztahu 6, > J, plyne spor. '

Dikaz véty. Zrejmé mizeme predpokladat Ze g(b) = g(a). Bud 7y, 7, s
posloupnost viech racionélnich &isel intervalu <a, b). Bud N, & {9(n) >

’fle(“ Nn)

>supessg(x)} U &€ {g(n) < 1nf ess g(x)} N = U N,.MnozZina N m4 ziejmé

xeda, ny ne{7nsd xe(Mns b
miru nula. Necht nyni «, § € (@, b> — N x<p. Ex1stu]e raciondlni &islo # tak,
ze o < n < f. Podle konstrukce mnoziny N a podle pomocné véty 2 je '

g(x) < supess gx) < 1nf ess g(x) < 9(B);

asx=n

tim je vSe dokdzéno.
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PesromMme

0 BTOPO! TEOPEME O CPEITHEM 3HAYEHUUN WHTETPAJIBHOT'O
NCUYHNCJIEHUA

BJIATVUMUP NOJEXKAJ (Vladimir Dolezal), IIpara

B aroii cTaThe AOKa3aHA CHeAYIOMAsa TeopeMa:

ITyémv g — unmezpupyemasn Pyrwryus 6 npomencymre {a, by (— 0 < a <
< b < + ®). Iycmv 0as 410601 ozparuvennoli usmepumoii Gyrwkyuu f cy-
wecmeyem maxroe & € {a, by, 4mo
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b I b
[f(@) g(x) dz = g(a) [f(z) dz + g(b)ef f(z) da .

Toeda ¢Pywryus g monomonna 6 {a, by — N, 20e N c {a, by — mromcecmeo
Mepbl HY4b.

Zusammenfassung

UBER DEN ZWEITEN MITTELWERTSATZ DER INTEGRAL-
RECHNUNG

Vreapmir Dorezar, Praha

In dieser Arbeit wird der folgende Satz bewiesen:
Es sei g eine integrierbare Funktion im Intervall {a,b) und fiir jede beschrankte
messbare Funkiion | existiere ein Punkt £ e {a, b), so dass die Gleichung

b & b
[f@) glx) dz = g(a) [}(z) dz + g(b)éf f(z) dz

gilt. Dann ist die Funktion g monoton in {a, b> — N, wo N c {a, b} eine Null-
menge 1st.
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