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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 92 (1967), Praha 

ÜBER SCHLICHTE FUNKTIONEN I 

OLDRICH DVORAK, Praha 

(Eingegangen am 15. Januar 1966) 

In dieser Arbeit beschäftige ich mich mit dem Koeffizientenproblem einer regulären, 
schlichten, normierten Funktion im Einheitskreis |z| < 1 

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + ..., /(0) = 0, /'(0) = 1, |z| < 1 . 

Der Funktion/(z) schreibe ich eine gewisse Nebenbedingung vor, aus welcher die 
sogenannte Bieberbachsche Vermutung \an\ ^ n, (n = 2, 3,...) folgt und dann unter­
suche ich, wie weit im Einheitskreis |z| < 1 diese Bedingung für jede schlichte Funk­
tion erfüllt ist. Entsprechende Sätze beweise ich für eine reguläre, ungerade, schlichte, 
normierte Funktion 

g(z) = z + c3z
3 + csz

5 + ..., #(0) = 0, g'(0) = 1, |z| < 1. 

Eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre Funktion 

f(z) = z + a2z
2 + a 3z 3 + . . . , |z| < 1, 

nennt man schlicht, wenn für z t 4= z2, | z t | < 1, |z 2 | < 1 immer f(zt) #/(z 2 ) ist. 
Bisher war es üblich überwiegend reguläre, schlichte, normierte Funktionen zu be­
trachten, d. h. solche schlichte Funktionen, welche den Bedingungen /(0) = 0, 
/'(0) = 1 entsprechen. In einer weiteren Arbeit will ich zeigen, dass wir auch für 
eine allgemeine, reguläre, schlichte Funktion 

f(z) - d0 + dxz + d2z
2 + d3z

3 + ..., d0 # 0, /'(0) = dt * 0, \z\ < 1 

gewisse Teilergebnisse erreichen können. 
Die reguläre, schlichte, normierte Funktion 

f(z) = z + a2z
2 + a^ + ..., /(0) = 0, /'(0) . 1, \z\ < 1 

hat eine ganze Reih&cvon merkwürdigen Eigenschaften namentlich geometrischer 
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Natur. Interessierten Leser verweise ich auf die zugehörige Literatur [1], [2], [3], [4]. 
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Koeffizienten an sind aber 
bisher unbekannt. Wir wissen nur, dass \a2\ <; 2 (BIEBERBACH [1]), |Ö3| S 3 (LÖWNER 

[5]), |a4| <£ 4 (GARABEDIAN und SCHIFFER [6]). Alle Grenzen sind genau. Allgemein 
wurde bewiesen: \an\ < en (LITTLEWOOD [7]), Hm (|art|/n) < (\ + n~x)e (LANDAU 

[9]), I E (\an\\n) < \e (BASILEVIÖ [4]), um (\an\jn) = q<l (HAYMAN [3]). 
H-+00 fl~*QO 

Dieses letzte Ergebnis, welches für alle schlichte Funktionen gilt, soweit dieselben 
nicht die Form 

ffz) = ! = z + 2z V« + 3zze2i* -F ..., \z\ < 1, a reel 
JK } (l-eiaz)2 > l I > 

haben, stellt eine merkwürdige Unterstützung der Bieberbachschen Vermutung 
K| £ n, (n = 2, 3,...) dar. Es folgt offenbar aus ihm, dass für jede schlichte Funk­
tion /(z)eine positive ganze Zahl n0(f) existiert, sodass für alle n > n0(f) die 
Ungleichung \an\ S n gilt. 

Die scharfe Abschätzung \an\ ^ n9(n = 2, 3,...) gilt für alle schlichte Funktionen 
mit reellen Koeffizienten an (DIEUDONN£ [10], ROGOSINSKI [11]). Weiter gilt sie auch 
für die sogenannten sternförmigen, schlichten Funktionen (R^ NEVANLINNA [12a]); 
eine schlichte Funktion nennt man sternförmig, wenn sie die Kreislinie \z\ = r < 1 
auf einen Stern abbildet, d.i. auf eine geschlossene, doppelpunktlose Kurve, die von 
jedem, vom Nullpunkt auslaufenden Halbstrahl, in genau einem Punkte durch­
geschnitten wird. Analytisch ist diese Eigenschaft durch die Bedingung 

эд f£Г(z)ì 0 | ; ř | . S r < 1 # 

ausgedrückt. Jede schlichte Funktion/(z) ist sternförmig (GRUNSKY[13])im Innern 
des Kreises vom Radius r 

r = tgh - = 0,65 . 
4 

Es ist jetzt bei der Hand gelegen, die Untersuchungen in dieser Richtung durch­
zuführen: eine solche Eigenschaft der schlichten Funktionen zu finden, aus welcher 
die Bieberbachsche Vermutung folgen sollte und dann zu untersuchen, wie weit 
im Einheitskreis \z\ < 1 diese Eigenschaft für jede schlichte Funktion erfüllt ist. In 
meiner ersten Arbeit [15] habe ich bewiesen, dass für jede schlichte Funktion/(z), 
welche im Einheitskreis \z\ < 1 die Bedingung 

-WH 
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erfüllt, die scharfe Abschätzung \att\ «g n>(n = 2,3,...) gilt und dass jede schlichte 
Funktion die Bedingung (1) im Innern des Kreises vom Radius r 

0,83 < r < 0,84 

erfüllt; r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 

r log = 2 . 
1 - r 

Beim Beweis der Bieberbachschen Vermutung — im Zusammenhang mit der 
Bedingung (1) — habe ich einen Satz von CARATHEODORY benutzt, aus welchem die 
Beschränktheit der Koeffizienten einer im Einheitskreis |z| < 1 regulären und diesen 
auf eine Halbebene abbildenden Funktion hervorgeht. 

Zur Abschätzung von r benutze ich: 

a) die geometrische Interpretation der Bedingung (1), 

b) die Eigenschaften der Funktion 

L = l + b^z + b^z* + ... + 6«>.lZ- -F . . . , |z| < 1, 
f(z) 

wo f(z) eine schlichte Funktion ist, 
oo 

c) den Bieberbachschen Flächensatz £ (2n - 1) |fc(
2t-i|

2 S 1 und 

d) den Verzerrungssatz. 

In dieser Arbeit beweise ich, dass die Bedingung (1) für jede schlichte Funktion/(z) 
im Innern des Kreises vom Radius r 

0,90 < r < 0,91 

erftült ist; r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 

VW log f ± ^ £ - 2 V(r)arctgN/r -« 2. 

Die Verschärfung um 7% zu erreichen ist es mir gelungen durch, 

a) die tiefere geometrische Interpretation der Bedingung (1), 

b) die Benutzung eines Satzes von FABER über schlichte Funktionen, 

c) di# Benutzung der Eigenschaften der Funktion 

J f ţ - 1 + Ьfi.z + ... + fcW t 2 - + .. ., (v - 2, 3,...), |-| < 1 , 
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wo f(z) eine schlichte Funktion ist, 

d) den Bieberbachschen Flächensatz £ (vn — 1) [fc^l-jj2 <* 1 und durch 
n - - l 

e) den Verzerrungssatz. 

Was eine reguläre, ungerade, schlichte Funktion 

g(z) = z + c3z
3 + csz

5 + ... + c2n^1z
Zn^x + . . . , jz| < 1 

betrifft, habe ich ursprünglich bewiesen [15], dass aus der Erfüllung der Bedingung 

(2) »{f}>i 
folgt, dass 

|c2 ._. | g l , (» = 2,3,...) 

ist und dass jede ungerade, schlichte Funktion die Bedingung (2) im Innern des 
Kreises vom Radius r 

0,90 < r < 0,91 

erfüllt; r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 

1 - r2 

Durch ähnliche Methode, wie bei der Funktion /(z), beweise ich, dass die Be­
dingung (2) für jede ungerade, schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r 

0,95 < r < 0,96 

erfüllt ist; r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 

- 1 + r ~ _. * 
r log 2r arctg r = 2. 

1 — r 
LITTLEWOOD und PALEY [8] haben eine Vermutung ausgesprochen, dass |c2lt-11 S U 

(n = 2, 3,...) ist. Diese Abschätzung gilt nur, wenn die Funktion g(z) reelle Koeffi­
zienten hat (Dieudonnä [10]). Es gilt aber nicht allgemein; FEKETE und SZEGÖ haben 
nämlich bewiesen [14], dass ungerade, schlichte Funktionen existieren für welche 

Max \c5\ - i + e~2/3 « 1,01 > 1 

ist. Die Bedingung (2) kann also nicht im ganzen Einheitskreis \z\ < 1 für jede unge­
rade, schlichte Funktion g(z) erfüllt werden. 
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Ich beweise alles, was ich zu eigenen Ergebnissen brauche. Aus der umfangreichen 
Literatur von schlichten Funktionen habe ich nicht die kürzesten Beweise ausgewählt, 
sondern — meiner Ansicht nach — die anschaulichsten, welche ich, mit kleineren 
Veränderungen, langsam und ausführlich, wie alle Beweise überhaupt, durchführe. 
Dies tue ich wegen der Bequemlichkeit des Lesers, namentlich eines jungen Lesers, 
dem ich zeigen will, was für eine schöne Partie der Mathematik Analytische Funktio­
nen bilden. 

Zuerst beweise ich, dass aus der Gültigkeit der Bedingung (1) für eine reguläre, 
schlichte Funktion f(z) die Bieberbachsche Vermutung folgt. Ich brauche dazu den 
folgenden von Caratheodory [12b] herrührenden 

Satz 1. Es sei 
f(z) » \ + Ciz + c2z

2 + ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre Funktion, welche dort nur Werte mit positivem 
Realteil 

*{/(z)} > 0 
annimmt. Dann ist 

| c „ | £ l , (n = 2,3, . . . ) . 

Die Grenze ist genau; es gibt Funktionen, für welche dieselbe erreicht wird. 

Beweis. Die Koeffizienten cu c2,... drückt man durch den reellen und imaginären 
Teil der Funktion/(z) auf der Kreislinie |z| = Q < 1 aus. 

z = Qe** = Q(CÖS 9 + i sin 9) , Q < 1, 0 £ 9 S 2n ; 

c „ - < + i < ; < ,< ree l ; c£ = 0 ; (n = 0,1, 2 , . . . ) ; 

cnz
n = (cn + fcj) Q*(CO$ n9 + i sin n9) = 

= Qn(K cos n9 — c'n sin n9) + iQn(cl cos n9 + c'n sin n9) . 

Nach Einsätzen erhält man 

wo £%> $) und F(g» £) reelle Funktionen sind 

<% ö) * <?o + f öM(4 cos mS - <£ sin m&) 
m=-T 

n ^ 9 ) ~'«o + f e*K,cosmS + c^sinmS). 
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Beide Entwicklungen sind einerseits, als der Real und Imaginärteil der regulären 
Funktion/(z), für Q < 1 konvergent und als Potenzreihen von Q im Innern des Inter-
valles 0 S Q < 1 gleichmässig konvergent, andererseits als trigonometrische Reihen 
im abgeschlosenen Intervall 0 ^ 9 \£ 2n gleichmässig konvergent, so dass man 
gliedweise integrieren kann. Nach Multiplikation mit dem Faktor e~inB (n = 1, 2,...) 
und Integration erhalten wir 

(3) 

(4) 

í *V(Q, 9) e~in* d9 = f *[c0 + | Q
m(c'm cos m9 -

Jo Jo ms=1 

- c"m sin m9) (cos n9 - i sin n9)J d9 = 

= *>"<:> + Q
nKn = 7r^(c; + icft = TI^C,, 

í Vfo, 9) e~m á9 = f *[c£ + £ ^M(C cos m9 + 
Jo Jo w = 1 

+ <4sin m9) (cos w# - Í sin n9)~] d9 = 

= Q
nďnn - tf"/c> == -inQn(c'n + íc?,) = 

TC^C., 

da nach den bekannten Orthogonalrelationen alle Glieder in den beiden Formeln bis 
auf zwei abfallen. 

Die Formel (4) ist für die Abschätzung des absoluten Betrages von cn nicht geignet, 
da wir nichts näheres von der Funktion V(Q, 9) wissen. Wir können aber die For­
mel (3) benutzen, denn es gilt U(Q9 9) = SR{/(z)} > 0 und so haben wir 

c w - = — f *U(Q99)e~Md9 
^ " J o 

\cn\ S —n [2)U(Q, 9) e~in*\ d9 _ - L f 2KU(Q9 9) d9 

w - Һ Í 
ПQ J{ 

"[i + Ě QmK cos m9 - c"m sin m9)] d9=—\lK^-; 
0 m=l t ß 2 ß" 

wenn g -* 1, dann ist \cn\ <* 1, (n = 1,2,...). Die Grenze wird z.B., für die Funktion 

/(z) = l L ± J = i + Z + 22 + ... , | - | < 1 

erreicht. 
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Satz 2. Es sei 
f(z) « z+ fl2Z

2 + tf3Z
3 + ... 

d»0 Im ßinheitskreis \z\ < 1 reguläre, schlichte Funktion, welche dort die Be­
dingung 

erfüllt. Dann ist 
\an\£n9 (n = 2,3, . . . ) . 

Beweis. Ist die Funktion/(z) im Einheitskreis \z\ < 1 regulär und schlicht, so ist 
dort die Funktion f(z)jz regulär und von 0 verschieden. Dasselbe gilt von der 
Funktion ^[/(z)/z], die man in die folgende Potenzreihe entwickeln kann 

//(!) = 1 + i f l 2 2 + l (4a3- -a 2 )+ . . . 
t\j z 2 o 

oder 

//(*) 1 1 1 1 „ 2x 

J-T --2-i + -2°'2 + i(4a>-") + -
Unter Voraussetzung Gültigkeit der Bedingung (1) 

erhält man mit Benutzung des Satzes 1 

| * a 2 | g l , \a2\£2 

(K^3 - *a)| £ 1» 4 | a 3 | ^ 8 + | a 2 | 2 ^ 1 2 , |a3| £ 3 . 

Allgemein: 

7(1 + a2z + ... + an+iz
n + ...) == 1 + ctz + c2z

2 + ... + cz" + ... 

1 + a2z + ... + a ^ z " + ... = (1 + cxz + c2z
2 + ... + cnz

n + . . . ) 2 . 

Durch Vergleichung der Glieder bei zn erhalten wir; 

n gerade: an+t « 2c, + 2 ^ . ^ + ... + c2
/2 , 

n ungerade: aH+1 « 2c„ + 2c1cJt^1 + ... + 2cK B .1 )c i ( l l + 1 ) . 

Naeh dem Satz 1 gilt für jedes n9 dass \cH\ jg 1, (n * 1,2,...); wir haben also: 
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n gerade: Anzahl der Glieder \n + 1, der letzte ^ 1 , alle vorangehende ^ 2 , 
gemäss dem absoluten Betrag, also |tf,,+i| ^ 2n/2 + 1 » n + 1; n ungerade: Anzahl 
der Glieder %{n + 1) und jeder <?2, gemäss dem absoluten Betrag, also |aÄ+i| S 
<; 2(n + l)/2 = n + 1 oder allgemein 

|an| S n, (n = 2,3, . . . ) . 

Die Grenze ist genau; sie wird durch die bekannte schlichte Funktion 

/(z) = — - — - = z + 2z2 + 3z3 + ... + nzn + . . . , \z\ < 1 
(1 - z)2 

erreicht. 

n 

Jetzt untersuche ich, wie weit die Bedingung (1) im Einheitskreis \z\ < 1 für jede 
schlichte Funktion erfüllt ist. Ich benutze dabei einen Satz von Faber (Satz 3a), den 
Bieberbachschen Flächensatz (Satz 4), den Verzerrungssatz (Satz 5) und noch einen 
weiteren Hilfssatz. 

Satz 3a. Es sei 

/(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, schlichte Funktion und es sei v eine beliebige, 
positive, ganze Zahl v = 2, 3, . . . , dann ist die Funktion 

(5) <pv(z) - V[/(z*)] - z + a^z"1 + ... + av;>+1z™+1 + ... 

auch regulär und schlicht im Einheitskreis |z| < 1; hierbei ist ein bestimmter 
Zweig der v-Wurzel zu nehmen, 

Beweis. Die Funktion 

Фv(z)=У[/(zO] = Z ^ 9 

ist im Einheitskreis |z| < 1 regulär, weil daselbst /(zv)/zv regulär und von 0 ver­
schieden ist. Es seien nun z% und z2 beliebig im Einheitskreis \z\ < 1 und es sei 

(6) ^(z . ) = <pv(z2) oder V[/(zI)] = V[/(z2)] , 

dann ist notwendig zt = z2. Es folgt nämlich aus (6)f(z\) = /(z2) und da/(z) eine 
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schlichte Funktion ist, folgt es daraus, dass z\ = z2, d. h. zt = c0kz2, wo mk = «j/l, 
fc «- 1, 2,. . . , v. Nur die erste-Wurzel ojt = 1, d. h. zx = z2, kommt in Betracht. 
Die Möglichkeit zt =*= mkz2, wo ö>fc die v — 1 übrigbleibenden v-Einheitswurzeln 
durchläuft, fällt ab, weil dann bekämen wir 

<Pv(
zi) = ^ v f e ) - ookz2 + a{;U(o>kz2y^ + ... + a (;n>+1Kz2r+1 + ... 

= a>kz2 + eVvVv
2

+ 1 + ... + coka%+1z2
n+1 + ... , ^ = 1 

(f>v(zt) = ö>fc<pv(z2): also einen Widerspruch mit (6). 
Für diesen Satz können wird auch einen zweiten ganz kurzen Beweis angeben. 

Durch die Funktion zv geht der Einheitskreis |zj < 1 in einen v-blättrigen Ein­
heitskreis fnit dem Verzweigungspunkt z = 0 über und dieser wird durch die Funk­
tion f(zv) auf ein in ähnlicher Weise verzweigtes Gebiet abgebildet. Durch Übergang 
zu der Funktion ^/[/(Zv)] fällt diese Verzweigung ab und man erhält ein einfach 
bedecktes, schlichtes Gebiet. 

Bemerkung: Den Satz 3a hat FABER zuerst für v = 2 bewiesen. Siehe dazu auch 
[12d]. 

Satz 3b. Es sei 

^(z) = z + c^ l Z*+ 1 + ••• + c%+1*"+1 + ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, schlichte Funktion und es sei v eine belie­
bige, positive, ganze Zahl v = 2, 3, ...; dann existiert zu jeder Funktion ij/v(z) 
eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, schlichte Funktion 

f(z) = z + a2z
3 + a3z* + ... , 

aus welcher die Funktion &v(z) durch die Operation 

hervorgeht; hierbei ist ein bestimmter Zweig der v-Wurzel zu nehmen. 

Beweis: Die Funktion 

(7) lHzUv)T « 0 1 / v + ev
vVv+1) /v + ••• + cvl\lZ^+1^ + . . . ] v 

= [z1^i + ^ ^ + ... + 4)
+12l, + ...)]v 

== z + a2z
2 + Ö3Z3 + ... = / (z ) 

ist offenbar im Einheitskreis \z\ < 1 regulär und mit der Funktion f(z) durch die 
Relation \j/v(z) = v/[/(?v)] verbunden. Es seien nun zt und z2 beliebig im Einheits­
kreis \z\ < 1 und es sei 

(8) - i>v(-ry)]v - c w - n r . 
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dann ist notwendig zx = z2. Es folgt nämlich aus (8) 

^v(z}/v) = ^ v ( z ^ ) , o>* = - . / - , fc = l ,2 , . . . ,v . 

= «vi" + c ^ i - T 1 W ' + - . + «vS?+.*-r+1V* + -
= o>tz^ + c < ^ K - J ' 7 + 1 + - + £>+ 1(a, tz*'T+ 1 

•M-".") = «M^z^) 

und da ^v(z) eine schlichte Funktion ist, folgt daraus 

z\/v = cokzl/v
9 d.h. z t = z2 . 

Bemerkung. Den Satz 3b für v = 2 hat zuerst RADÖ für die Abschätzung des 
absoluten Betrages einer regulären, schlichten, ungeraden Funktion g(z) benutzt. 
Siehe dazu [I2e]. 

Satz 4. Es sei 

w = (p(z) = - + b0 + bxz + b2z
2 + ... 

z 

eine im Gebiet 0 < |z| < 1 reguläre, schlichte Funktion mit dem einfachen Pol im 
Unendlichen, Dann ist 

00 

E n\bn\
2 £ 1. 

n = l 

Beweis: Bei der schlichten Abbildung des Gebietes 0 < |z| < 1 durch die Funk­
tion w = cp(z) bleibt ein ganz bestimmter Bereich der w-Ebene unbedeckt, dessen 
Flächeninhalt grösser oder gleich Null ist; daraus folgt die Beweismethode. Die 
Kreislinie )z| = r < 1 wird durch die Funktion cp(z) auf eine geschlossene analytische 
Jordankurve von der Gleichung w = w(3) = (p(re*% z = rem abgebildet. Die Flä­
che P des von dieser Kurve umschlossenen Bereiches ist durch die bekannte Integral­
formel gegeben 

1 C2n 

p = - (Mi/ - u'v) d# , w = u + iv 
2 Jo 

•2я 

P= ' 
2 

1 r2 grw(9) + w(9) v/(ď) - w'(ď) _ w'(ď) + vv'(g) w(ď) - w(3)"| d 9 = 

2 J o L 2 2ř 2 2ř J 

- f "[w(9) w'(S) + vv(3) w'(S) - w>(9) ív'(9) - w(3)w'(9) - w(9) w'(&) -
V Jo 

- w(S) W'(3) + w(S) w'(S) + w(8) w'(S)] dS = 

= - f [iv(9) w'(S) - w(S) w'(S)] d9 = 
4i Jo 

171 



-^;T(^+E»+ly-)(^+'i»^j-
=-1?+*• +.?,ve")(+ ̂  - s,*""*)]<»• 

Alle Glieder mit der ganzzahligen Potenz von em fallen bei der Integration ab und 
so erhält man 

p » 1 1 " _ ? 5 _ 2**5, + 27rii>1 + 2*/ £ wild2 r2* -

- 2-j! - 2 A » ! + 2*/^ + 2iri£ n|f>w|2 r2rt 

r «=- I 

P - - 4 + w |;„|6 i , |-ra-l . 
r H--1 J 

Der Flächeninhalt wird negativ gerechnet, da bei positivem Umlaufen der Kreislinie 
jzj « r der mitbewegte Bildpunkt w =- <p(z) den durch Jordankurve umschlossenen 
Bereich rechts lässt. Das können wir sofort einsehen, wenn wir ein kleines z betrach­
ten; dann spielt offenbar das erste Glied l/z die entscheidende Rolle. Nach obiger Be­
merkung muss dieser Flächeninhalt grösser oder gleich Null sein. Wir haben also 

r »=1 

und daraus wenn r -> 1 

Satz 5. Es sei 
f(z) = z + a2z

2 + azz
3 + ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre^ schlichte Funktion. Dann ist 

a) |a2| £ 2, 

b) |c| *= i (c ist der nächste Punkt der Grenze des Bildgebietes), 

c) _LL «g |/'(z)| £ J-f-r (der Verzerrungssatz), 

izi 

i - И 
(1 + IФ3 

14 (9> «öfH?s | A N , | sa-w 
Alle Grenzen sind genau; es gibt Funktionen für welche dieselben erreicht werden. 

'. / 
Beweis, a) Ist die Funktionf(z) im Einheitskreis \z\ < 1 regulär und schlicht, so ist 

dort — nachdem Satz 3a — die Funktion F(z) =- V[/(z2)] "• z + iö2z2 + ... auch 
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regulär und schlicht. Die Funktion 

1 1 1 
= a2z + ... 

F(z) z 2 

ist dann regulär und schlicht im Gebiet 0 < \z\ < 1 und nach dem Satz 4 gilt 

\-\ai\ S 1 d.i. \a2\ S 2 . 
b) Es sei/(z) 4= c im Einheitskreis \z\ < 1. Dann ist auch c + 0 und die Funktion 

/tW--^---+f«a + -Y 
c - /(z) V cj 

ist im Einheitskreis |z| < 1 offenbar regulär und schlicht. Nach a) gilt aber 

ii 
a2 + < 2 

und da \a2\ £ 2 ist, folgt daraus, dass \c\ ^ }. 

c) Ist die Funktion/(z) im Einheitskreis Izl < 1 regulär und schlicht, dann ist die 
Funktion 

ę{0=/(íт£)~ a°+aiC+aгC2+ 

regulär und schlicht im Einheitskreis |£| < 1, da die homographische Transformation 
(C + -0/(1 + *C) die schlichte Abbildung des Einheitskreises |C| < 1 auf sich selbst 
vermittelt. 

Die Koeffizienten a0, al5 a2 bestimmt man nach der Taylorschen Formel 

a0 « <p(0) = /(z) , Ä1 - <p'(0) = (1 - zz)f(z) , 

a2 - ^ ' ( 0 ) - i( l - *z) 2 r00 - S(l - *2)/'(*). 

Jetzt normiert man die Funktion <p(£) 

/ 
Vi + -C/ <ҚC) - «0 = 

в l /'(z) (1 - zz) 

/(-) 
= ø(C) = C + /?2C

2 + 

und da nach a) [a2j <£ 2 ist, erhält man 

N- a2 / ' ( - ) ( ! - « ) 

oder 

-/'(*•) 
/'(-) 

/'(z) 

Jzjl 
1 - lz| 

- 2ż <.2 

4-1 
1 - l z l 2 
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Daraus folgt 

oder 

_i_L_ < sj___«i _ _____ < ______ 
i -N 2 l Tool i - N 2 " i - N 2 

____i*líl < * J____l < _______. 
--I-Ia " i r w j " | - - | - , a ' 

betrachten wir, dass 

______ _. _________ = aiog/'Q) __ |z | dlogT(-) 
T(z) dlog_~ d log |z| 'Z| d|z| 

ist, erhalten wir weiter 

2^tlM *: l.l ___ » ( l o g /Y z ) } < _|£|__t__*l 
l - | z | 2 - P | 3 | z p I O g ; W ] = l - | z | 2 

Da aber 9t{log /'(*)} = log |/'(2)| ist, haben wir endlich 

- - - - - < - - - log |/'(z)| < - £ - + _ 
i - H 2 = a|z| l og |M) | = i - | z p 

und daraus folgt durch Integration 

2 

JLzJfL < |/YZ)| <
 1 + N 

(1+.|Z|)3 = I /(Z)I = (1-|Z|Y-
d) Aus 

i/'(2)| < _______ 
17 U | - (1 - |Z|Y 

folgt durch Integration über den Radius des Punktes z 

m - |j>>-| sj>)i*i - j;^*w - ( TV 
Die untere Abschätzung von |/(z)| beweisen wir folgendermassen: Es sei/(z) der dem 
Nullpunkt nächstgelegene Punkt des Bildes der Kreislinie |zj = r und es sei L jene 
Kurve der z-Ebene, welche der Verbindungsstrecke von 0 bis /(z) entspricht; dann 
folgt aus 

|/(z)| - f |/'(-)| |dz| wegen |dz| S_ d|z|, 
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Man hat also 

|л-)| ѓ 
(l + | z | ) - - " w , - ( l - | 2 | ) - -

Die untere Abschätzung enthält aufs neue das Ergebnis über den nächsten Punkt 
der Grenze des Bildgebietes; die obere Abschätzung schränkt das Wachstum der 
Funktion f(z) ein. Alle Grenzen werden durch die Funktion 

f(z) = ^—- = z + 2z2 + 3z3 + ... + nzn + . . . , Izl < 1 
(1 - zf 

erreicht, wie man sich leicht überzeugen kann. 

Satz 6. Es sei 

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + ... 

eine im Einheitskreis |z| < 1 reguläre, schlichte Funktion. Dann ist die Funktion 

-f- = 1 + b^Z + b[»Z2 + ... + b^Z^ + ... , #> = -02 , 

/(*) 

im Einheitskreis |z| < 1; 

a) regulär, 
b) beschränkt, 

c) für ihre Koeffizienten gilt £ wlfrj,1^2 _S 1 und 
n-l 

d) sie lässt sich in der Form schreiben 

(10) - ^ - = [1 + Bv(z)Y, (v = 2,3, . . . ) , 
/ (-) 

wo die Funktion 

B/z)-_i_ .z+ ... + _*:>.._" + ... 

im Einheitskreis |zj < 1 regulär, beschränkt, 4= — 1 is. und für ihre Koeffizienten 
gilt 

(11) £(vn - l)|*U?-i|a SS 1 
n - - l 

und für den absoluten Betrag die Abschätzung 

<i2> i ^ y t ^ 1 0 8 ^ ) -
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Beweis, a) Ist die Funktion/(z) im Einheitskreis \z\ < 1 regulär und schlicht, so 
ist dort die Funktion f(z)jz regulär und von 0 verschieden; es ist daher auch ihr 
reziproker Wert eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre Funktion. 

b) Aus (9) erhalt man für die Funktion f(z)\z 

(13) 1 

(i + W = 

und daraus folgt nach a) 

(14) 0 < (1 - \z\f < 

/ ( -) 1 

(i - N) 2 ' 
- < i 

/ (-) 
<.(l + | z |Y<4 , | z | < l . 

c) Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis \z\ < 1 regulär und schlicht, so ist die 
Funktion 

- L = £ + fra) + bwz + fe(D22 + _ 9 6ci) = „ f l 2 

regulär und schlicht im Gebiet 0 < \z\ < 1 und für ihre Koeffizienten gilt nach dem 
oo ' 

Bieberbachschen Flächensatz £ «|&n1}|2 -£ --• 
n - l 

d) Ist die Funktion /(z) im Einheitskreis \z\ < 1 regulär und schlicht so ist dort, 
nach dem Satz 3a, die Funktion 

9M Ä V[/(<0 - * + «Ei***1 + - + « Ä i ^ 1 + . - , (v - 2, 3,...) ; 

auch regulär und schlicht, die Funktion 

- j — = i + . « . z ' " 1 + ... + ftW-i-™"1 + -
?.oo y[/(zv)] -

ist dann regulär und schlicht im Gebiet 0 < |z| < 1 und für ihre Koeffizienten gilt 
00 

nach dem Bieberbachschen Flächensatz J) (vn — 1) |&v»-i|2 _ä 1; den Ausdruck 
n = l 

/ r \ ,_ = i + itfV"1 + ... + ftíí-tz"-1 + ..., O < \z\ < 1 
y_/(zv)_ - • M 

kann man aber in dieser Form schreiben 

z . / zv 

</[/(-*)] V/(-v) 
1 + ł»w.z» + ... + _£>___» + ..., |z| < 1 

oder 

тfт - [1 + ЬSU__. + ... + .<?___• + ...]• - [1 + ßv(z)Y; 

Л-) 

Ш 



die Funktion 
Bv(z) = bi%z + ... + .ftW .*• + . . . , |z| < 1 

ist im Einheitskreis |z| < 1 offenbar regulär, beschränkt und =f= — 1, es folgt aus der 
Relation (14), 

(15) 0 < ÿ ( l - | - | > , - 5 v / - i - | - |1 + Bv(z)| < V(l + l-IY < V4. |Z| < 1; 

zur Abschätzung der Funktion Bv(z) 

|-tf-)| < |t>.v2i| r + ... + IftW-il r* + . . . . |-| - r < 1 

benutzen wir die Schwarzsehe Ungleichung 
00 00 

„2 V a2\ I« j» . ._V(ľ «?£/£) . «» = o, A . Š O 
л = l я = l л = l 

вe,-V(vи--)|b(»>-i|. Ä = 
V(v» - 1) 

K'Ujfeo-WS-tfJfe^i) 
und daraus wegen (11) 

|W| s ,/i /( £ _-fL) .. /(£ - ^ ) - /C_L f £) . 
A/ \»-*I vn — 1/ A/ \«=I vn — n/ */ \v — l»--i n ) 

Bemerkung. Für v = 2 und v = 4 haben wir für \Bv(z)\ schärfere Abschätzun­
gen, da man die Reihen 

oo J2n oo „2» 

E - ü - und E - J -
2 n - 1 a4n — 1 

addieren kann. 

(Ю .-2. ШtJţІp-ъVЄ-ђJfeŚг)* 

*Л*J$-
oo „ 2 — ł * oo - .2Л-1 -.3 .„2л-l 

V J. y. 

« >. + -. + ... + — — 
-i2n - 1 3 2n - 1 

1 i ! + r 

+ ... » - log . 
2 1 - г 

m 



(17) v = 4, \B*Uj(&(«-W-f)J(t^* 

£ _L__ . V r £ (v_T__ _ Vr r__L f£ <_-^W) = 
. - i 4n - 1 V . t . 4n - 1 V J 0 d(../>) _--i 4« - 1 J- W 

= <Jr f* £ (v»--2 d(Vr) = V \"^%1 *U') = 
Jo »=i J o l - ( v r r 

_ /.n ["-ML -i r______i, 
V _2jo--(v>)a 2j0 1 +(V)2J 

^ r 1 + Jr Jr , 
_, \L- l0g __ _ 5L arctgVr • 

4 1 - Jr 2 
oo oo 

Beide Potenzreihen J^(y/r)4n'il(4n - 1) und £(N/r)4,I~2 sind im Innern des 
i t = l n = l 

Intervales 0 _§ ./(r) < 1 stetig, differenzierbar und gleichmässig konvergent; man 
kann also gliedweise differenzieren und integrieren. 

Jetzt kann ich die in meiner Arbeit [15] bewiesene Abschätzung durchführen. 

Satz 7. Es sei 
f(z) = z 4 a2z

2 4 a3z
3 4 ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, schlichte Funktion, Die Bedingung 

erfüllt jede schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r 

0,83 < r < 0,84 ; 

r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 

r log- « 2 . 
1 — r 

Beweis. Die Bedingung (1) ist, wie man leicht aus einer Zeichnung erkennt, mit 
der Ungleichung 

(18) 

m 

/ /(-) - 1 /___ 
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äqvivalent. Ist die Funktion/(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulär und schlicht, so ist 
dort die Funktion f(z)Jz regulär von 0 verschieden. Dasselbe gilt von der Funktion 
y/(f(z)jz); man kann also durch diese Funktion teilen und so erhält man aus der 
Ungleichung (18) 

(19) 

Nach dem Satz 6, aber für v = 2, gilt 

z < i 

= [1 + B2(z)f oder 
/(-) L WJ V/(-) 

Nach Einsetzen reduziert sich also die Ungleichung (19) auf 

(20) , \B2(z)\ < 1 

und daraus nach dem Satz 6, der Bemerkung für v = 2 

= 1 + Bг(z) . 

< 1 

oder 

w->i-y(i-.£,) 
i i + r ^ -> 

r log < 2 
1 - r 

0,83 < r < 0,84. 
Es könnte im ersten Augenblick vorkommen, dass eine weitere Verschärfung nicht 

mehr möglich ist. Denn legen wir für die Koeffizienten der Funktion 

(21) 

B2(z) = &<2>z + Ъ™zг + ... + bgl.z" + 

1 
1*24 - VW« + l ) ( 2 n - l ) ] 

so ist die Bedingung (11) hier offenbar erfüllt 

I ( 2 « - l ) | f t (
2

2 > _ 1 | 2 = f ( 2 B - 1 ) . 1 

, \z\ < 1 

(п - 1,2,3,...), 

£ 1 
n(n + 1) (2n - 1) . -1 n(n + 1) 

und für die Abschätzung von B2(z) erhalten wir 

^J(%?"-^?)J{%£r) = 
= J \„?i n(n + \)) J V«?i 2 n - l j = J \2 l°S T^~r) ' 

das ist aber unsere alte Abschätzung. 

= 1 
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Das Ergebnis ist nur scheinbar; es ist nämlich vorhinein nicht klar, ob die Funk­
tion /(z), die mit der Funktion B2(z) durch die Gleichung *j(z\f(z)) « 1 + B2(z) 
verbunden ist, regulär und schlicht im Einheitskreis |z| < 1 ist. Es zeigt sich aber 
durch eine tiefere Analyse der Ungleichung (19) eine weitere Verschärfung um 7%; 
denn es gilt der folgende 

Satz 8. Es sei 

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, schlichte Funktion. Die Bedingung 

erfüllt jede schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r 

0,90 < r < 0,91 ; 

r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 

V ( r ) l o g l ± ^ _ 2 V ( r ) a r c t g V r = 2 . 

Beweis. Die Ungleichung (19) 

Z 

M 
< 1 oder z 

M 
< 1 

kann man in dieser Form schreiben 

(22) Vм VяГ1 < i 

Diese Ungleichung ist immer erfüllt, soweit die Funktion 

(siehe (10)) die Abbildung des Einheitskreises |z| < 1 auf ein in der rechten Hälfte 
der Lemniskate Q% •* 2 cos 2<pf 0 S 9 S n/4 gelegenes Gebiet vermittelt. Die Aus­
drücke 

XI м V м 
+ i 
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stellen nämlich die Entfernungen des Punktes w4(z) von den Punkten +1 resp. - 1 
dar und für den absoluten Betrag der Funktion w4(z) erhält man aus der Relation 
(15) 

(23) 0 < V(l - |z|) < 
/ ( - ) 

= |w4(z)|šV(l + |-|)<V-. N < -

(Der gefälUge Leser macht sich eine Zeichnung beim Beweis des Satzes 8). 
Für ein kleines r ist die Ungleichung (22) offenbar erfüllt, da die Funktion w4(z) 

den Nullpunkt der z-Ebene auf den Punkt (1,0) der w-Ebene abbildet und ein kleiner 
Kreis der z-Ebene mit dem Mittelpunkt im Anfang wird sicher auf ein in der rechten 
Hälfte der Lemniskate Q2 -= 2 cos 2q> gelegenes Gebiet der w-Ebene abgebildet. Aus 
der Ungleichung (22) können wir auch die Abschätzung für den Radius r dieses 
Kreises gewinnen. 

(24) |1 + ß4(z) - 1| |1 + B4(z) + 1| < 1 

|ß4(z)| |2 + B4(z)| < |ß4(z)| (2 + |B4(z)|) < 1 

(1 + |B4(z)|Y < 2 

|B4(z)| < V(2) - 1 . 

Dies wäre keine Verbesserung der bisher gewonnenen Abschätzung. Aus der Relation 
(10) haben wir nämlich [1 + B2(z)f == [1 + %(z)f oder B2(z) = 2ß4(z) + B2

4(z)9 

so dass aus (22) folgt |2B4(z) + ß4(z)| = |-52(z)| < 1 und das ist die Ungleichung 
(20) aus dem Satz 7. Aus der Ungleichung (24) folgt eine noch schwächere Ab­
schätzung als aus (20). 

Eine Verbesserung erreichen wir nur dadurch, dass wir die Ungleichung (22) durch 
eine andere ersetzen, die wir besser abschätzen können. Zu diesem Zweck müssen wir 
sie im Ganzen fünfmal abändern. Den Ausdruck auf der linken Seite ersetzen wir 
dreimal nacheinander durch einen äquivalenten Ausdruck; dann ersetzen wir ihn 
zweimal durch einen anderen, welcher in den zugehörigen Intervalen für |w4(z)| 
und cpx grössere oder gleiche Werte annimmt. 

1. Die Ungleichung (22) kann man im Reellen in dieser Form ausdrücken 

(-5) V[l2 + 'M-)|2 - - • 1 • K(-)| cos 9 J . 

• V[l2 + K(- ) | 2 - 2 . 1 . |w4(z)| cos (n - <?.)] < 1, 

0 < | w 4 ( z ) | < , y 2 , 0 ^ ^ < T C / 4 , 

oder 

(26) (1 + |w4(z)|2 - 2|w4(z)| cos <pt) (1 + |w4(z)|2 + 2|w4(z)| cos cpt) < 1. 
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2. Betrachtet man, dass die Relation 

W I *ITT\ - * I= Nz>l= VD + \w^\2~ 2IW^Icos *J 
,1V / ( z ) I 

gilt, so nimmt die Ungleichung (26) diese Form an 

(28) |£4(z)|2 (1 + |w4(z)|2 + 2|w4(z)| cos cpz) < 1 . 

3. Die Ungleichung (28) kann man folgendermassen schreiben 
(29) |ß4(z)|2 {fc[l + |w4(z)|2 - 2|w4(z)J cos <pj -

- (fc - 1) (1 + |w4(z)j2) + (fc + 1) 2|w4(z)| cos q>z} < 1 , 

wo-fc eine beliebige positive ganze Zahl fc = 2, 3 , . . . ist und daraus wegen (27) ergibt 
sich 

(30) |B4(z)|2 {fe|B4(z)|2 -

- [(fc - 1) (1 + |w4(z)|2) - 2(fe + 1) |w4(z)| cos <pj} < 1 . 

4. Die Ungleichung (30) ist mit der Ungleichung (26) identisch, aus der aber 

(31) (1 + |w4(z)|2)2 - 4|w4(z)|2 cos2 cpz < 1 

folgt; die Ungleichung (30) ist also bestimmt erfüllt, wenn wir für cos <pz das Mini­
mum d.i. cos (rc/4) = 1/̂ /2 legen: 

(32) |B4(z)|2 {fc|B4(z)|2 - [(fc - 1) (1 + |w4(z)|2) - V(2) (fc + l)|w4(z)|]} < 1 . 

5. Endlich betrachten wir, dass die folgende Ungleichung gilt 

(33) fc|ß4(z)|2 - [(fc - 1) (1 + |w4(z)|2) - V(2) (fc + 1) |w4(z)|] < 

< fc|ß4(z)|2 - Min [(fc - 1) (1 + |w4(z)|2) - V(2) (fc + 1) |w4(z)|] ; 

jetzt berechnet man das Minimum der Funktion 

<Kh(z)|) - (fc - 1) (1 + |w4(z)|2) - V(2) (fc + 1) |w4(z)| 

d ^ ^ ) = 2 ( , _ 1 ) K ( z ) 1 _ v ( 2 ) ( , + 1 ) = 0 

d|w4(z)| 
und daraus 

-abaß-*-.)>. 
d|w4(z)|2 

182 



also das Minimum; nach Einsetzen in (32) erhält man 

(35) |ß4(z)|2 |fc|ß4(z)|2 - T(fc - 1) + (fc - 1) i Q ± i J -• 

V ( 2 ) ( t + 1 , ± t ± i | < 1 

(36) |B4(z)|2 ^fc|B4(z)|2 - fc2
2~

 6_k + l \ < 1 ; 

jetzt machen wir uns eine kurze Übersicht von allem, was bisher in dem Satz 8 be­
wiesen wurde: 

-W 1 
> - O 

2 V/(*) 
< i 

•J m 
2 

Vя-) 
- 1 

2 

. / — + 1 
Vя-) 

= |ß4(z)|2 {1 + |w4(z)|2 + 2|w4(z)| cos cp2} = 

= |ß4(z)|2 {fc|ß4(z)|2 - [(fc - 1) (1 + |w4(z)|2) - 2(fc + 1) |w4(z)| cos 9a]} < 

< |ß4(z)|2 {fc|ß4(z)|2 - [(fc - 1)(1 + |w4(z)|2) - V(2)(fc + l)|w4(z)|]} < 

S | B 4 ( z ) | . { t | B ^ - ^ ± i } . 

Die Bedingung (1) ist also bestimmt erfüllt, soweit die Ungleichung (36) gilt. Aus 
dieser aber folgt 

(37) is<(2>H('-!^)w*4 
wenn k ~> oo sehen wir, dass die Ungleichung (37) bestimmt erfüllt ist, wenn die 
Ungleichung 

(38) |B4(z)|* - i|B4(z)|2 < 0 

gilt und daraus endlich 

(39) | ö 4 ( z ) | 2 < i ' ) 

1) Nach der völligen Ausarbeitung von dieser Abhandlung ist es mir gelungen die Ungleichung 
(39) durch eine schärfere zu ersetzen und zwar |B4.(z)| < l,aus welcher die Abschätzung 0,98 < 
< r < 0,99 hervorgeht; näheres in weiterer Arbeit. 
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Nach dem Satz 6, der Bemerkung für v .-=- 4, erhält man dann 

, |B4(Z)P =_ ̂  log i±Jl - I V(r) arctg Jr < l-
4 1 — ^r 2 2 

oder 

VW log \ ^ - 2 VW arctg Vr < 2 

und daraus folgt 
0,90 < r < 0,91. 

Bemerkung. Über die zur Ungleichung (39) führende Methode behandle ich 
eingehend in einer selbständigen Arbeit „Ein Satz über beschränkte Funktionen". 

in 

Zuletzt beweise ich entsprechende Sätze über eine reguläre, ungerade, schlichte 
Funktion g(z). 

Satz 9. Es sei 

g(z) « z + czz* + c5z
5 + ... + c2n^tz

2n-i + ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, ungerade, schlichte Funktion, welche dort 
die Bedingung 

0) *{f}>i 
erfüllt Dann ist 

\c2n„t\ S 1, (n = 2,3, . . . ) . 

Beweis: Ist die Funktion g(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulär, ungerade und 
schlicht dann ist dort die gerade Funktion 

^ - 1 + c3z
2 + csz* + ... + c ^ z 2 " - 2 + ... 

oder 

é - i _ . i + CзZ- + c s 2* + . . . + C2я_lZ-"-- + . . . 
z , 2 2 

auch regulär. 
Unter Voraussetzung der Gültigkeit der Bedingung (2) 

{• *fгö>-í}>o, 
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erhält man mit Benutzung des Satzes 1 die Ungleichung 

Die Grenze ist genau; sie wird durch die ungerade, schlichte Funktion 

ø00 = 
1 - Z 2 

= Z + Z3 + Z5 + ... + Z2"-1 + 2 < 1 

erreicht. 

Satz 10. Es sei 
g(z) = z + c$zz + c5z

5 + ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, ungerade, schlichte Funktion. Die Bedingung 

(2) Ћ řřH 
erfüllt jede ungerade, schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r 

0,90 < r < 0,91 ; 

r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 

rMogL±4 = 2. 
1 - r2 

Beweis. Man kann wie beim Beweis des Satzes 7 fortschreiten. Die Bedingung 
(2) ist mit der Ungleichung 

(40) ? W - i ^ 9&-

äqvivalent und da die Funktion g(z)jz im Einheitskreis \z\ < 1 regulär und von 0 
verschieden ist, folgt daraus 

(41) 
*(*) 

< 1. 

Ist die Funktion g(z) im Einheitskreis Jz| < 1 regulär und schlicht, so ist dort, nach 
dem Satz 3a, die Funktion 

V W ) ] = */(-" + *3Z3V + - + -2--l-' ( 2""1 ) + . . . )» 

- z + 4Vv)
+iZ2v+1 + - + 4vv)„+iz2v"+1 + - , (v = 1, 2, 3,...) 
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auch regulär und schlicht und weiter ist im Gebiet 0 < |zj < 1 die Funktion 

(42) * n = - + &<;>_ l Z
2 ' " l + ... + b%„- .z2™-l + ... 

VDK-V)] z 
00 

auch regulär und schlicht und für ihre Koeffizienten gilt ]T (2vn — 1) |b(
2
Vvn-i|2 = *• 

Aus der Relation (42) erhält man n=z l 

(43) -f- = [1 + {,<;>_ lZ
2 + ... + &&_.-*» + . . . ]* = [1 + ^ ( z - ) ] " 

#(z) 

und daraus folgt für v = 1 

(44) " - i - - 1 + B2"(Z
2). 

3(z) 

Für den absoluten Betrag von JB(
2
1>(Z

2) haben wir aber die folgende Abschätzung (45) 

i * " ^ s 7[.?.«- -" i^-i*] J[l £-]s Mlog r^] • 
so dass die Ungleichung (41) die Form 

(46) \B(
2

l)(z2)\ < 1 oder r2 log ^ ± Z ! < 2 

hat und daraus wegen (20) 

0,90 < V(0,83) < r < V(0,84) < 0,91 . 

Bevor ich die Verschärfung des Satzes 10 beweise, muss ich das Analogon der 
Formel (9) für die reguläre, ungerade, schlichte Funktion g(z) nach RADÖ [12e] ab­
leiten. 

Nach dem Satz 3b existiert zu jeder, im Einheitskreis |z| < 1 regulären, ungeraden, 
schlichten Funktion 

W*) = d(z) = z + c3z
3 -F c5z

5 + . . . , 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, schlichte Funktion 

f(z) = z -F a2z
2 + a3z

3 4- . . . , 

welche mit der Funktion g(z) durch folgende* Beziehung verbunden ist 

0(z) = V[/(-2)T 
Man kann dann die Formel (9) benutzen 
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oder 

(47) < |fl(-)| < 
1 + | r | - - ' — ' - 1 - |z|-

und daraus erhält man für die Funktion g(z)jz die Abschätzungen 

(48) 1 

1 + 2 
< 

(z) 1 
1 - Z 

und daraus endlich folgt — die Funktion g(z) ist im Einheitskreis |z| < 1 regulär und 
von 0 verschieden — ähnlich wie bei den Formeln (13) und (14) 

(49) 0 < 1 - \z\2 < 
в(z) 

< l + z 2 < 2 , z < l . 

Satz 11. Es sei 
g(z) = z + c3z

3 + csz
5 + ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, ungerade, schlichte Funktion. Die Bedingung 

1 
(2) 9. m 
erfüllt jede ungerade, schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r 

0,95 < r < 0,96 ; 

r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung 

1 + r 
r i0g 2r arctg r = 2. 

1 — r 

Beweis. Alles verläuft wie beim Beweis des Satzes 8. Die Ungleichung (41) 

i -
*(-) 

< 1 oder 1 < 1 
*(-) 

kann man schreiben 

(50) U-)J ^ VU-)j + 1 < 1. 

Diese Ungleichung ist immer erfüllt, soweit die Funktion 

W2(Z)= / - f ; ; - 1 + Bp(z2) 

(siehe (43)) die Abbildung des Einheitskreises |z| < 1 auf ein in der rechten Hälfte der 
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Lemniskate Q2 « 2 cos 2q>> 0 <* ^ g K/4 gelegenes Gebiet vermittelt. Die Ausdrücke 

U-)J * und УUJ+ 1 

stellen die Entfernungen des Punktes W2(z) von den Punkten + 1 resp. — 1 dar und 
für den absoluten Betrag der Funktion W2(z) haben wir aus der Relation (49) 

(51) 0 < x/(l - |-|2) < / - ^ - = \W2(z)\ < V(l + |z|2) < V2 . N < 1 • 

Wir sehen also, dass die Ungleichung (50) bestimmt erfüllt ist, wenn die Ungleichung 

(52) \B?\z2f < i 

gilt. Für den absoluten Betrag von B%\z2) haben wir aber folgende Abschätzung 

\B,2\z2)\ < \b™\ r2 + \b^\ r* + ... + |62>_.| r2" + ... < 

s j[i (4. -1) itf-j-] y f [ J ^ J ] s v. j t i •<*B-; - \ •*» r] • 
Siehe Satz 6, Bemerkung, v = 4. 

Es muss also 

, i + r ^ 
r log 2r arctg r < 2 

1 — r 
und daraus wegen (39) 

0,95 < V(0,90) < r < V(0,91) < 0,96. 

Zu Ende beweiseach einen Satz, welcher uns eine gewisse Abhängigkeit zwischen 
den Koeffizienten der Funktionen/(z) und g(z) zeigt. 

Satz 12. Es sei 

g(z) =- z -f c3z
3 + csz

5 4- ... 

eilte im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, ungerade, schlichte Funktion, für welche 

| c 2„- i | -ä i» (n =-2, 3,...) 

*st, dann gilt für die schlichte Funktion 

(53) l9(zm)f - / ( * ) - z + a2*
2 + a3*

3 + ... 

die Abschätzung 

••< ItfJ ä n , (n «• 2, 3,...) . 
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Beweis. Nach dem Satz 3b existiert zu jeder im Einheitskreis jz| < 1 regulären, 
ungeraden, schlichten Funktion 

$2(2) = d(z) = z + C3Z$ + csz$ + ••• * 

eine im Einheitskreis jzj < 1 reguläre, schlichte Funktion 

/(z) = z + a2z
2 + a3z3 + . . . , 

welche mit der Funktion g(z) durch die Relation 

g(z) = V[/(z2)] 
verbunden ist. Die Funktion 

(54) /^p = VC1 + *i* + ^ + ..-) - 1 + c3z
2 + c5z

4 + ... 

ist offenbar im Einheitskreis jz| < 1 regulär und aus (54) folgt 

(55) 1 + a2z
2 + a3z

4 + ... = (1 + c3z
2 + c5z

4 + . . . ) 2 . 

Wir erhalten da analogische Formeln wie im Satz 2, aus welchen folgt, dass 

\an\Sn, (n = 2,3,...) 
ist. 
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Výtah 

O FUNKCÍCH PROSTÝCH I 

OLDŘICH DVOŘÁK, Praha 

V této práci se zabývám problémem koeficientů regulární, prosté, normované 
funkce v kruhu jednotkovém \z\ < 1 

f(z) ~z + a2z
2 + a3z

3 + ..., /(O) = 0, /'(O) = 1, \z\ < 1 

a dokazuji o ní, že 

1. splňuje-li tam podmínku 

(1) n {/SK 
plyne z toho domněnka Bieberbachova \an\ S n, (n = 2, 3,...); (Věta 2); 

2. že podmínku (1) splňují všechny prosté funkce uvnitř kruhu o poloměru r, 
pro nějž platí 0,83 < r < 0,84, (Věta 7) a tento odhad zostřuji na 0,90 < r < 0,91, 
(Věta 8). 

K důkazu domněnky Bieberbachovy,ve spojení s podmínkou (1), používám jedné 
věty Caratheodoryho, pojednávající o ohraničenosti koeficientů funkce regulární 
v kruhu jednotkovém a nabývající tam hodnot s pozitivní reálnou částí (Věta 1). 

K numerickým odhadům pro r používám 

1. geometrické interpretace podmínky (1), 

2. Bieberbachovy věty o ploše pro funkci 

l + blvliz*~í + ... + blnlxz™~l + ..., 0 < | z | < l , (v = 2,3,...) 
WW1 * 

která je vždy prostá, pokud je/(z) prostá, (Věta 3 a 4), 

3. věty o deformaci, (Věta 5), 

4. možnosti vyjádřit prostou funkci/(z) ve tvaru 

- Í - - [ l + B,(z)T, (v = 2 , 3 , . . . ) , 
/(z) 

kde 
Bv(z) = &ÍV + ... + fcS.L1z»+.... 

je regulární, ohraničená funkce v kruhu jednotkovém |z| < 1, pro jejíž koeficienty 
platí 
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a pro ní samou pak odhad 

«**J(7=\*Th)-
(\Ш 6). 

Апа1о§ккё уу&1ес!ку йокахиз! о ге§нМгш', НсЬё, ргоз1ё Гипкс1 V кгиЬи зедпо1ко-
уёт \г\ < 1 

д(г) = 2 + с3г
3 + с5г

5 + ..., #(0) - 0, дЩ « 1, |г| < 1 ; 

1. зрШще-Ц 1ат роёттки 

р1упе 2 ЮЪо \с1п„х\ ^ 1, (п « 2, 3,...); (Уё*а 9); 

2. родттки (2) зрШир УзесЬпу НсЬё, рго§1ё Гипксе иупМ кгиЬи о рокшеш г% 

рго пё]2 р1аЙ 0,90 < г < 0,91, (У&а 10) а *еп*о осШад 2031ги]1 па 0,95 < г < 0.96 
(Уё*а 11). Иакопес докаггц! ^еёпи уёШ о У21аЬи те21 коейс!еп1у .Гипксе /(х) 
а Гипксе д(г). (Уё*а 12). 

Резюме 

ОБ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЯХ, I 

ОЛЬДРЖИХ ДВОРЖАК (О1(Шсп ЬуогАк), Прага 

В настоящей работе я занимаюсь проблемой коэффициентов регулярной, 
однолистной, нормированной функции в единичном круге \г\ < 1 

/(*) = 2 + а22
2 + а32

ъ + ..., ДО) =-= 0, /'(0) == 1, Ц < 1 

и показываю про нее, что 

1. если она удовлетворяет там условию 

из этого вытекает гипотеза Бибербаха \ап\ ^ п (п = 2, 3,...); (Теорема 2) 

2. условие (1) выполняют все однолистные функции внутри круга радиуса г для 
которого имеют место неравенства 0,83 < г < 0,84 (Теорема 7), причем ету 
оценку улучшаю так: 0,90 < г < 0,91 (Теорема 8). 

При доказательстве предположения Бибербаха пользуюсь совместно с усло­
вием (1) одной теоремой Каратеодори, касающейся ограниченности коэффи­
циентов функции, регулярной в единичном круге # принимающей там значения 
с положительной вещественной частью (Теорем* 1). 
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Для числовых оценок г пользуюсь 

1. геометрической интерпретацией условия (1), 

2. теоремой Бибербаха о площади для функции 

_ 1 _ = I + ъ<;1г?-* + ... + ьЕ?-!*""1 + •••> о ̂  N < 1, (у = 2, з,...) 
У Д * ) г 

которая является всегда однолистной, если только /(-О будет однолистной 
(Теоремы 3 и 4), 

3. теоремой о деформации (Теорема 5), 

4. возможностью представить однолистную функцию /(-0 в виде 

- 1 - = [1 + ВД]\ (У = 2 , 3 , . . . ) , 

/(г) 
где 

ву(-)=ь';21 2 + ... + ^>_12- + ... 

- регулярная, ограниченная функция в единичном круге \г\ < 1, для коэффи­
циентов которой имеет место неравенство 

и для нее самой оценка 

wtzjkh^rh 
(Теорема 6). 

Аналогичные результаты я доказываю для регулярной, нечетной однолистной 
функции в единичном круге \г\ < 1 

д(г) == 2 + с32
3 + с5г

5 + ..., #(0) =- 0, дЩ = 1, |г| < 1 ; 

1. если она удовлетворяет там условию 

(2) ^~}>\-
из этого вытекает |̂ а«—х| ^ 1 (и -==- 2, 3,...) (Теорема 9); 

2. усовию (2) удовлетворяют все нечетные однолистные функции внутри еди­
ничного круга радиуса г, выполняющего неравенства 0,90 < г < 0,91 
(Теорема 10), причем эту оценку улучшаю так, что 0,95 < г < 0,96 (Теорема 11). 

Наконец, я доказываю одну теорему и взаимном соотношении между коэффи-
циентами функции /(г) и функции д(г). (Теорема 12). 
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