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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

UBER SCHLICHTE FUNKTIONEN I

OLpRICH DVORAK, Praha
(Eingegangen am 15. Januar 1966)

In dieser Arbeit beschiftige ich mich mit dem Koeffizientenproblem einer reguléren,
schlichten, normierten Funktion im Einheitskreis |z| < 1

f@ =z+ a2 +a2>+..., f(0)=0, f'(0) =1, |z| <1.

Der Funktion f(z) schreibe ich eine gewisse Nebenbedingung vor, aus welcher die
sogenannte Bieberbachsche Vermutung Ia,,] < n,(n = 2,3,...)folgt und dann unter-
suche ich, wie weit im Einheitskreis |z| < 1 diese Bedingung fiir jede schlichte Funk-
tion erfiillt ist. Entsprechende Sitze beweise ich fiir eine reguldre, ungerade, schlichte,
normierte Funktion

g(z) =z + c3z® + 52 + ..., g(0) = 0, g'(0) = 1, |z| <1.
Eine im Einheitskreis |z| < 1 reguldre Funktion
f@=z+a2?+az®+..., |7 <1,

nennt man schlicht, wenn fiir z, # z,, |z,| < 1, |z,| < 1 immer f(z,) # f(z,) ist.
Bisher war es iiblich iiberwiegend regulire, schlichte, normierte Funktionen zu be-
trachten, d. h. solche schlichte Funktionen, welche den Bedingungen f(0) = 0,
f'(0) = 1 entsprechen. In einer weiteren Arbeit will ich zeigen, dass wir auch fiir
eine allgemeine, regulére, schlichte Funktion

f(Z) = do + dlz + d222 + d323.+ eooy do F 0, f'(O) = d1 + 0, |Z| <1

gewisse Teilergebnisse erreichen konnen.
Die regulire, schlichte, normierte Funktion

f@=z+az2+a2+..,f0)=0,f0)=1, |z <1
hat eine ganze Reihe .von merkwiirdigen Eigenschaften namentlich geometrischer
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Natur. Interessierten Leser verweise ich auf die zugehdrige Literatur [1], [2], [3], [4]-

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Koeffizienten a, sind aber

bisher unbekannt. Wir wissen nur, dass |a,| < 2 (BiEBERBACH [1]), |a;| < 3 (LowNER

[5]), |as| < 4 (GARABEDIAN und ScHiFFER [6]). Alle Grenzen sind genau. Allgemein

wurde bewiesen: |a,| < en (LirtLEwoop [7]), im (|a,|/n) < (4 + n~") e (LANDAU
n—ao

[9]), Iim (|a,|/n) < }e (Basievie [4]), Fm (|a,|/n) = g < 1 (HAYMAN [3]).

Dieses letzte Ergebnis, welches fiir alle schlichte Funktionen gilt, soweit dieselben
nicht die Form

z

f(2) =m

=z + 2z%" + 32%* + .., |z]| < 1, « reel

haben, stellt eine merkwiirdige Unterstiitzung der Bieberbachschen Vermutung
|a,,| < n,(n = 2,3,...) dar. Es folgt offenbar aus ihm, dass fiir jede schlichte Funk-
tion f(z)eine positive ganze Zahl no(f) existiert, sodass fiir alle n > no(f) die
Ungleichung |a,,| < n gilt.

Die scharfe Abschitzung |a,,| < n,(n = 2,3,...) gilt fiir alle schlichte Funktionen
mit reellen Koeffizienten a, (DIEUDONNE [10], RoGosinski [11]). Weiter gilt sie auch
fiir die sogenannten sternformigen, schlichten Funktionen (R, NEVANLINNA [12a]);
eine schlichte Funktion nennt man sternformig, wenn sie die Kreislinie |z| =r<1
auf einen Stern abbildet, d.i. auf eine geschlossene, doppelpunktlose Kurve, die von
jedem, vom Nullpunkt auslaufenden Halbstrahl, in genau einem Punkte durch-
geschnitten wird. Analytisch ist diese Eigenschaft durch die Bedingung

m{z—f'—(z—)};o, |z|§r<1.
f(2)

ausgedriickt. Jede schlichte Funktion f(z) ist sternférmig (GRUNsKY [13])im Innern
des Kreises vom Radius r '

T
r=tgh-=0,65.
. g4

Es ist jetzt bei der Hand gelegen, die Untersuchungen in dieser Richtung durch-
zufithren: eine solche Eigenschaft der schlichten Funktionen zu finden, aus welcher
die Bieberbachsche Vermutung folgen sollte und dann zu untersuchen, wie weit
im Einheitskreis |z| < 1 diese Eigenschaft fiir jede schlichte Funktion erfiillt ist. In
meiner ersten Arbeit [15] habe ich bewiesen, dass fiir jede schlichte Funktion f(z),
welche im Einheitskreis |z| < 1 die Bedingung

GE
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erfiillt, die scharfe Abschitzung la,,| < n,(n=23,...) git und dass jede schlichte
Funktion die Bedingung (1) im Innern des Kreises vom Radius r

0,83 < r <0384

-

erfiillt; r ist die zwischen O und 1 gelegene Wurzel der Gleichung

rlog1+r=2.
: 1-r

Beim Beweis der Bieberbachschen Vermutung — im Zusammenhang mit der
Bedingung (1) — habe ich einen Satz von CARATHEODORY benutzt, aus welchem die
Beschrinktheit der Koeffizienten einer im Einheitskreis |z| < 1 reguldren und diesen
auf eine Halbebene abbildenden Funktion hervorgeht.

Zur Abschidtzung von r benutze ich:

a) die geometrische Interpretation der Bedingung (1),
b) die Eigenschaften der Funktion

«/f(z) =1+ 5Pz + 027 + ..+ b5 2" + .., |2 < 8,
z

wo f(z) eine schlichte Funktion ist,
c) den Bieberbachschen Flichensatz Y (2n — 1) [b%2)_;|> < 1 und
n=1
d) den Verzerrungssatz.

In dieser Arbeit beweise ich, dass die Bedingung (1) fiir jede schlichte Funktion f(z)
im Innern des Kreises vom Radius r

0,90 < r < 091

erfiillt ist; r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung

J(r) log i i- j: -2/(r) érctg Jr=2.

Die Verschiarfung um 7% zu erreichen ist es mir gelungen durch,
a) die tiefere geometrische Interpretation der Bedingung (1),
b) die Benutzung eines Satzes von FABER iiber schlichte Funktionen,
c) die Benutzung der Eigenschaften der Funktion

, }(3—5 =14 bz 4 B+, (=231, | <1,
V4
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wo f(z) eine schlichte Funktion ist,
d) den Bieberbachschen Flichensatz }_ (vn — 1) [bS‘,{’_llz < 1 und durch
n=1

e) den Verzerrungssatz.

'Was eine reguldre, ungerade, schlichte Funktion
g@) =z + 32 + ¢52° + .. + g2+ L, lzl <1
betrifft, habe ich urspriinglich bewiesen [15], dass aus der Erfiillung der Bedingung

b) R {g—(z—)} > %

z
folgt, dass

| lcz,,_1| <1, (n=23,..)

ist und dass jede ungerade, schlichte Funktion die Bedingung (2) im Innern des
Kreises vom Radius r

0,90 < r <091

erfiillt; r ist die zwischen 0 und 1 gelegene Wurzel der Gleichung

14
r’lo =2,
gl—r‘z

Durch #hnliche Methode, wie bei der Funktion f(z), beweise ich, dass die Be-
dingung (2) fiir jede ungerade, schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r

0,95 < r < 0,96

erfiillt ist; r ist die zwischen O und 1 gelegene Wurzel der Gleichung

14+r

rlo
g1—~r

— 2rarctgr = 2.

LrrrLewoop und PALEY [8] haben eine Vermutung ausgesprochen, dass [c,,—,| < 1,
(n = 2,3,...) ist. Diese Abschitzung gilt nur, wenn die Funktion g(z) reelle Koeffi-
zienten hat (Dieudonné [10]). Es gilt aber nicht allgemein; FEKETE und SZEGO haben
nimlich bewiesen [14], dass ungerade, schlichte Funktionen existieren fiir welche

Max [cs| = 4 + 723 = 1,01 > 1

ist. Die Bedingung (2) kann also nicht im ganzen Einheitskreis |z| < 1 fiir jede unge-
rade, schlichte Funktion g(z) erfiillt werden.
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Ich beweise alles, was ich zu eigenen Ergebnissen brauche. Aus der umfangreichen
Literatur von schlichten Funktionen habe ich nicht die kiirzesten Beweise ausgewihlt,
sondern — meiner Ansicht nach — die anschaulichsten, welche ich, mit kleineren
Verédnderungen, langsam und ausfiihrlich, wie alle Beweise iiberhaupt, durchfiihre.
Dies tue ich wegen der Bequemlichkeit des Lesers, namentlich eines jungen Lesers,
dem ich zeigen will, was fiir eine schone Partie der Mathematik Analytische Funktio-
nen bilden.

I

Zuerst beweise ich, dass aus der Giiltigkeit der Bedingung (1) fiir eine regulire,
schlichte Funktion f(z) die Bieberbachsche Vermutung folgt. Ich brauche dazu den
folgenden von Caratheodory [12b] herriihrenden

Satz 1. Es sei
' f) =3 +cz+ 2%+ ...

eine im Einheitskreis |z| < 1 reguldre Funktion, welche dort nur Werte mit positivem
Realteil

R{f(2)} >0

annimmt. Dann ist
el =1, (n=2,3,..).

Die Grenze ist genau; es gibt Funktionen, fiir welche dieselbe erreicht wird.

Beweis. Die Koeffizienten ¢, ¢, ... driickt man durch den reellen und imaginéren
Teil der Funktion f(z) auf der Kreislinie |z| = ¢ < 1 aus.

z =ge® =g(cos3 +ising), g<1, 059 < 2n;
c,=¢h+ich; chcnreel; cg=0; (n=0,1,2,...);
c,z" = (¢, + icy) g"(cos n3 + isinnd) =

= @"(c, cos n8 — c} sin n9) + ig"(c, cos nd + ¢, sin n).

Nach Einsetzen erhdlt man _ _
v f(ee®) = U(e, 9) + iV(e, 9)
wo U(g, 9) und V(g, 9) reelle Funktionen sind

@
Ue, 9) = ¢ + Y. @™(c;, cos m3 — c;, sin m9)
m=1 )
Rt .
V(e, 8) =g + Y. @"(c} cos m3 + c;, sin m9).
: m=1
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Beide Entwicklungen sind einerseits, als der Real und Imaginirteil der reguldren
Funktion f(z), fiir ¢ < 1 konvergent und als Potenzreihen von ¢ im Innern des Inter-
valles 0 < ¢ < 1 gleichmdssig konvergent, andererseits als trigonometrische Reihen
im abgeschlosenen Intervall 0 < 3 < 2n gleichmissig konvergent, so dass man
gliedweise integrieren kann. Nach Multiplikation mit dem Faktore ™ (n = 1, 2,...)
und Integration erhalten wir

2n 2n ©
(3) j U(g, 9) e™" d9 = f [co + Y @™(c,, cos m3 —
0 m=1

0

— ¢, sin mY) (cos n9 — isin n9)] d9 =
= g"cm + g"icym = mg™(c, + icy) = mac,

2n 2n )
@ J V(e,9) e~ d9 = J [c5 + Y @"(c), cos m3 +
0 m=1

0

+ cpsin m3) (cos ny — isin n9)] d9 =

= o"cyn — gtic,n = —ing"(c, + ic)) =
n
mo°c,
b

i

da nach den bekannten Orthogonalrelationen alle Glieder in den beiden Formeln bis
auf zwei abfallen.

Die Formel (4) ist fiir die Abschitzung des absoluten Betrages von c, nicht geignet,
da wir nichts ndheres von der Funktion V(g, $) wissen. Wir kénnen aber die For-
mel (3) benutzen, denn es gilt U(g, 9) = R{f(z)} > 0 und so haben wir

1 2n
Cp = — U(Q! 8) e-ins d3
ng" Jo
1 2 —ind 1 =
el = — | U@, e ™|dS = —| Ule, 9)d3
" Jo e Jo
1 i . 11 1
leas = — | [3 + X e™(cl,cos m9 — cpsinm8)]dd = — —2n = —;
ne" Jo m=1 ng" 2 0"

wenn ¢ — 1, dann ist |c,| < 1, (n = 1,2,...). Die Grenze wird z.B., fiir die Funktion

11+z
21 -2z

f(z) = =t+z+2%+..., |4 <1

erreicht.
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Satz 2. Es sel
f(2) =z + a,z* + a32® + ...

eine im Einheitskreis lzl < 1 reguldre, schlichte Funktion, welche dort die Be-
dingung

) m{\/ﬂzz—)}%

erfillt. Dann ist
]a,,l <n (n=23..).

Beweis. Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulir und schlicht, so ist
dort die Funktion f(z)/z regulir und von O verschieden. Dasselbe gilt von der
Funktion /[ f(z)/z], die man in die folgende Potenzreihe entwickeln kann

f;(zz=1+'1‘azz+l(4a3_a§)+..
z 2 8

oder

fz 1 1 1 1
=L - =+ =az+ =~ (4a; — a?) + ...
/z 2Tyttt -a)

Unter Voraussetzung Giiltigkeit der Bedingung (1)

g

erhilt man mit Benutzung des Satzes 1
Hazl <1, Iazl =2
[Hdas —a))| <1, 4las| S8+ a)* <12, |ay| 3.
Allgemein:
Jl+az+.. +a,.2"+..)=1+cz+c,2% + ...+ 2" + ...
l+az+..+a,,2"+... =(l+cz+cz22+.. +c,2" +..)2.

Durch Vergleichung der Glieder bei z" erhalten wir;

n gerade:  a,., = 22,._+ 201Cu-y + ..o + 23,

n ungerade: a,,, = 2¢, + 2c1'c 1 e+ 2050 1yChmty -

Nach dem Satz 1 gilt fiir jedes n, dass |c,| < 1, (n = 1, 2,...); wir haben also:
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n gerade: Anzahl der Glieder 4n + 1, der letzte <1, alle vorangehende =2,
gemdss dem absoluten Betrag, also [a,.+1| < 2n/2 + 1 = n + 1 ; n ungerade: Anzahl
der Glieder #(n + 1) und jeder <2, gemiss dem absoluten Betrag, also |a,,+1| =
< 2(n + 1)/2 = n + 1 oder allgemein

la,| £ n, (n=2,3,..).
Die Grenze ist genau; sie wird durch die bekannte schlichte Funktion

(1-2p

f(2) = =z+222+32% +...+n"+..., |7 <1

erreicht.
I

Jetzt untersuche ich, wie weit die Bedingung (1) im Einheitskreis |z| < 1 fiir jede
schlichte Funktion erfiillt ist. Ich benutze dabei einen Satz von Faber (Satz 3a), den
Bieberbachschen Flichensatz (Satz 4), den Verzerrungssatz (Satz 5) und noch einen
weiteren Hilfssatz.

Satz 3a. Es sei
f(2) =z + ayz* + ay2° + ...

eine im Einheitskreis Izl < 1reguldre, schlichte Funktion und es sei v eine beliebige,
positive, ganze Zahl v = 2,3, ..., dann ist die Funktion

(5) o2 = Y [f(@)] =z + a0z + o+ aQ 2+

auch reguldr und schlicht im Einheitskreis lzl < 1; hierbei ist ein bestimmter
Zweig der v-Wurzel zu nehmen,

Beweis. Die Funktion

0le) = Y1) = = /1)

ist im Einheitskres |z| < 1 reguldr, weil daselbst f(z")[z* regulir und von 0 ver-
schieden ist. Es seien nun z, und z, beliebig im Einheitskreis |z| < 1 und es sei

(6) @uz1) = @(z;) oder Y[f()] = Yf(23)],
dann ist notwendig z, = z,. Es folgt ndmlich aus (6) f(z}) = f(z}) und da f(z)eine
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schlichte Funktion ist, folgt es daraus, dass z] = z},d. h. z; = w;z,;, wo W, = {/ 1,
k=1,2,...,v. Nur die erste Wurzel w; = 1, d. h. z; = z,, kommt in Betracht.
Die Moglichkeit z, = w,z,, wo @, die v — 1 iibrigbleibenden v-Einheitswurzeln
durchlduft, £4llt ab, weil dann bekdmen wir

?z1) = of(@iz2) = 02y + a0zt + L+ alh(wz)" T+

+ +
=wzy + 0,2 4 o+ 0adD 2T L, oy =1

0(z1) = wx9,(z,): also einen Widerspruch mit (6).

Fiir diesen Satz kénnen wird auch einen zweiten ganz kurzen Beweis angeben.
Durch die Funktion z* geht der Einheitskreis |z < 1 in einen v-blittrigen Ein-
heitskreis mit dem Verzweigungspunkt z = 0 iiber und dieser wird durch die Funk-
tion f(z*) auf ein in dhnlicher Weise verzweigtes Gebiet abgebildet. Durch Ubergang
zu der Funktion {/ [f(z")] falit diese Verzweigung ab und man erhilt ein einfach
bedecktes, schlichtes Gebiet.

Bemerkung: Den Satz 3a hat FABER zuerst fiir v = 2 bewiesen. Siche dazu auch
[12d].

Satz 3b. Es sei
Yolz) =z + 2+ o+ D2 L

eine im Einheitskreis |z| < 1 reguldre, schlichte Funktion und es sei v eine belie-
bige, positive, ganze Zahl v = 2,3, ...; dann existiert zu jeder Funktion y.(z)
eine im Einheitskreis |z| < 1 reguldre, schlichte Funktion -

f2) =z + a2 + a;z> + ...,
aus welcher die Funktion t//v(z) durch die Operation
¥(z) = Y[A(2)]
hervorgeht; hierbei ist ein bestimmter Zweig der v- Wurzel zu nehmen.
Beweis: Die Funktion
)] [z )] = [2'7 + Q200 L4 Q2O L]
=[z2""(1 + ¢z + oo + Q2" + )T
=z+az® +a2° + ... = f(2)

ist offenbar im Einheitskreis |z| < 1 reguldr und mit der Funktion f(z) durch die
Relation ,(z) = {/[f(z")] verbunden. Es seien nun z, und z, beliebig im Einheits-
kreis |z| < 1 und es sei

® o ENT = T
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dann ist notwendig z, = z,. Es folgt ndmlich aus (8)

1 1
!//v(zilv) = wkll/v(ZZIV) N wk = :/1 s k = 1, 2, cees Voo
= apzy” + @ Z8 T b+ el 2+ L

= 02" + i@z )+ (o)

U(z1") = Y(@ez3")
und da ¥,(z) eine schlichte Funktion ist, folgt daraus

z = wz3, dh. z, = z,.

Bemerkung. Den Satz 3b fiir v = 2 hat zuerst RADO fiir die Abschitzung des
absoluten Betrages einer reguliren, schlichten, ungeraden Funktion g(z) benutzt.
Siehe dazu [12e].

Satz 4. Es sei

1
W=(p(z)=;+b0+blz+b222+...

eine im Gebiet 0 < |z| < 1 reguldre, schlichte Funktion mit dem einfachen Pol im
Unendlichen. Dann ist ,

Ynblrs1.

n=1

Beweis: Bei der schlichten Abbildung des Gebietes 0 < |z| < 1 durch die Funk-

tion w = ¢(z) bleibt ein ganz bestimmter Bereich der w-Ebene unbedeckt, dessen
Flicheninhalt grdsser oder gleich Null ist; daraus folgt die Beweismethode. Die
Kreislinie lzl = r < 1 wird durch die Funktion ¢(z) auf eine geschlossene analytische
Jordankurve von der Gleichung w = w(8) = ¢(re’®), z = re'® abgebildet. Die Fli-

che P des von dieser Kurve umschlossenen Bereiches ist durch die bekannte Integral-
formel gegeben

2n .
P=1 (uv' — u'v)d%, w=u+iv
2 0

b 1 J-zn I:w(S) + w(9) w'(9) — w'(9) _ w(9) + w'(8) w(9) — W(S)] ds =
2 2 2i 2 2i

= é jzﬂ[w(f)) w'(9) + W(9) w'(8) — w(9) W'(8) — W(3) W(8) — w(9) w'(8) —
— w(9) W(3) + W(9) w'(9) + W(9) W'(9)] d3 =

1 2n _ , - _
= pr j . [#(9) w'(8) — w(9) W'(8)] d8 =
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2= . 0
_1 1 S+ bo + Z b,r"e= " (— SR iy nb,re™) —
4i Jo | \re” n=1 re’® a1

- ('lTs +bo + b,,r"e"'“) (+ ———l_ S = i) n5,,r"e"""“>] dg.
re re n=1

n=1

Alle Glieder mit der ganzzahligen Potenz von e fallen bei der Integration ab und
so erhélt man

P= 1 [— i _ 2nib, + 2mib, + 27:12 n|b,|? r" —

4i r?

- —2—73[—' — 2nib, + 2nib, + 2ni Yy n|b,[?* r*"
r n=1

=-I4 ninlb [>r?"].
I‘z n=1 *

Der Fldcheninhalt wird negativ gerechnet, da bei positivem Umlaufen der Kreislinie
|z| = r der mitbewegte Bildpunkt w = ¢(z) den durch Jordankurve umschlossenen
Bereich rechts ldsst. Das konnen wir sofort einsehen, wenn wir ein kleines z betrach-
ten; dann spielt offenbar das erste Glied 1 / z die entscheidende Rolle. Nach obiger Be-
merkung muss dieser Flicheninhalt grésser oder gleich Null sein. Wir haben also

Tt (-]

— 2 ,.2n
-7 z nlb,,| r’r=0
r n=1
und daraus wenn r — 1

inlb,,l2 <1.
n=1

Satz 5. Es sei
f(2) = z + a,2* + ay2® + ...

eine im Einheitskreis lzl < 1 reguldre, schlichte Funktion. Dann ist

a) !all é 21
b) lc| 2 % (c ist der niichste Punkt der Grenze des Bildgebietes),
©) (11 P <|re)l s —1—4"15[!)—3 (der Verzerrungssatz),

- |z

s A
) )(1+,D2-—lf( )I—(l I l)z

Alle Grenzen sind genau; es gibt Funktionen, fiir welche dieselben erreicht werden

Beweis. a) Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis |z| < 1 reguldr und schlicht, so ist
dort — nach dem Satz 3a — dié Funktion F(z) = \/[f(z?)] = z + 3a,2* + ... auch
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regulir und schlicht. Die Funktion

__1__-—1_.].:02.}.
F(z) z 2’

ist dann regulir und schlicht im Gebiet 0 < |z| < 1 und nach dem Satz 4 gilt
|-%a,| =1 di. |a,| 2.
b) Es sei f(z) + ¢ im Einheitskreis |z| < 1. Dann ist auch ¢ # 0 und die Funktion

i) = ng(’—f z +(+1)

ist im Einheitskreis |z| < 1 offenbar reguldr und schlicht. Nach a) gilt aber

=2

1
a2+“
[«

und da |a,| < 2ist, folgt daraus, dass |c| = }.

¢) Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulir und schlicht, dann ist die
Funktion

o(0) =f(f:;c> =0y + o 0 + 2¢% + ... |

reguldr und schlicht im Einheitskreis ]C I < 1, da die homographische Transformation

(¢ + 2)J(1 + ) die schlichte Abbildung des Einheitskreises |{| < 1 auf sich selbst
vermittelt.

Die Koeffizienten o, ®;, ¢, bestimmt man nach der Taylorschen Formel
% = ¢(0) = f(z), o =0¢'(0)=(01-22)f(2),
o, = 3¢"(0) = ¥(1 — 22)* f"(2) — Z(1 - z2)f'(2) .

Jetzt normiert man die Funktion ¢({)

{+z
f - f(2)
o(0) — %o _ (1 + EC) _ _ 2
. o) g =0+ B + s

und da nach a) |a,| < 2 ist, erhalt man

=210 o,
oder
zf(z) 2z 42| .
£@ 1= T - e
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Daraus folgt

I B {Zf"(z)} _ 2P 4
1- Ile f'(2) 1- |z|2 1 - Izl2

oder

?J_J,_u < {Zf”(Z)} <Y+ 4z,
A VT e m
betrachten wir, dass
zf'(z) dlogf'(z) dlogf'(2) l I 0 log f'(z)

f'(z) - dlog z N dlog || N d|z|

ist, erhalten wir weiter
2 _ 2
H =l < 1o 2 o fog ey < 21 S
= || 3|z 1 -
Da aber R{logf'(z)} = log |f (2)| ist, haben wir endlich
2
_l_zj__z < log l f( )l < _U__z
|| al 3| ||
und daraus folgt durch Integration

1- 1+|z|

(1+ll)3—-|f()l——(1 ||)3
d) Aus
1+|z|
i

folgt durch Integration iiber den Radius des Punktes z

|z z
[ @) de] = j ——LL”I i H——U—IZDZ

Die untere Abschitzung von | f (z)l beweisen wir folgendermassen: Es sei f(z) der dem
Nullpunkt néchstgelegene Punkt des Bildes der Kreislinie |z| = r und es sei L jene
Kurve der z-Ebene, welche der Verbindungsstrecke von 0 bis f(z) entspricht; dann
folgt aus

F)] = f’f’(z) dz| s

| l72)| = f |7'(2)] |[dz| wegen |dz| 2 d||,

dass
z)| d|z 1'— z z =——-l—z—l—.
If(z)lgj lf()ldllgf (1+| Dad” (1+|2D2
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Man hat also

Py

Die untere Abschitzung enthélt aufs neue das Ergebnis iiber den nichsten Punkt
der Grenze des Bildgebietes; die obere Abschidtzung schriankt das Wachstum der
Funktion f(z) ein. Alle Grenzen werden durch die Funktion

f(@) =

=z4+222+322+... 40"+ ..., |z|<1

z
a-z
erreicht, wie man sich leicht iiberzeugen kann.
Satz 6. Es sei
f(2) =z + ayz* + ay2® + ...
eine im Einheitskreis |z| < 1 reguldre, schlichte Funktion. Dann ist die Funktion

2 o1+ BP0z + V22 4 .+ BV 4

f@2)

im Einheitskreis ‘z| <1;

1
bf))= —az,

a) reguldr,

b) beschrdnkt,

c) fiir ihre Koeffizienten gilt Y. n|bi"|* < 1 und
: n=1

d) sie ldsst sich in der Form schreiben

(10) =[1+B@]. (v=23,..),

Z
f(2)
wo die Funktion

B(z) = b2z + ... + bY)_12" + ...

im Einheitskreis [zl < 1 reguldr, beschrinkt, + —1 ist und fiir ihre Koeffizienten
gilt

(1) T ln - e s 1

und fiir den absoluten Betrag die Abschditzung

(12) |B,2)| < J(V 1 log - . rz).
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Beweis. a) Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis |z| <1 reguldr und schlicht, so
ist dort die Funktion f(z)[z reguldr und von O verschieden; es ist daher auch ihr
reziproker Wert eine im Einheitskreis |z| < 1 reguldre Funktion.

b) Aus (9) erhalt man fiir die Funktion f(z)/z
1 f(2) 1
13 ——  _<f¥ <1
(13 (1 + |2])? z - |2))? ll
und daraus folgt nach a)

(19) 0<(l—lgp s }(E{) S+ <4, |7 <1.

c) Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis |z| < 1 reguldr und schlicht, so ist die
Funktion

_1_ = _1_ + b(l) + b(l)z + b(l)z + . , bs)l) = —a,
fz2) =z
reguldr und schlicht im Gebiet 0 < |z| < 1 und fiir ihre Koeffizienten gilt nach dem
A l,

Bieberbachschen Flichensatz Z n|bV? < 1.

d) Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis |z| < 1 reguldr und schlicht so ist dort,
nach dem Satz 3a, die Funktion

o2 = Yf(@)] =z + a2 2* + .+ a2+, (v=2,3,..);
auch regulir und schlicht, die Funktion
1 1 _1
o YUE)] 2
“ist dann reguldr und schlicht im Gebiet 0 < |z| < 1 und fiir ihre Koeffizienten gilt
nach dem Bieberbachschen Flichensatz il(vn — 1) |p-4|* < 1; den Ausdruck
=

+ b2 L+ B2 4L

. \'/[';(z——')] = 'i' + 502,27 B2 L, 0< 2] < 1
i:ann man aber in diééer Form schreiben
z = zv = ) v v vn
ToaT i e e <
oder

f( ) =1+ bﬁ'_’.lz + o+ b0+ L] =1+ B(2)];
z
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die Funktion
B(z) = bz + .. + B 2" + ..., |7 <1

ist im Einheitskreis |z| < 1 offenbar reguléif, beschrinkt und + —1, es folgt aus der
Relation (14),

15) 0<YA-l|z)*=|,/—=| =1+ B = YA+ |2])* < Y4, | <1;

zur Abschitzung der Funktion B,(z)

B2 < [P 7+ e + |00 7+ ey Jo] =7 <1

vnl

benutzen wir die Schwarzsche Ungleichung

fanﬂ,.g\/(fafiﬂi), %20, B, =0
n=1 n=1 n=1

r
o, = J/oon =) [S1], Bo=——

pin (- e1) (5250

und daraus wegen (11)

porz i (52« J(E22) - S5
N A/(v—l-llogl -l-rz)'

Bemerkung. Fiir v =2 und v = 4 haben wir fiir le(z)I schirfere Abschidtzun-
gen, da man die Reihen

2n © r2n

(2n - 1) |55, I)J(. 12nrf )é

addieren kann.

(16) v=2, |Byz)| = J(

n[v]s
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IIA

(1) v=4, |B)] s /(”21(4,:_1)11719_12) /<§4nr_ )
iz )

Yy =V S - [ [ 5 Y e -

n=14n — n=1 4n — 1 d(\/r) n=1 4n — 1

= yr [T S n e =y f i WN) ) -

o n=1

Y A
v [2.[0 1 - {/ry 2f 1 +(\/r)]

= ‘g‘ ; i :// \/ arctg \/r.
Beide Potenzreihen f:(\/r)‘;"“1 [(4n — 1) und ff(\/r)“"‘2 sind im Innern des

Intervales 0 < ./(r) < 1 stetig, differenzierbar und gleichmissig konvergent; man

kann also gliedweise differenzieren und integrieren.
Jetzt kann ich die in meiner Arbeit [15] bewiesene Abschitzung durchfiihren.

M

Satz 7. Es sei
f(2) =z + az* + a,2° + ...

eine im Einheitskreis lzl < 1 regulére, schlichte Funktion. Die Bedingung

)

erfiillt jede schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r
083<r<084;
r ist die zwischen O und 1 gelegene Wurzel der Gleichung

rloglt T -2,
—-r

Beweis. Die Bedingung (1) ist, wie man leicht aus einer Zeichnung erkennt, mit
der Ungleichung .

o
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dqvivalent. Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis |z| < 1 reguldr und schlicht, so ist
dort die Funktion f(z)/z reguldr von O verschieden. Dasselbe gilt von der Funktion
J(f(z)/z); man kann also durch diese Funktion teilen und so erhélt man aus der
Ungleichung (18)

(19) ' - [2[<q
f(2)
Nach dem Satz 6, aber fiir v = 2, gilt
= [1 + B,y(z)]* oder —— =1+ B,(2).
f( f(2) ( f(2)
Nach Einsetzen reduziert sich also die Ungleichung (19) auf

(20) le(z)] <1

und daraus nach dem Satz 6, der Bemerkung fiir v = 2

IB,(2)| < J G log i ¥ :) <1

1+r
1—-r

oder

<2

r log

0,83 <r<0,84.

Es konnte im ersten Augenblick vorkommen, dass eine weitere Verschidrfung nicht
mehr moglich ist. Denn legen wir fiir die Koeffizienten der Funktion

By(z) = bz + bPz* + ... + b 2"+ ..., |7 <1

2) | _ 1 "=
(21) b2 TR (n=1,23,..),

so ist die Bedingung (11) hier offenbar erfiillt
1 R N
nn+1)(2n —1) as=1n(n + 1)

§(2n'— 1) 63| = f:(Zn -1)

und fiir die Abschitzung von B,(z) erhalten wir

|By(2)| = J( @n = 1) b2, 2)/ :l 2nri. 1) )
) AKS‘ n(n i 1)) ~/ (i 2an: 1) B -

das ist aber unsere alte Abschéitzung.
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Das Ergebnis ist nur scheinbar; es ist nimlich vorhinein nicht klar, ob die Funk-
tion f(z), die mit der Funktion B,(z) durch die Gleichung /(z/f(2)) = 1 + By(2)
verbunden ist, reguliir und schlicht im Einheitskreis |z| < 1 ist. Es zeigt sich aber
durch eine tiefere Analyse der Ungleichung (19) eine weitere Verschdrfung um 77;
denn es gilt der folgende

Satz 8. Es sei
f(2) = z + a,2% + a32° + ...

eine im Einheitskreis |z| < 1 regulire, schlichte Funktion. Die Bedingung
(1) % { J@} 1

‘ z 2
erfillt jede schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r

0,90 < r <091 ;

r ist die zwischen O und 1 gelegene Wurzel der Gleichung -

J(r) log i — j: — 2 /(r) arctg Jr =2.

Beweis. Die Ungleichung (19)

II—JL£-<lo®rL/j~—%<l
f(2 f(@)

kann man in dieser Form schreiben

—z—+1 <1.

4_2"‘1 4
f(@) f(@)

Diese Ungleichung ist immer erfiillt, soweit die Funktion

wid) = / = 14 B

(siche (10)) die Abbildung des Einheitskreises |z| < 1 auf ein in der rechten Hilfte
der Lemniskate ¢> = 2cos 29, 0 S ¢ < n/4 gelegenes Gebiet vermittelt. Die Aus-
driicke :

(22)

Z V4
4 7@ ‘| ‘-7(5“1
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stellen ndmlich die Entfernungen des Punktes w,(z) von den Punkten +1 resp. —1
dar und fiir den absoluten Betrag der Funktion w,(z) erhilt man aus der Relation

(15)
@3) o0<J(-|zh=

z
o] —

/()
(Der gefillige Leser macht sich eine Zeichnung beim Beweis des Satzes 8).

Fiir ein kleines r ist die Ungleichung (22) offenbar erfiillt, da die Funktion w,(z)
den Nullpunkt der z-Ebene auf den Punkt (1, 0) der w-Ebene abbildet und ein kleiner
Kreis der z-Ebene mit dem Mittelpunkt im Anfang wird sicher auf ein in der rechten
Hilfte der Lemniskate ¢®> = 2 cos 2¢ gelegenes Gebiet der w-Ebene abgebildet. Aus
der Ungleichung (22) koénnen wir auch die Abschitzung fitr den Radius r dieses
Kreises gewinnen.

~ wi@| S+ ) <2 [ <1

(24) |t + By(z) — 1| |1 + Bu(z) + 1| < 1
[Bu(2)| |2 + Bu(2)| < |Bu(2)] (2 + [Bu(2)]) < 1
(1 + [By2)])* <2

|B4(Z)l <J@-1.

Dies wiire keine Verbesserung der bisher gewonnenen Abschitzung. Aus der Relation
(10) haben wir namlich [1 + B,(2)]> = [1 + B,(2)]* oder B,(z) = 2B,(z) + Bi(z),
so dass aus (22) folgt [2B4(z) + Bi(z)| = |B;(z)| < 1 und das ist die Ungleichung
(20) aus dem Satz 7. Aus der Ungleichung (24) folgt eine noch schwichere Ab-
schitzung als aus (20).

Eine Verbesserung erreichen wir nur dadurch, dass wir die Ungleichung (22) durch
eine andere ersetzen, die wir besser abschidtzen konnen. Zu diesem Zweck miissen wir
sie im Ganzen fiinfmal abindern. Den Ausdruck auf der linken Seite ersetzen wir
dreimal nacheinander durch einen dquivalenten Ausdruck; dann ersetzen wir ihn
zweimal durch einen anderen, welcher in den zugehorigen Intervalen fiir [w4(z)|
und ¢, grossere oder gleiche Werte annimmt.

1. Die Ungleichimg (22) kann man im Reellen in dieser Form ausdriicken

(25) VI + [wa(@)]* — 2.1 |w(z)] cos 9.] .
N+ w2 = 2.1, |wy(2)| cos(n — 9,)] < 1,

0 < |wy(2)| <2, 05 0, <mfd,
oder

(0 (1 + i@ ~ 2fwa(2)] cos ,) (1 + |wa(2)]? + 2|wal2)]| cos p)<1.
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. 2. Betrachtet man, dass die Relation
@) ;/ 5! l = [Bu(2)] = V[1 + w2 = 2ws(@)] cos 0.]

gilt, so nimmt die Ungleichung (26) diese Form an
(28) [Bs(2)? (1 + |wa(2)]?* + 2|wa(z)| cos @,) < 1.
3. Die Ungleichung (28) kann man folgendermassen schreiben
(29) [Ba(2)|* {k[1 + |wa(2)|* — 2|wa(z)| cos ¢.] —
—k-1)01+ |w4(z)|2) +(k +1) 2]w4(z)] cos,} <1,

wo-k eine beliebige positive ganze Zahl k = 2, 3, ... ist und daraus wegen (27) ergibt
sich

(30) |Ba(2)|* {k[Bu(2)]* -
= D+ @) — 2k + 1) i) cos o]} < 1.

4. Die Ungleichung (30) ist mit der Ungleichung (26) identisch, aus der aber
(31) (1 + [wa(2)[*)? — 4|wa(2)|* cos? @, < 1

folgt; die Ungleichung (30) ist also bestimmt erfiillt, wenn wir fiir cos ¢, das Mini-
mum d.i. cos (n/4) = 1/\/2 legen:

(32) [Bs(2)? {k[Bu(2)]> = [(k — 1) (1 + |[wa(2)|*) = V@) (k + D)|wa(2)[]} < 1.
5. Endlich betrachten wir, dass die folgende Ungleichung gilt
(3) KB — [k = D+ [wa@D) = V@) (k + D w@)]] 5
< K|B4@)* — Min [(k = ) (1 + [wa(@)]") = V() (k + 1) [wa(2)[] ;
jetzt berechnet man das Mini—mum der Funktion
V(wa@)) = (k = D (1 + [wa@]?) = V(@) (k + 1) [wa(2)
WD) _ ok — 1) jwy(2)] = @) (k + 1) = 0

d|w4(z)]
und daraus
_Lk+t
dz'//( W4(Z)) - 2(k — 1) >0

. d'”%(z)lz
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also das Minimum; nach Einsetzen in (32) erhiilt man

(33) |Bu(2)? {le4(Z)|2 - [ (k=1 +(k—1)= (ﬁ)z =
1 k+1
@G+ 1ﬂ<1
2 , kf—6k+1 )
(36) |Ba(2)] {k|B4(z)l - W} <1;

jetzt machen wir uns eine kurze Ubersicht von allem, was bisher in dem Satz 8 be-

wiesen wur@e:
iﬁ{ /-fi—z)}>%¢>' Rzz—)—l

‘A/ ) f(Z) A/ 7@

= !B4(Z)|2 {1+ |w4(z)|2 + 2lw4(z)| cos @,} =
= |Bu(2)|* {k[Bs(2)* — [(k = ) (1 + |wa(2)|?) — 2k + 1) [wa(z)| cos p,]} <
< [By(2)* (k[Bo(2)]* ~ [(k = D) (1 + [wa(@)) = V) (k + ) [wi()]} =

= 3. {Hfml -

Die Bedingung (1) ist also bestimmt erfiillt, soweit die Ungleichung (36) gilt. Aus
dieser aber folgt

37) Bl =3 (1= o) B < 1

<1

wenn k — oo sehen wir, dass die Ungleichung (37) bestimmt erfiillt ist, wenn die
Ungleichung

(38) |B4(z)|"' - %]B‘;(z)l2 <0
gilt und daraus endlich

(39) B2 <)

1y Nach der volligen Ausarbeitung von dieser Abhandlung ist es mir gelungen die Ungleichung
(39) durch eine schirfere zu ersetzen und zwar |B4_(z)|2 < 1, aus welcher die Abschidtzung 0,98 <
< r < 0,99 hervorgeht; ndheres in weiterer Arbeit.
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Nach dem Satz 6, der Bemerkung fiir v = 4, erhilt man dann

- B2 = 141' log %S/JE - % J(r) arctg \/r < %

J(@) log j — 2 J(r)arctg \/r < 2

090 < r < 091.

oder

und daraus folgt

Bemerkung. Uber die zur Ungleichung (39) fiihrende Methode behandle ich
eingehend in einer selbstdndigen Arbeit ,,Ein Satz iiber beschrinkte Funktionen*:.

m

Zuletzt beweise ich entsprechende Sitze iiber eine regulire, ungerade, schlichte
Funktion g(z).
Satz 9. Es sei
g2) =z + c3z8 + csz% + ..+ 02+ L

eine im Einheitskreis lzl < 1 reguldre, ungerade, schlichte Funktion, welche dort
die Bedingung

9(2) _ 1
2 RIS
@ {13
erfiillt, Dann ist '

‘02,,_1| é 1, (n=2,3,-..).

Beweis: Ist die Funktion g(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulir, ungerade und
schlicht dann ist dort die gerade Funktion

() _ 14 322 +csz* + oo + €0 y2? 2 + ...
z
oder
9) _1 =1 +c3z2 F 052 + o+ Cpp 2T 4L
z .2 2

auch regulir.
Unter Voraussetzung der Giiltigkeit der Bedingung 2

m{g(fl—%}>o,
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erhiilt man mit Benutzung des Satzes 1 die Ungleichung
leza-| £ 1, (n=2,3,..).

Die Grenze ist genau; sie wird durch die ungerade, schlichte Funktion

g(z)=1 Lozl L, <
-2z

erreicht.

Satz 10. Es sei
9(z) = z + ¢32° + ¢s2° + ...

eine im Einheitskreis izl < 1reguldre, ungerade, schlichte Funktion. Die Bedingung

© | w {0 > 2

erfiillt jede ungerade, schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r
0,90 <r<091;
r ist die zwischen O und 1 gelegene Wurzel der Gleichung

1+ r?
r?lo =2.
g1-—-r2

Beweis. Man kann wie beim Beweis des Satzes 7 fortschreiten. Die Bedingung
(2) ist mit der Ungleichung

(40)

g(z)

g(—z)41‘<

dqvivalent und da die Funktion g(z)[z im Einheitskreis |z| < 1 regulir und von 0
verschieden ist, folgt daraus

(41) l].- <1,

9(2)

Ist die Funktion g(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulir und schlicht, so ist dort, nach
dem Satz 3a, die Funktion '

YlaE)] = @ + €32 + oo+ €0y 2@V 4 L) =

=z4 Pz b+ D2 e, (v=1,23,..)
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auch regulidr und schlicht und weiter ist im Gebiet 0 < ]z[ < 1 die Funktion

(42) 1 _1_+ b(z"v) 122\' 1+ . b‘vn 122\m—1 + ...

. Ve -

auch regulidr und schlicht und fiir ihre Koeffizienten gilt z @ —1) b8P £ 1.
Aus der Relation (42) erhélt man

(43) g_(zf =[14+ b9 2 + ..+ bz + .. =[1 + BE(D)]
zZ
und daraus folgt fiir v = 1
(44) =1+ BY(z?).
9(z)

Fiir den absoluten Betrag von B$"(z2) haben wir aber die folgende Abschitzung (45)

|BO(zY)| < J[uil(zn — 1) [b5- ll’] J [ X 2’1'4" 1] = J [—’g log i - :ﬁ]

so dass die Ungleichung (41) die Form

r2

(46) |B{(zY)| <1 oder r? logi +
-r

hat und daraus wegen (20)
0,90 < /(0,83) < r < /(0,84) < 0,91

Bevor ich die Verschirfung des Satzes 10 beweise, muss ich das Analogon der

Formel (9) fiir die reguléire, ungerade, schlichte Funktion g(z) nach RADO [12¢] ab-
leiten.

Nach dem Satz 3b existiert zu jeder, im Einheitskreis |z| < 1 reguliren, ungeraden,
schlichten Funktion

Va2z) = 9(2) = z + c32° + ¢52° + ...,
eine im Einheitskreis |z| < 1 reguldre, schlichte Funktion
f(2)=z+ az* + a;2° + ...,
welche mit der Funktion g(z) durch folgende’ Beziehung verbunden ist

9(z) = JI/(z")].

Man kann dann die Formel (9) benutzen

E . :
'\/(1 + 'zlz)z = |g( )I l\/[f( )]l g A/(l ‘2)2 ’ l l <1
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oder

(47) . lg(z)| < {11—

und daraus erhilt man fiir die Funktion g(z)[z die Abschitzungen

9(2)

z

1

BR Rt

L«

48
(48) R

und daraus endlich folgt — die Funktion g(z) ist im Einheitskreis |z| < 1 reguldr und
von 0 verschieden — #hnlich wie bei den Formeln (13) und (14)

z

(49) 0<1-|z* = e

S1+72<2, |7 <1.

Satz 11. Es sei
9(z) = z + ¢32% + cs52° + ...

eine im Einheitskreis |z| < 1reguldre, ungerade, schlichte Funktion. Die Bedingung

0 nfo) >

erfiillt jede ungerade, schlichte Funktion im Innern des Kreises vom Radius r
095 <r <0,96;
r ist die zwischen O und 1 gelegene Wurzel der Gleichung

1+r
1-r

— 2rarctgr = 2.

r log

Beweis. Alles verlduft wie beim Beweis des Satzes 8. Die Ungleichung (41)

1- 2 |<1 oder |— —1{<1
9(2) 9(2)
kann man schreiben
z z
o)

Diese Ungleichung ist immer erfiillt, soweit die Funktion
Wy(z) = / —= =1+ B
9(2)
(siche (43)) die Abbildung des Einheitskreises |z| < 1 auf ein in der rechten Hilfte der
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Lemniskate 02 = 2 cos 29, 0 < ¢ S /4 gelegenes Gebiet vermittelt. Die Ausdriicke

W@ G

stellen die Entfernungen des Punktes W,(z) von den Punkten +1 resp. —1 dar und
fiir den absoluten Betrag der Funktion W,(z) haben wir aus der Relation (49)

z
(51) 0 <. /(1 - zZ)gl/—
v l I g(z)
Wir sehen also, dass die Ungleichung (50) bestimmt erfiillt ist, wenn die Ungleichung
(52) [BOE)|! < 4

giit. Fiir den absoluten Betrag von B{’(z%) haben wir aber folgende Abschitzung

und

= [Wata)] 5 VL + [ < V2, [ <1.

vam§Wﬂﬂ+Wﬂ#+-+w&dW s

< ,\/[,,21(4" — 1) 2L, »\/Z 4n <1 A/l:i %{__ —Earctg r]

Siehe Satz 6, Bemerkung, v = 4.
Es muss also

rlogi +r—2rarctgr<2
-7T

und daraus wegen (39)
0,95 < ,/(0,90) < r < ,/(0,91) < 0,96 .
Zu Ende beweise.ich einen Satz, welcher uns eine gewisse Abhingigkeit zwischen
den Koeffizienten der Funktionen f(z) und g(z) zeigt.
Satz 12. Es sei ‘
9(2) = z + ¢c32% + ¢52° + ...
eine im Einheitskreis lzl < 1 reguldire, ungerade, schlichte Funktion, fiir welche
]cz,,_ll <1, (n=23,..)
ist, dann gilt fir die schlichte Funktion

(53) [9z"2)]? = f(z) = z + a,2® + a;2° + ...
die Abschdtzung o
- [a.l =n, (n=23,..).
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Beweis. Nach dem Satz 3b existiert zu jeder im Einheitskreis lz[ < 1 reguldren,
ungeraden, schlichten Funktion

Yi(z) = 9(z) = z + ¢32° + ¢e52° + ...,
eine im Einheitskreis Iz[ < 1 reguldre, schlichte Funktion
f@ =z+az2> + a2 + ...,

welche mit der Funktion g(z) durch die Relation

9(z) = V("]

verbunden ist. Die Funktion

f(z%) — 2 4 _ 2 4
(54) == (U + a2 +aszt +..) =1+ ez + ez + ..
z

ist offenbar im Einheitskreis |z| < 1 regulir und aus (54) folgt

(55) 1+ a22 +azz* + ... = (1 + c32% + esz* +..)%.

Wir erhalten da analogische Formeln wie im Satz 2, aus welchen folgt, dass
|an| <n, (n=23,..)

ist.

Literaturverzeichnis

[1] Bieberbach: Lehrbuch der Funktionentheorie II., 1931, S. 71—83.
[2] Privalov: Analytische Funktionen, 1955, (tschechische Ubersetzung), S. 475— 500.
[3]1 Hayman: Multivalent Funktions, 1960, (russische Ubersetzung).
[4] Jenkins: Univalent Funktions and conformal mapping, 1960, (russische Ubersetzung).
[5] Lowner: Mathematische Annalen, 89, 1923, S. 103—121.
[6] Garabedian and Schiffer: Journal Rational Mechanics and Analysis, 4, 1955, S. 427—465.
[7]1 Littlewood: Procedings of the London Mathematical Society (2), 23, 1925, S. 498.
[8] Littlewood and Paley: Journal London Math. Soc. 7, 1932, S. 167—169.
[9] Landau: Mathematische Zeitschrift, 30, 1929, S. 635—638.
[10] Dieudonné: Comptes Rendus, 192, 1931, S. 1148 —1150.
[11] Rogosinski: Mathematische Zeitschrift, 35, 1932, S. 93—121.
[12] Pélya-Szego: Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, I. und II. Band, 1925. a) IV. Abschn.,
Nr. 161, b) III. Abschn., Nr. 235, c) IV. Abschn., Nr. 136, 139, d) IV. Abschn. Nr. 79, 80,
e) IV. Abschn., Nr. 154.
[13] Grunsky: Jahresbericht der deutschen Math. Ver., 43, 1933, 1. Abt., S. 140—143.
[14] Fekete-Szego: Journal London Math. Soc. 8, 1933, S. 85—89.
[15] Dvordk: Casopis, 63, 1934, S. 9— 16, (tschechisch). :

Anschrift des Verfassers: Praha 1, Nerudova 32.

189



Vytah
O FUNKCICH PROSTYCH I
OLpkicH DvoRAKk, Praha

V této prdci se zabyvdm problémem koeficienti reguldrni, prosté, normované
funkce v kruhu jednotkovém |z| < 1

f@=z+a2* +a 2 +...,f(0)=0,f(0)=1, || <1
a dokazuji o ni, Ze
1. splituje-li tam podminku

) m{/ii—”}>§,

plyne z toho domné&nka Bieberbachova |a,,| <n (n=23..); (Véta 2);

2. Ze podminku (1) spliiuji v8echny prosté funkce uvnitf kruhu o poloméru r,
pro n&j% plati 0,83 < r < 0,84, (V&ta 7) a tento odhad zostfuji na 0,90 < r < 0,91,
(Véta 8).

K dikazu domné&nky Bieberbachovy, ve spojeni s podminkou (1), pouZivdim jedné
véty Caratheodoryho, pojedndvajici o ohraniCenosti koeficientii funkce reguldrni
v kruhu jednotkovém a nabyvajici tam hodnot s pozitivni redlnou &dsti (Véta 1).

K numerickym odhadiim pro r pouZivim
1. geometrické interpretace podminky (1),
2. Bieberbachovy véty o plo$e pro funkci
1 1
—_—— = = B2 L+ B2 L, O0< ]z <, (v=2,3,..)
yoen st i
kterd je vZdy prostd, pokud je f(z) prostd, (Véta 3 a 4),
3. véty o deformaci, (V&ta 5),
4. moZnosti vyjddfit prostou funkci f(z) ve tvaru
z \
— =[1+B(2)]", (v=2,3,...),
£(z) ’

kde
B(2) =bz + ...+ b 2" +...

je reguldrni, ohrani¥end funkce v kruhu jednotkovém |z| < 1, pro jejiZ koeficienty
platf

3 om - D[0P < 1

n=1
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a pro ni samou pak odhad

B(2) < /<m1 g-l_lr2>.
(Véta 6).

Analogické vysledky dokazuji o reguldrni, liché, prosté funkci v kruhu jednotko-
vém |z| <1

9(z) = z + 32 + ¢s2° + ..., g(0) = 0, g'(0) = 1, |z| < 1}

1. spliiuje-li tam podminku
9 % {""z”\. > b
[ ’ 2
plyne z toho |c,,—4| £ 1, (n = 2,3,...); (Véta 9);

2. podminku (2) spliiuji viechny liché, prosté funkce uvnitf kruhu o poloméru r,
pro n&jZ plati 0,90 < r < 0,91, (Véta 10) a tento odhad zostfuvji na 0.95 < r < £.96
(Véta 11). Nakonec dokazuji jednu vétu o vztahu mezi koeficienty funkce f(z}
a funkce g(z). (Véta 12).

Pe3ome

OB OJHOJIMCTHBIX ®VHKIUAX, 1

OJIBAPXUX OBOPXAK (Oldfich Dvorék), Ilpara

B Hacrosuueii paboTe s 3aHMMAaIOCh NpoOsieMoi Ko ((HLUMEHTOB PEryJIsApHOIf,’
OJHOJIACTHOM, HOpMHUPOBAHHOM (YHKIMU B €IMHUYHOM Kpyre |z| <1
@)=z +az* + a;2* + ..., f(0)=0, f(0)=1, |z| < 1
Y IOKa3bIBaIo PO Hee, YTO

1. ecm oHa YAOBJICTBOPSACT TaM YCJIOBHIO

|-

M3 3TOrO BEITeKaeT rumore3a bubepbaxa Ia,,l =n(n=2,3,...); (Teopema 2)

2. ycoBue (1) BBIIOJIHSAIOT BCe OAHOMCTHBIE QYHKUMH BHYTPH Kpyra pajuyca r s
KOTOPOro HMeloT MecTo HepabeHcTBa 0,83 < r < 0,84 (Teopema 7), mpudeM ety
omeHKy yiyumaro Tak: 0,90 < r < 0,91 (Teopema 8).

Ilpu moxasaTesbCTBe Mpeamosoxenus bubep6axa M0Jb3yI0Ch COBMECTHO C YCIIO-
sueM (1) oxgmoit Teopemoit Kapateonopu, Kacaromeficsi OrpaHAYEHHOCTH K03¢p¢u-

IMeHTOB HYHKUMH, peryIapHON B eJUHAYHOM KpyTe y IPHHEMAIONIEH TaM 3HAYeHHA
C NOJIOKHUTEJIbHOH Bemec'rnermon gacteio (Teopema 1). »
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1 9UCIIOBBIX OLEHOK r MOJIB3YIOCH

1. reomeTpuyeckoil muTepnpeTanueit ycaosus (1),
2. Teopemoit Bubepbaxa o miomanu mus GyHKIIM

.——Lr= L0 4 b ik, 0<]d <L v=2,3,..)

JIE@) oz

KOTOpas sSBJdeTCHA BCerga onHonHCTHdﬁ, €CJIL TOJIbKO f(Z) 6YII6T OJHOJIUCTHOM
(Teopemsi 3 u 4),

3. Teopemoit o nedpopmamuu (Teopema 5),

4. BO3MOXHOCTBIO NPEACTABATH ONHONUCTHYIO dynkmaro f(2) B Bune

}(Z_z)__. [1 +B(2)], (v=23,...)>

rae
By(z) = b,z + oo 4+ BUL 12" .o

— peryjispHas, orpaHu4eHHas (YHKOUA B eIUHAYHOM KpyTe IZI < 1, gns ko3¢ du-
IMEHTOB KOTOPO# MMEET MECTO HEPABEHCTBO

a0
3 om = D[ < 1
i
M IS Hee CaMOH OlLIeHKa

1 1
B,(2)| = lo
l (z)| A/(V—l g1——r2)
(Teopema 6).

AHaJIOTHYHBIE Pe3YJIbTAThI 1 OKa3bIBAIO IJIA PETYIAPHOH, HCYETHOR OMHOMMCTHON
dysxuum B erMIHOM Kpyre |z| < 1

gD =z +c;2° + ¢z’ + ..., g(0) =0, g(O) =1, |2| < 15

1. ecM OHAa YHOBJIETBOPSET TaM YCJIOBHIO

9(2)] _ 1
2 RIZ=2L > -
) {2
J3 STOTO BHITEKAET |ezs-1] = 1 (n=2,3,...) (Teopema 9);
2. ycoBuIo (2) YHOBNETBODAIOT BCE HEUETHBIE ONHOJUCTHBIC (YHKIWM BHYTPH efi-
HHYHOTO Kpyra pajmyca r, BBUIONHsIOWEro Hepasencrsa 0,90 < r < 0,91
- (Teopema 10), mpadem 3Ty ONEHKY YIydIa¥o TaK, 4ro 0,95 < r < 0,96 (Teopema 11).
Haxosen, s NOKA3LBaI0 OAHY TEOPEMY M B3ANMHOM COOTHOLUEHHWH MEXIy Ko3(ppu-
maeaTaMu dynxud f(z) u dysxmun g(z). (Teopema 12).
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