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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 111 (1986), Praha

ZUR DIFFERENTIALGEOMETRIE DER KUGEL-
UND LINIENMANNIGFALTIGKEITEN
IM DREIDIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN RAUM

ZDENEK VANCURA, Praha
(Eingegangen 15. Mai 1984)

In den Arbeiten [10] bis [15] versuchten wir die Konzeption, Inhalt und Form der
Differentialgeometrie von Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen
euklidischen Raum zu erzeugen.

Zum Abschluss dieser, durch das Theorem aus [15] charakterisierten Differen-
tialgeometrie, versuchen wir einige Vertiefungs- und Entwicklungsideen insgesamt
einiger ihren wichtigsten Realisationen aufs kiirzeste darzustellen.

Vor allem kann man die w-Tensoren "a;;, ",b;; der n-dimensionalen Linien-
mannigfaltigkeiten (n = 3, 4; a = I, II) tiefer als in [15], d.h. unabhdngig von den
adjugierten Kugelmannigfaltigkeiten, folgendermassen definieren:

(1) "ay = (9% + )"Ty + ""T,"T; + 8,9.9;,
"ibi; = (T — 9, %T; + 63 9, 9)),
9 = (“H? — 4°K)"/2°K~!, “K % 0;
(2) nIa;aij = nddTij + ndsTu - ndsT:“ ,
n]a;bu — "dsTi ndsTi s
“K=0, “H=+0.

Dann muss man auch die in [15] angefiihrten Hauptergebnisse der ,,Linienproble-
matik* von n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten durch folgende, aus (1), (2)
und aus den Tensoren im Theorem in [15] sich egebende, Hauptergebnisse ersetzen:

Fiir die w-Kriimmungen "2K’ (n = 3, 4; i = 1, 2; a = I, II) der n-dimensionalen

Linienmannigfaltigkeit bekommt man dann vor allem:
39K = 39K? gilt genau dann, wenn eine von den w-Kriimmungen gleich

3) 293
(9% + 1) ([(9* + 1)? — 97]
ist.
3aK1 = 39K? = 0 gilt genau dann, wenn die Mittelpunktflichen der w-Brenn-
kongruenzen des Linienkomplexes von Kugelflichen gebildet werden.
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Genau dann, wenn fiir eine w-Kriimmung 39K’ (i ist einer der Werte 1, 2) des
Linienkomplexes die Beziehung

3opi i+1 § oot
@ iK'= 2= 1) (55
gilt, ist die restliche w-Kriimmung des Linienkomplexes gleich Null.

Bei dem Linienkomplex mit konstantem Skalar 9 sind entweder beide w-Kriim-
mungen oder keine w-Kriimmung konstant.

Wenn jede w-Brennkongruenz des Linienkomplexes den Skalar 3 konstant hat
bzw. wenn die beigeordneten Geraden von w-Brennkongruenzen des Linienkomple-
xes parallel sind, dann gilt (bei 3 + 0): *4K* = 0 genau dann, wenn der Linien-
komplex den Skalar 3 konstant hat bzw. die beigeordneten Geraden von w-Brenn-
kongruenzen des Linienkomplexes denselben Skalar 9 haben. K> = 0 gilt genau
dann, wenn auf dem Linienkomplex (bei w-Brennkongruenzen u; = const)

(5) ST, =392 +1)9;
gilt.

Wenn jede w-Brennkongruenz jedes w-Brennkomplexes des Linienraums den
Skalar 9 konstant hat, so bekommt man: *3K* = 0, *9K? * 0. Die erste w-Kriim-
mung *9K' des Linienraums ist auf einem «-Brennkomplex seiner ersten w-
Kriimmung 34K genau dann gleich, wenn auf diesem w-Brennkomplex der
Skalar 9 konstant ist. Die zweite w-Kriimmung *9K?* des Linienraums is auf jedem
w-Brennkomplex von seiner zweiten w-Kriimmung 3$K?* verschieden.

Wenn die beigeordneten Geraden der w-Brennkongruenzen der w-Brenn-
komplexe des Linienraums parallel sind und die beigeordneten Geraden der
w-Brennkomplexe den gleichen Skalar 3 besitzen, dann gilt:

(6) 4ol =0, “0K? = —9(92 + 1)71(9% + 3) 4 0.

Die erste w-Kriimmung *3K* des Linienraums ist auf jedem w-Brennkomplex von
seiner ersten w-Kriimmung 39K* verschieden. Die zweite w-Krimmung *3K?* des
Linienraums ist auf einem w-Brennkomplex seiner zweiten w-Kriimmung 39K?>

genau dann gleich, wenn (bei w-Brennkongruenzen uj = const. der w-Brenn-
komplexe u, = const) auf diesem w-Brennkomplex

(7 T, = 9,4

gilt. ‘

Wenn die beigeordneten Geraden der w-Brennkongruenzen der w-Brennkomplexe
des Linienraums parallel sind und die beigeordneten Geraden der w-Brenn-
kongruenzen jedes w-Brennkomplexes den gleichen Skalar 9 besitzen, dann gilt:
Die Gleichungen (6). Die erste w-Kriimmung *3K* des Linienraums ist auf jedem
w-Brennkomplex seiner ersten w-Kriimmung 39K* gleich. Die zweite w-Kriimmung
49K? des Linienraums ist auf jedem w-Brennkomplex von seiner zweiten w-Kriim-
mung 39K? verschieden.
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Wenn die beigeordneten Geraden der w-Brennkongruenzen jedes w-Brenn-
komplexes parallel sind und den gleichen Skalar 3 besitzen bzw. wenn die bei-
geordneten Geraden der w-Brennkomplexe parallel sind und den gleichen Skalar 3
besitzen bzw. wenn die beigeordneten Geraden der w-Brennkongruenzen der
w-Brennkomplexe den gleichen Skalar 9 besitzen, dann ist fiir die erste w-Kriim-
mung “4K! = 0.

Fiir die o-Kriimmungen *3K*, 3%K? des Linienkomplexes bekommt man 39K* =
=3°K?2 =0

7 .

Fiir die o-Kriimmungen “3K*, 43K? des Linienraums bekommt man 43K* = 0,
49K? # 0.

Die erste w-Kriimmung “3K* des Linienraums ist der ersten w-Kriimmung jedes
seinen w-Brennkomplexes gleich. Die zweite w-Kriimmung “9K? des Linienraums
ist auf jedem w-Brennkomplex von seiner zweiten w-Kriimmung 33K? verschieden.

Wenn die beigeordneten Geraden der w-Brennkongruenzen jedes w-Brenn-
komplexes des Linienraums bzw. die beigeordneten Geraden der w-Brennkomplexe
des Linienraums parallel sind, dann ist die zweite w-Kriimmung “3K?* des Linien-
raums positiv. '

Sonst bleiben die Ergebnisse der Arbeit [15] unverdndert.

Weiter werden wir immer unter zweidimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten nur
diejenigen, welche von Kugeln mit konstantem Halbsmesser gebildet werden, unter
n-dimensionalen Linienmanngfaltigkeiten adjungierte n-dimensionale Linienman-
nigfaltigkeiten (n = 2, 3, 4), under Q- und w-Brennkongruenzen der zweidimensio-
nalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten diese zweidimensionale Mannigfaltig-
keiten selbst verstehen und Gausssche Kriimmungen bzw. mittlere Kriimmungen der
Mittelpunktflichen der Q- und w-Brennkongruenzen durch 2K bzw. ?H und “K
bzw. “H bezeichnen.

Neue, weitergehende, durch die Tensoren aus dem Theorem in [15] untersuchte
Begriffe wollen wir durch folgende Definitionen einfiihren:

Den Skalar "7K, 1K bzw. "K, 3K aus den Gleichungen

_ det |MT;; + 83 T, T, + 83(“Tir; + dsTi"i)l
det IdsTij + 5; dsTi dsTj + 62(dsT._rj + as'I}ri)l
°K = °K # 0, det |*T;; + 63 “T,*T; + 6" Tir; + “Tjr)| + 0,
n=234, i,j=1,..,n,
det|“T;|
det |*T;; + &8} rirj|
K =“K=0, ?H="H=+0, det|*T;+ &rr;|+0,

(8) "MK = MK

) TK =TK =

n=23,4, i,j=1,..,n,

wo (s; r) die Q-Brennkongruenzen. der Q-Brennkongruenzen bzw. der adjungierten
o-Brennkongruenzen der Kugel- bzw. Linienfannigfaltigkeit darstellen, wollen wir

237




als die Q-Krimmung bzw. die w-Kriimmung der n-dimensionalen Kugel- bzw.
Linienmannigfaltigkeit bezeichnen.

Die Menge von allen n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten (n = 2, 3, 4),
welche als die (n — 2)-parametrigen Systeme ihrer Q-Brennkongruenzen kongruent '
sind, nennen wir die Q-Klasse der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten.

Die Menge der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten (n = 2,3, 4), welche
als die(n — 2)-parametrigen Systeme ihrer w-Brennkongruenzen den n-dimensionalen
Kugelmannigfaltigkeiten der Q-Klasse adjungiert sind, wollen wir als die w-Klasse
der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten bezeichnen.

Die Menge von allen Kugeln bzw. Linien der n-dimensionalen Kugel- bzw. Linien-
mannigfaltigkeit in deren Q- bzw. w-Brennpunkten die (verschiedenen) Brennfliachen
der angehdrigen Q- bzw. w-Brennkongruenz gleiche Gausssche Kriimmung besitzen,
wollen wir als die QK- bzw. wK-Approximation der n-dimensionalen Kugel- bzw.
Linienmannigfaltigkeit bezeichnen.

Unter Anwendung der vorangehenden Definitionen, von [12] (Gleichungen (2)
bis (8)), von [15] (Gleichungen (3')), von [11] (Satze 1.13, 3.3, 3.4, 5.16), von [6]
(Satze auf S. 223, 227, 262, 275, 334, 374—5, 378, 380, 382) bekommt man durch die
Tensoren aus dem Theorem in [15] folgendes:

Die Q-Kriimmung bzw. die w-Kriimmung der n-dimensionalen Kugel- bzw.
Linienmannigfaltigkeit ist in jeder ihren Kugel bzw. Linie der Q-Kriimmung bzw.
der w-Kriimmung der durch diese Kugel bzw. Linie gehenden Q- bzw. w-Brenn-
untermannigfaltigkeit gleich. Die Q-Kriimmung bzw. die w-Kriimmung der
zweidimensionalen Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeit ist der Gaussschen Kriim-
mung ihrer Mittelpunktfiiche gleich.

Fiir die entsprechenden Kugeln bzw. Geraden jeder zwei n-dimensionalen Kugel-
bzw. Linienmannigfaltigkeiten P, sxxP bzw. 4P, x«P der Q-Klasse bzw. w-Klasse
gilt ’

(10) ;!:K = *::2K’ lng = |*2H| LT
bzw.
(11) WK = oK, |2H| = |2H].

Die n-dimensionalen Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeiten der Q-Klasse bzw.
w-Klasse kann man in zwei Q-Unterklassen bzw. w-Unterklassen teilen: Jede
zwei n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten aus derselben bzw. aus verschiedenen
Q-Unterklassen sind direkt bzw. indirekt kongruent. Jede zwei n-dimensionale
Linienmannigfaltigkeiten aus derselben bzw. verschiedenen w-Unterklassen sind
direkt bzw. indirekt kongruent. Fiir °H + 0 bzw. ®°H + 0 und ¢; = (—1)'*' (i =
= 1,2) kann man die erwdihnten Q-Unterklassen bzw. w-Unterklassen als die
Q-Unterklassen ("2K, ¢, “H, r) bzw. die w-Unterklassen ("2K, ¢; °H) bezeichnen.

Jede n-dimensionalen Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeit gehort in eine Q-
bzw. w-Klasse. '
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Zwei n-dimensionale Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeiten p, *p bzw. p, *p
(bei °H % 0 bzw. “H + 0) mi Q- bzw. w-Brennkongruenzen u, = const bzw.
*u, = const (q = 3, ..., n) gehoren genau dann zu den Q- bzw. w-Unterklassen
("K,e?H,r), ("2K,*¢®H,r) bzw. ("’K,e¢“H), ("K,*¢“H), wenn solcheine
Transformation *u, = *u,(uy, u,), (p = 1, 2), *u, = *u,(u,) (¢ = 3, ..., n) existiert,
dass

(12) oTy = L Tt ssns, | gmgie,, = T Clbsaeay,
! Ou; Ou; ou; Ou;
r=* (i,j=12)
bzw.
(13) o1, = ST gy g wpier, — T St (i, - 1,2)
Ou; Ou; Ou; Ou;
gilt.

Die Gausssche Kriimmung bzw. die mittlere Kriimmung der h-ten Brennfliche
der Q-Brennkongruenz der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit ist der Gauss-
schen Krimmung bzw. dem e-Vielfachen der mittleren Kriimmung (e = +1)
der h'-ten Brennfliche (h, h' = 1,2) der entsprechenden Q-Brennkongruenz der
n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit aus derselben Q-Klasse genau dann gleich,
wenn auf einer von diesen Q-Brennkongruenzen

(14) "?,K[(-—-l)thl g — (_l)h'+1 82] °H =0
bzw.
(15) 2(6,: a':v - :'; gz’ VB) r M:Kz + [2r(£'1l 8’1’ - ::lz’ 22"’8) +

+ {(= D" AB e — ()T LBy ep 8 12 PH] MK +
+ H[(— 1)1 B v ey — (1) B ves 8 +

+ (=1 oy eyr PH(MB My — VB ve)] = 0
gilt.

Die Brennflichen der Q-Brennkongruenzen der n-dimenisonalen Kugelmannig-
faltigkeiten aus der Q-Klasse mit "?K = 0 sind abwickelbar.

Die Brennflichen der entsprechenden Q-Brennkongruenzen der n-dimensionalen
Kugelmannigfaltigkeiten aus der Q-Klasse mit ®H = 0 besitzen die gleichen
Gaussschen Kriimmungen.

Die Gaussschen bzw. die mittleren Kriimmungen der entsprechenden Brenn-
fldchen der entsprechenden Q-Brennkongruenzen der n-dimensionalen Kugel-
mannigfaltigkeiten aus der Q-Klasse sind gleich bzw. gleich bis auf das Vorzeichen
£.8,.

Die Gaussche Kriimmung der h-ten Brennfliche der w-Brennkongruenz (u, =
= const, q = 3, ..., n) der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit ist der Gauss-
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schen Kriimmung der h'-ten Brennfliche der entsprechenden w-Brennkongruen:z
(ug = const, q = 3,...,n) der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (h, h' =
= 1, 2) aus derselben w-Klasse (mit "4K = 0) genau dann gleich, wenn auf einer
von diesen w-Brennkongruenzen in Kriimmungsparametern u,,u, ihrer Mittel-
punktfliche die Beziehung

0 H 0 J(°H! — 47K)

16) g (—=D)" (-1 —1 + &5(—1)".
(19) e(=1"[(-D) o e (1)
® Oy2 __ no
_[1_(_1)(-1)"“]1_£__a_\/( H 4 IK)+(_l)h+h'-
auh "“;Kau,, "(})K

. [(_l)(—l)h-*n _ (_1)(_1)h+1] i \/(sz - 4'"‘;K)i\/(mH2 - 4na;K) =0
du, "IK ouy, "IK

gilt.

Die Gaussschen Kriimmungen der entsprechenden Brennfldchen der entsprechen-
den w-Brennkongruenzen der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten aus der
w-Klasse sind einander gleich.

Die Brennfldchen der entsprechenden w-Brennkongruenzen der n-dimensionalen
Linienmannigfaltigkeiten aus der w-Klasse (mit ;K = 0) sind genau dann ab-
wickelbar, wenn auf einer von diesen w-Brennkongruenzen (uq = const,q =3, ..., n)
in Kriimmungsparametern uy, u, ihrer Mittelpunktfliche (welche die abwickelbare
Fliche mit Asymptotenlinien u, = const darstellt) die Beziehung

(17) i BTy, =
ou,
gilt.
Die QK- bzw. wK-Approximation der n-dimensionalen Kugel- bzw. Linien-
mannigfaltigkeit hat die Gleichung

(18) °H =0

bzw. (in Kriimmungsparametern u,,u, der Mittelpunktflichen der w-Brenn-
kongruenzen u, = const, q = 3, ..., n) die Gleichung
0 °H 0 J("H?*- 4"4K) 0 “H 0 J(*H? — 4™K) _ 0

vy -7+
Ouy "7K du, K Ou, "{K du, "K

Die QK- bzw. wK-Approximationen jeder zwei n-dimensionalen Kugel- h-w.
Linienmannigfaltigkeiten der Q- bzw. w-Klasse sind enweder direkt oder indirekt
kongruent, je nachdem, ob diese zwei n-dimensionalen Kugel- bzw.Linienmannig-
faltigkeiten entweder aus derselben oder aus verschiedenen Q- bzw. w-Unterklassen
stammen.
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