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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 111 (1986), Praha 

ZUR DIFFERENTIALGEOMETRIE DER KUGEL-
U N D LINIENMANNIGFALTIGKEITEN 

IM DREIDIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN RAUM 

ZDENEK VANCURA, Praha 

(Eingegangen 15. Mai 1984) 

In den Arbeiten [10] bis [15] versuchten wir die Konzeption, Inhalt und Form der 
Differentialgeometrie von Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen 
euklidischen Raum zu erzeugen. 

Zum Abschluss dieser* durch das Theorem aus [15] charakterisierten Differen­
tialgeometrie, versuchen wir einige Vertiefungs- und Entwicklungsideen insgesamt 
einiger ihren wichtigsten Realisationen aufs kürzeste darzustellen. 

Vor allem kann man die c0-Tensoren "«fly,"«fry der n-dimensionalen Linien­
mannigfaltigkeiten (n = 3, 4; a = I, II) tiefer als in [15], d.h. unabhängig von den 
adjugierten Kugelmannigfaltigkeiten, folgendermassen definieren: 

(1) " > y = (3 2 + 1) MT{J + ndsTt
 ndsTj + öl&ßj , 

™bu = S(nddTij - 3, dsTj + ö$ S, 9j), 

9 = (°>H2 - 4C ÖK)1 / 2 " J T 1 , W K 4= 0 ; 

IO\ "Ms. nddT _i_ ndsrp ndsrp 
V-) nau — iij + iijmmm iji* 

ntot ndsrp ndsrp 
11° ij — Äi 1J 9 

<°K = 0 , <°H # 0 . 

Dann muss man auch die in [15] angeführten Hauptergebnisse der „Linienproble­
matik" von n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten durch folgende, aus (1), (2) 
und aus den Tensoren im Theorem in [15] sich egebende, Hauptergebnisse ersetzen: 

Für die co-Krümmungen ™Kl (n = 3, 4; i = 1, 2; a = I, II) der n-dimensionalen 
Linienmannigfaltigkeit bekommt man dann vor allem: 

3cJK1 = 3 jX2 gilt genau dann, wenn eine von den (^-Krümmungen gleich 

(3) ---
W (S 2 + 1)([(S 2 + 1 ) 2 - Ö 2 ] 
ist. 

3 jX1 = 3 jX2 = 0 gilt genau dann, wenn die Mittelpunktflächen der a-Brenn-
kongruenzen des Linienkomplexes von Kugelflächen gebildet werden. 

235 



Genau dann, wenn für eine co-Krümmung 3cojKl (i ist einer der Werte 1, 2) des 
Linienkomplexes die Beziehung 

/ n \ 2 + ( - l ) ' + 1 

(4) s - x ' - ^ - l ) ' * ^ - ^ ) 

gilt, ist die restliche co-Krümmung des Linienkomplexes gleich Null. 
Bei dem Linienkomplex mit konstantem Skalar 9 sind entweder beide co-Krüm-

mungen oder keine co-Krümmung konstant. 
Wenn jede co-Brennkongruenz des Linienkomplexes den Skalar 9 konstant hat 

bzw. wenn die beigeordneten Geraden von co-Brennkongruenzen des Linienkomple­
xes parallel sind, dann gilt (bei 9 =# 0): 3 "K1 = 0 genau dann, wenn der Linien­
komplex den Skalar 9 konstant hat bzw. die beigeordneten Geraden von co-Brenn­
kongruenzen des Linienkomplexes denselben Skalar 9 haben. 3(°jK2 = 0 gilt genau 
dann, wenn auf dem Linienkomplex (bei co-Brennkongruenzen u3 = consi) 

(5) dsT3 = i(92 + 1) 93 

gilt. 
Wenn jede co-Brennkongruenz jedes co-Brennkomplexes des Linienraums den 

Skalar 9 konstant hat, so bekommt man: 4cJKx = 0, 4tojK2 4= 0. Die erste co-Krüm­
mung 4jKx des Linienraums ist auf einem co-Brennkomplex seiner ersten co-
Krümmung 3 jK1 genau dann gleich, wenn auf diesem co-Brennkomplex der 
Skalar 9 konstant ist. Die zweite co-Krümmung 4cojK2 des Linienraums is auf jedem 
co-Brennkomplex von seiner zweiten co-Krümmung 3tojK2 verschieden. 

Wenn die beigeordneten Geraden der co-Brennkongruenzen der co-Brenn-
komplexe des Linienraums parallel sind und die beigeordneten Geraden der 
co-Brennkomplexe den gleichen Skalar 9 besitzen, dann gilt: 

(6) ^ K 1 = 0 , 4cojK2 = -9(92 + l ) " 1 (92 + 3) + 0 . 

Die erste co-Krümmung 4jKx des Linienraums ist auf jedem co-Brennkomplex von 
seiner ersten co-Krümmung 3"K1 verschieden. Die zweite co-Krümmung 4cojK2 des 
Linienraums ist auf einem co-Brennkomplex seiner zweiten co-Krümmung 3tojK2 

genau dann gleich, wenn (bei co-Brennkongruenzen u3 = const. der co-Brenn-
komplexe u4 = const) auf diesem co-Brennkomplex 

(7) dsT3 = 93 

gilt. 

Wenn die beigeordneten Geraden der co-Brennkongruenzen der co-Brennkomplexe 
des Linienraums parallel sind und die beigeordneten Geraden der co-Brenn­
kongruenzen jedes co-Brennkomplexes den gleichen Skalar 9 besitzen, dann gilt: 
Die Gleichungen (6). Die erste co-Krümmung ^K1 des Linienraums ist auf jedem 
co-Brennkomplex seiner ersten co-Krümmung 3(°IK

1 gleich. Die zweite co-Krümmung 
4<°jK2 des Linienraums ist auf jedem co-Brennkomplex von seiner zweiten co-Krüm­
mung 3cojK2 verschieden. 
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Wenn die beigeordneten Geraden der (D-Brennkongruenzen jedes (D-Brenn­
komplexes parallel sind und den gleichen Skalar 3 besitzen bzw. wenn die bei­
geordneten Geraden der (D-Brennkomplexe parallel sind und den gleichen Skalar 3 
besitzen bzw. wenn die beigeordneten Geraden der (D-Brennkongruenzen der 
(D-Brennkomplexe den gleichen Skalar 3 besitzen, dann ist für die erste (D-Krüm­
mung ^ K 1 = 0. 

Für die (D-Krümmungen ^K1, 3
7jK

2 des Linienkomplexes bekommt man 3 jK1 = 
= 3(°jK2 = 0. 

Für die (D-Krümmungen 4 j K \ 4jK2 des Linienraums bekommt man ̂ K 1 = 0, 
47K2 * 0. 

Die erste (D-Krümmung ^jK1 des Linienraums ist der ersten (D-Krümmung jedes 
seinen (D-Brennkomplexes gleich. Die zweite (D-Krümmung 4(JK2 des Linienraums 
ist auf jedem (D-Brennkomplex von seiner zweiten (D-Krümmung 37K2 verschieden. 

Wenn die beigeordneten Geraden der (D-Brennkongruenzen jedes (D-Brenn­
komplexes des Linienraums bzw. die beigeordneten Geraden der (D-Brennkomplexe 
des Linienraums parallel sind, dann ist die zweite (D-Krümmung 4jK2 des Linien­
raums positiv. 

Sonst bleiben die Ergebnisse der Arbeit [15] unverändert. 
Weiter werden wir immer unter zweidimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten nur 

diejenigen, welche von Kugeln mit konstantem Halbsmesser gebildet werden, unter 
.n-dimensionalen Linienmanngfaltigkeiten adjungierte n-dimensionale Linienman­
nigfaltigkeiten (n = 2, 3, 4), under Q- und co-Brennkongruenzen der zweidimensio­
nalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten diese zweidimensionale Mannigfaltig­
keiten selbst verstehen und Gausssche Krümmungen bzw. mittlere Krümmungen der 
Mittelpunktflächen der Q- und co-Brennkongruenzen durch QK bzw. nH und WK 
bzw. ^H bezeichnen. 

Neue, weitergehende, durch die Tensoren aus dem Theorem in [15] untersuchte 
Begriffe wollen wir durch folgende Definitionen einführen: 

Den Skalar n?K, nßK bzw. ™K, ^ K aus den Gleichungen 

(8) "ßK = ™K = d c t l " T " + *» * r ' * r ' + **(*r'r' + * r ' r '> l 

' ' det \dsT(j + ön
3
 dsTt

 dsTj + Sl^Tfj + asTjr$[ 
QK = mK 4= 0 , det \äsTtj + d\ dsTt

 dsTj + S^T^ + d sT/ f) | * 0 , 

n = 2, 3, 4 , ij = 1 , . . . ,« , 
(g\ nQK _ na,K __ de tl '^ü 
( ) " * " " * - det | * % . + ^ r , | 

ßK = "K = 0 , QH = aH * 0 , det |SST0- + 5\rirj\ + 0 , 

n = 2, 3, 4 , ij = 1, . . . , n, 

wo (s; r) die ß-Brennkongruenzen der ß-Brennkongruenzen bzw. der adjungierten 
crj-Brennkongruenzen der Kugel- bzw. Linienfannigfaltigkeit darstellen, wollen wir 
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als die Q-Krümmung bzw. die co-Krümmung der n-dimensionalen Kugel- bzw. 
Linienmannigfaltigkeit bezeichnen. 

Die Menge von allen n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten (n = 2, 3,4), 
welche als die (n — 2)-parametrigen Systeme ihrer ß-Brennkongruenzen kongruent 
sind, nennen wir die Q-Klasse der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten. 

Die Menge der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten (n = 2, 3, 4), welche 
als die (n — 2)-parametrigen Systeme ihrer co-Brennkongruenzen den n-dimensionalen 
Kugelmannigfaltigkeiten der ß-Klasse adjungiert sind, wollen wir als die co-Klasse 
der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten bezeichnen. 

Die Menge von allen Kugeln bzw. Linien der n-dimensionalen Kugel- bzw. Linien­
mannigfaltigkeit in deren Q- bzw. co-Brennpunkten die (verschiedenen) Brennflächen 
der angehörigen Q- bzw. ca-Brennkongruenz gleiche Gausssche Krümmung besitzen, 
wollen wir als die QK- bzw. coK-Approximation der n-dimensionalen Kugel- bzw. 
Linienmannigfaltigkeit bezeichnen. 

Unter Anwendung der vorangehenden Definitionen, von [12] (Gleichungen (2) 
bis (8)), von [15] (Gleichungen (3')), von [11] (Sätze 1.13, 3.3, 3.4, 5.16), von [6] 
(Sätze auf S. 223, 227, 262, 275, 334, 374-5 , 378, 380, 382) bekommt man durch die 
Tensoren aus dem Theorem in [15] folgendes: 

Die Q-Krümmung bzw. die co-Krümmung der n-dimensionalen Kugel- bzw. 
Linienmannigfaltigkeit ist in jeder ihren Kugel bzw. Linie der Q-Krümmung bzw. 
der co-Krümmung der durch diese Kugel bzw. Linie gehenden Q- bzw. co-Brenn-
unter mannig faltigkeit gleich. Die Q-Krümmung bzw. die co-Krümmung der 
zweidimensionalen Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeit ist der Gaussschen Krüm­
mung ihrer Mittelpunktfläche gleich. 

Für die entsprechenden Kugeln bzw. Geraden jeder zwei n-dimensionalen Kugel­
bzw. Linienmannigfaltigkeiten *p, **p bzw. *p, **p der Q-Klasse bzw. co-Klasse 
gilt 

(10) KK«*KK. |SH|H*Sfl|, *r = **r 
bzw. 

(u) ZK = *ZK, |JH| = |.;H| . 
Die n-dimensionalen Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeiten der Q-Klasse bzw. 

co-Klasse kann man in zwei Q-Unterklassen bzw. co-UnterMassen teilen: Jede 
zwei n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten aus derselben bzw. aus verschiedenen 
Q-Unterklassen sind direkt bzw. indirekt kongruent. Jede zwei n-dimensionale 
Linienmannigfaltigkeiten aus derselben bzw. verschiedenen co-Unterklassen sind 
direkt bzw. indirekt kongruent. Für ÜH + 0 bzw. "H * 0 und e( = ( - 1 ) , + 1 (i = 
= 1,2) kann man die erwähnten Q-Unterklassen bzw. co-Unterklassen als die 
Q-Unterklassen (n°K9 et

 aH, r) bzw. die co-Unterklassen (™K, Et "H) bezeichnen. 
Jede n-dimensionalen Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeit gehört in eine Q-

bzw. co-Klasse. 
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Zwei n-dimensionale Kugel- bzw. Linienmannigfaltigkeiten p, *p bzw. p, *p 
(bei QH 4= 0 bzw. ^H 4= 0) mi Q- bzw. Oj-Brennkongruenzen uq = const bzw. 
*uq = const (q = 3, ..., n) gehören genau dann zu den Q- bzw. co-Unterklassen 
(nQK,eQH,r), (nQK,*eQH,r) bzw. (™K, e WH), ( " X * £ r o B ) , wenn solcheine 
Transformation *up = *up(u1, u2), (p = 1, 2), *u^ = *uq(uq) (q = 3, ..., n) existiert, 
dass 

(12) SST,. = — k —"' *S*ST«, £*£ " 7 , , = " k — ' *d*sTkl, 
Öuf Ott- Gu; ÖUj 

r= *r (ij = 1,2) 

bzw. 

(13) »T v = — * — ' *s*sTkl, £ *£ "Tu = — * — ' *d*sT« (»,j = l ,2) 
Ouf O'uj öui duj 

gilt. 
Die Gausssche Krümmung bzw. die mittlere Krümmung der h-ten Brennfläche 

der Q-Brennkongruenz der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit ist der Gauss-
schen Krümmung bzw. dem e-Vielfachen der mittleren Krümmung (e = +1) 
der h'-ten Brennfläche (h, h! = 1, 2) der entsprechenden Q-Brennkongruenz der 
n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit aus derselben Q-Klasse genau dann gleich, 
wenn auf einer von diesen Q-Brennkongruenzen 

(14) nQK[(-l)h+1 e± - ( - l ) h ' + 1 82]
 QH = 0 

bzw. 

(15) 2Qß hv - h'2ß
h'2 ve) r3 nQK2 + \_2r(hß hv - hJ J » + 

+ {(-1)* + 1 Zß>i " (-1)A ' + 1 hJh*> «2 e] r2 QH] nQK + 

+ ß H [ ( - i y + i
£ ^ £ > e i - ( - I ) * ' + I : ; / J ; > 2 8 + 

+ ( - l)*+ft' fil a2r ß H ( £ ^ £> - h
2ß;»] = 0 

gi/L 
Die Brennflächen der Q-Brennkongruenzen der n-dimenisonalen Kugelmannig­

faltigkeiten aus der Q-Klasse mit nQK = 0 sind abwickelbar. 
Die Brennflächen der entsprechenden Q-Brennkongruenzen der n-dimensionalen 

Kugelmannigfaltigkeiten aus der Q-Klasse mit QH = 0 besitzen die gleichen 
Gaussschen Krümmungen. 

Die Gaussschen bzw. die mittleren Krümmungen der entsprechenden Brenn­
flächen der entsprechenden Q-Brennkongruenzen der n-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeiten aus der Q-Klasse sind gleich bzw. gleich bis auf das Vorzeichen 
ß 1 £ 2 . 

Die Gaussche Krümmung der h-ten Brennfläche der co-Brennkongruenz (uq = 
= const, q = 3, ..., n) der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit ist der Gauss-
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sehen Krümmung der W-ten Brennfläche der entsprechenden co-Brennkongruenz 
(uq = const9 q = 3 , . . . , n) der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (h9h

f = 
= 1, 2) aus derselben co-Klasse (mit no\K + 0) genau dann gleich, wenn auf einer 
von diesen co-Brennkongruenzen in Krümmungsparametern ul9 u2 ihrer Mittel­
punktfläche die Beziehung 

(16) £ l(-iyr(- . iy-o— - n ± *2L ___ V(^2 - 4 n 1 K ) + / t y . 
v ' v ' LV y Jduh™Kduh, "»__ v y 

[ i _( - . i ) ( -D h + i - i _________ VC0**2"" 4 m ? x ) + (-n*+*' 
*L V ; J duh. ""K 8uh

 no}K V 1 • 

r ( _ i y - i ) h , + 1 _ f - i y - 1 ^ * 1 " — VC0**2 - 4 n jK ) 5 V(<0H2 - 4W(?K) = 0 
*LV ^ V ; J öu f t ™K duh. n(0jK 

gilt. 
Die Gaussschen Krümmungen der entsprechenden Brennflächen der entsprechen­

den co-Brennkongruenzen der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten aus der 
co-Klasse sind einander gleich. 

Die Brennflächen der entsprechenden co-Brennkongruenzen der n-dimensionalen 
Linienmannigfaltigkeiten aus der co-Klasse (mit n^K = 0) sind genau dann ab­
wickelbar 9 wenn auf einer von diesen co-Brennkongruenzen (uq = const9 q = 3, ..., n) 
in Krümmungsparametern ul9 u2 ihrer Mittelpunktfläche (welche die abwickelbare 
Fläche mit Asymptotenlinien u1 = const darstellt) die Beziehung 

(n) /-Mr2 2 = o 
OU1 

gilt. 
Die QK- bzw. coK-Approximation der n-dimensionalen Kugel- bzw. Linien­

mannigfaltigkeit hat die Gleichung 

(18) ß H = 0 

bzw. (in Krümmungsparametern ul9 u2 der Mittelpunktflächen der co-Brenn­
kongruenzen uq = const9 q = 3 , . . . , n) die Gleichung 

(19) ______ ___ y/(c°H2 - 4nojK) ___ «ff ___ J(°>H2 - 4™K) 
du1

 ntojK du2
 n0JK + du2 ™K dux ""__ 

Die QK- bzw. coK-Approximationen jeder zwei n-dimensionalen Kugel- bzw. 
Linienmannigfaltigkeiten der Q- bzw. co-Klasse sind enweder direkt oder indirekt 
kongruent, je nachdem, ob diese zwei n-dimensionalen Kugel- bzw.Linienmannig-
faltigkeiten entweder aus derselben oder aus verschiedenen Q- bzw. co-Unterklassen 
stammen. 
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