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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 83 (1958), Praha 

ASYMPTOTICKÉ VLASTNOSTI INTEGRÁLŮ HOMOGENNÍ 
LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE ČTVRTÉHO ŘÁDU 

Z D E N Ě K HUSTÝ, Brno DT: 517.934 

(Došlo dne 11. ledna 1957) 

V práci jsou uvedeny některé postačující podrriínky pro ohraničenost 
integrálů diferenciální rovnice (1,2). Dále je ukázáno, jak lze v někte
rých případech odvodit asymptotické vzorce pro fundamentální 
systém řešení diferenciální rovnice (1,2) pomocí známých asympto
tických vzorců pro fundamentální systém řešení diferenciální rovníce 
(1,5). 

1. Diferenciální rovnici 

vf" + ±a&ď + $a2w
rr + ±axw' + a0w = 0, (1,1) 

kde a%\ a"z, a'ly a0 jsou spojité funkce v intervalu J == (x0, co), můžeme převést 
transformací iv = e~StZiáxy na první kanonický tvar 

y"" + lOAy" + (10A' + co) y' + [3(34* + A') + cot] y = 0 , - (1,2) 

kde co (coj) je invariant (semiinvariant) rovnice (1,1), A = f (a2 — a\ — a'3), 
viz [6]. Funkce co', cou A" jsou spojité v intervalu J. 

V případě co == 0 pro všechna x e J je 

y"" + (lOAyy + [3(34* + A") + co,] y=0 (1,3) 

samoadjungovanou rovnicí. Rovnice 

j T + (lOAyy + 3(3.4* + A") y = 0 (1,4) 

je iterovaná a její fundamentální systém řešení tvoří funkce uz, uhi, uv2, vz, 
jestliže u, v jsou lineárně nezávislé integrály diferenciální rovnice 

u" + Au = 0 . Viz na' př. [9]. (1,5) 

Má-li rovnice (1,5) integrál %(#), který nemá v J ani jeden nulový bod, 
pak můžeme (1,2) transformovat substitucí 

«[!(*)] 

JW) yz=¥wý' Hx)= *7~~át (1'6) 
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na druhý kanonický tvar 

d*v 

d£* 
, 1 d^ , 1 / 3 í" 1 

+ | 7 s 0 > d | ^ ^ M ^ 1 ~ i y co\v = 0, viz [6 ] . (1,7) 

Každý integrál y(x) rovnice (1,2) vyhovuje integrální rovnici 

y(x) = z(x) — -g-y(æ0) a)(æ0) 
гt(æ) ^(æ) 
ад( æ0) г>( 0) + (1,8) 

+ 
íř 

[»,(() -«,'(«)] 
u(t) v(t) 

Зa>(í) 
w(æ) «?(#) 
и(í) «>(*) | 

ад(#) г?(#) 

м'(0 v'(í) }dí, 

kde z(#) je integrál rovnice (1,4) splňující v bodě x0 ^ x0 stejné počáteční 
podmínky jako y(x) a u(x), v(x) jsou integrály rovnice (1,5), jejichž wronskien 
je roven 1, viz [8]. 

2. Dále uvedeme některé postačitelné podmínky pro ohraničenost integrálů 
diferenciální rovnice (1,2). Kvůli stručnějšímu vyjadřování zavedeme tyto 
definice: 

a) Řekneme, že integrál y(x) diferenciální rovnice má vlastnost 

(Oi) => \yW(%)\ á. M pro všechna x e J\ i = 0,1,2, 3; 
(O01) ^> \y(x)\ + \y'(x)\ á M pro všechna x e J; 

(0 o l t t ) => \y(x)\ + \y'(x)\ + \y"(x)\ + \f'(x)\ g Mpro všechnax € J ; 
(O0) => l im y(a?) = 0; 

(00l ) lim y(x) = 0, lim y'(x) = 0; M = konst > 0.-*) 

b) Řekneme, že diferenciální rovnice má některou z vlastností odst. a), 
když každé její řešení má tutéž vlastnost. 

2,1- Nechť 
co oo 

f\co\ dx < co , /[<*>,_| dx < oo . (2,1) 

Jestliže rovnice (1,4) má vlastnost (O0i23)> P a ^ rovnice (1,2) má vlastnost 
(O0123), viz [1], T. 6, str. 55. 

P o z n á m k a 2,1. Rovnice (1,4) má vlastnost (0Oia»)> jestliže rovnice (1,5) 
má vlastnost (O0i), při čemž \A\ + \A'\ ^ M. 

P o z n á m k a 2,2. Rovnice (1,5) má vlastnost'(0 0 1), jestliže 
oo 

lim \A + a\ = 0, f\A + a\ dx < oo, a = konst < 0, 

viz [ 1 ] . I I , T . 7, str. 56, nebo 
00 

lim |AL + a\ = 0, / | 4 ' | dx < oo, a = konst < 0, 
íC-»ao 

viz [1], VI, T. 1, str. 133. 

*) V dalším textu budeme vždy písmenem M označovat vhodnou kladnou konstantu. 
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2,2. Nechť 
co co 

: J > ! — (o'\ dx < oo , J\m\ dx < oo . (2,2) 
Jestliže rovnice (1,5) má vlastnost (ooi)» Pak rovnice (1,2) má vlastnost (o0). 
Podle (1,8) je vzhledem k předpokladu \u(X)\ <L M, \v(x)\<* M, \u'(x)\ <í M, 

\v'(x)\ <: M 
X 

\y(x)\ <í Jf 3(|G l | + | c | + I d + |c4 | + c5) + i - Jtf« J\y\{\oH - o>'| + 3|o>|] át, 

kde jsme použili vztahů 

z(x) = cxu
z(x) + c%u*(x) v(%) + c$u(x) v2(x) -f CtV*(x) , 

cs = - j |y(50) o>(»o)l - l>(£o)| + K#o)|33. 

Podle Bellmanovy nerovnosti, viz [1], str. 46, je 
X 

\y(x)\ <: c exp | - | - M* f [ K - » ' | + 3|fl>|] dřj, c = J f « ^ |e,| , 

odkud s ohledem na (2,2) plyne tvrzení. 
P o z n á m k a 2,3. Necht platí (2,2). Jestliže rovnice (1,5) má vlastnost (0O1), 

při čemž \A\ + \A'\ ^ M, pak rovnice (1,2) má vlastnost (O0123). 

2,3. Nechť platí předpoklady: 
a) A ^ konst > O, A~* je konvexní pro x e <ÍT0, OO), 

M/^O-". fe»<--' 
Pak rovnice (1,2) má vlastnost (O01). 
Podle předpokladu a) je 

\u(x)\<L~^\v(x)\, |«'(a:)| LŠ Jlřť-Í ^ |o'(*)| , (2,3) 
yz 

viz £Zá»wrf [3], str. 85. Podle (1,8) je 

• /.i.-- c , 4 Jbí6 f | . i [ l a ' - - c , , l i 3H"l r i , 

yi^F 3 p-®7 L V-^3w V^* ) J 

\y(x) j/Z^)| rg c + ± M*f\gt&®l [^H1 + A®] * ' ' (2'4) 
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kde c je vhodná kladná konstanta. Jestliže aplikujeme na (2,4) Bellmanovu 
nerovnost, snadno podle předpokladu b) dojdeme k závěru, že integrál y(x) 
je ohraničený. 

Derivací (1,8) s ohledem na (2,3) obdržíme odhad 
X 

\y'(x) |!2(£j| =~c + é M'f\y\im\ [ ' " p ^ + -Jffi] dř • 

kde c > 0 je vhodná konstanta. Integrál na pravé straně podle předpokladu 
4 

konverguje, neboť funkce y]/A3(x) je podle (2,4) ohraničena. 
P o z n á m k a 2,4. Jestliže platí předpoklady odst. 2,7 a ]imA(x) = oo, pak 

íC->ao 

rovnice (1,2) má vlastnost (o01). 

Přesněji 

y{x) = o [ + - — 1 , yW=- Q [ T - 1 - 1 • 
Lps(x)J ' L.y4(a,)J 

oo CO 

3.1. Nechť |̂ L + a| -> 0 pro # -> oo, /|.A..'(a;)| d# < oo, f]co\ dx < oo, 
co 

/|o>i + 3^4"| d,r < oo. Pak existuje fundamentální systém řešení rovnice (1,2) 
tvaru 

S#> = exp [fXk(t) áť\[cu + o(l)] , h = 1, 2, 3, 4, 
i = O, 1, 2, 3, 

kde yLlr2(í) = ± ]/— -á(č), A3,4(č) = ± ^V"* -^(0> cki jsou konstanty nezávislé 
na x, x0. Viz [1], I I , T. 8, str. 64. 

00 

3.2. Nechť \A + a\ -> O pro a; -> oo, a = konst., /[^'(a;)! d# < oo. Potom 

as * 
... -/]/-J.(t)dí ,., /V-4(í)dí 

f4° = e *o fe, + o(l)] , < - «* [c2 í + o ( l ) ] , i = O, 1, (3,1) 

kde čjbi jsou konstanty nezávislé na x9 #o5 ui> u2 jsou nezávislé integrály rovnice 
(1,5). Viz [1], I I , T. 8, str. 64. 

D ů s l e d e k . 
X X 

- 3 / JT-T(5 dř - / V^Iot) át 
Vl = 6 * [1 + o(l)] , y, = e *o [1 + o(l)] , 

X * ( 3 ' ^ 

f]/-A(t)d.t zly~A(.t)dt 
, Vz = e* [ l + o ( l ) ] , ifc = « * [1 + * ( ! ) ] , 

kde y« == u\"i. «4 X> i = 15
 2 , 3, 4, jsou nezávislé integrály rovnice (1,4). 
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3,3. Předpokládejme, že rovnice (1,5) má integrál ux(x), který nemá v inter-
00 

valti J žádný nulový bod a I 2 dx = -f oo. Potom můžeme rovnici (1,2) 
J u^x) 

transformovat substitucí (1,6) na tvar (1,7), při čemž lim ((z) — oo., 
.r-*oo 

NeeM 

-з- \<Ą dx < oo , J --- K 3 f da; < oo . (3,3) 

Integrály rovnice (1,7) jsou podle Ghizettiho věty (viz [7]) asymptoticky 
rovny integrálům rovnice v(*) -= 0. Přesněji, rovnice (1,7) má fundamentální 
systém tvaru 

v, = f*- l[l + o(l)] , i = 1, 2, 3, 4 . 

D ů s l e d e k . Integrály rovnice (1,2) jsou podle Ghizettiho věty asympto
ticky rovny integrálům rovnice (1,4). Přesněji, rovnice (1,2) má fundamentální 
systém tvaru yt = u\~*. ^ - 1 [ 1 + o(l)], kde ul7 u2 jsou vhodné lineárně) 
nezávislé integrály rovnice (1,5). 

3,4. Necht rovnice (1,5) má integrál u2(x) (nezávislý na %(#)) takový, 

v Í l 

ze I < oo . 
J ^l(-c) 

Jestliže integrály 
CO CO 00 

JV2(#) \co\ cLc , JVfc) ^ 2(^) \°A &x > JVfc) W d# (3,4) 

konvergují, kde 

^ . u2 = Oj>(#)], 

% . ^2 = 0[y(a?)] , 

p a k platí tvrzení odstavce 3,3. Ukažme, že je splněna podmínka (3,3). 

(3,5) 

co co a; co x 

J -yi M d « . = J t«íí J - ^ díl |o>| d# = J | % í c ^ 2 + c2a2 J ^ d ř l j |o>| dx 

CO cc 

<I N2 I (%%)2 JOL>| cta, kde 1^ + c 2 I —j díl g; Nx, cl9 c2 jsou konst. 

< 

* 0 

Podobně zjistíme, že 
oc co oo ' 

/
ř3 3 fcif r r 

-pi K - y y o>j dx ^ N2[ 1 !(%««)* c^l ůz+ I \(u\yu\co\ dx] , 
k d e N2 je vhodná konstanta > 0. 

Všechny tři integrály, které se vyskytují na pravých stranách obou ne
rovností, podle předpokladů (3,4), (3,5) konvergují. 
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3,5. Nechť platí předpoklady odstavce 3,2 pro a > 0. Jestliže integrály 
°o 00 

/[coI dx, /Jco-J d# konvergují, má rovnice (1,2) fundamentální systém (3,2). 
Podle (3,1) je cp(x) = ip(x) = 1. 

4. G. ŠANSONE ve své práci [2] dokazuje následující dvě věty o diferenciální 
rovnici 

WY - [ W - «>y' + $*y = o . (4,1) 

Věta 1. Nechť v rovnici (4,1) j5ow &2, #í, #0> <*>' spojité funkce pro všechna 
x ^ d a nechť platí tyto předpoklady: 

L = #2>0, &'2>0, M^ů1=m>0, ů1=ů'2, <&Í=OJ, 

A> + W ^ i[*í - CD] , ,$o + W^?>0, (L, M, m, x jsou konst.). ( ' ] 

Jestliže y(x) je řešeni rovnice (4,1), pak mohou.nastat tyto případy: 
i) y(x) neosciluje [má v intervalu <a, oo) konečný počet kořenů]; pak je bud 

lim \y(x)\ = 0 nebo lim |y(a:)| = oo; 
-C-..00 ÍB-^úO 

ií) ?/(ÍC) osciluje a není lim ?/(#) = 0; pak 

00 

/[ž/2(*) + 2/'2(*)] d» = + *oo , 

lim yr2(xn) = oo [{#„} je posloupnost nulových bodů integrálu y(x)], y'(xn) . 
n—>-co 

• ^'(^n) > 0 2?ro cíosří veZfó n. 

Věta 2. Nechť platí předpoklady vety 1. Nechť je dále pro všechna x ž # 

|#í - co| = Hx , |0O + o)'| = H2, (H19 H2 jsou kladné konstanty) . (4,3) 

iii) Jestliže integrál y(x) rovnice (4,1) je ohraničený, pak lim y(x) == 0. 
í&->00 

Poznámka 4,1. K důkazu obou vět používá Šansone identity 
• V(x) = U(a) - j W ' 2 + ůlV'* + \(co' + <&0) i/2] dx , (4,4) 

a 

kde 
U(x) = y [ 0 # T - ů2y'y" - W - l*>2/2, 

viz [2], str. 15. • ,.• 
Tvrzení obou vět platí beze změny pro diferenciální rovnicsi (1,2), jenom 

místo (4,2) event. (4,3) musíme předpokládat 

— M <* A <L — m < 0 , m1~ \co' =n> 0 , 
0 <L A' + \co = co1 - \co' , l ' ' 

event. 
|w - 10-á'l <k Hx, |3(3^2 + A") + a)! - a>'| < H2 (4,3') 

(Jkf, m, w, Hl9 H2 jsou kladné konstanty). 
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Ovšem k důkazu musíme použít místo (4,4) identity 

U(x) = U(a) - ]{{ZAy + y"f + K - |o>') y* - 4y>*A] či , 
a 

kde 
U(x) = fy - y"y' + áAyy' + SA'y* + \coy*. 

P o z n á m k a 4,2. Jestliže platí předpoklady (4,2'), pak každý integrál y(x) 
rovnice (1,2), který pro všechna x^>aeJ vyhovuje podmínce 

U(x) = y"'y - y"y' + áAyy' + ZA'y* + ÍW2 ^ 0 , 

má vlastnost (o0), viz [2], str. 16—18. 
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Pe3K>Me 

ACHMnTOTHHECKHE CBOHCTBA PEHIEHH0 OflHOPOflHOrO 
JIHHEHHOrO flH(D(DEPEHDiHAJIbHOrO YPABHEHHH 

*!ETBEPTOrO nOPflflKA 

3HEHEK VyCTbl (Zdeněk Hustý), BpHo 
(IlocryniiJio B pejr,aKirHio 1I/I 1957 r.) 

B npe^naraeMoi paSoTe HccjiejiyioTCH #ocTaTOHHHe ycjiOBHa orpaHBraeH-
HOCTH pemeHHH #Hf|><|)epemiHa,nBHoro ypaBHeHHH 

y" + IQAy" + {10A' + co) y' + [3(3.4* + A") + co,]y = 0 , (1) 
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А", со', сох непрерывны в / == \х0, оо), и выводятся некоторые асимптоти

ческие формулы для фундаментальной системы. В целях краткости обо

значений были введены следующие о п р е д е л е н и я : 

а) Мы скажем, что интерал у(х) дифференциального уравнения обла

дает свойством 

(Ог) => \уЩх)\ <; М = копвЪ. > 0 , * = 0, 1, 2, 3 , 

(ОоО ^Ш\+\у'(х)\йМ, 

(Ост) => Ы*)\ + \у'(х)\ + \у\х}\ + \у"\х)\ ^ И , 

(00) => Н т у(х) = О , 
Х-»С0 

(001) => И т 2/(ж) = Н т у'(х) = 0 . 
а?->оо а?—>со 

б) Мы скажем, что дифференциальное уравнение обладает некоторым 

из свойств пункта а), если каждое его решение обладает этим свойством. 

Уравнение (1) обладает свойством (О 0 1 2 3), если уравнение 

У" + Лу = 0 (2) 

обладает свойством (О01), \А\ + \А'\ <\ М = копе*. > О, 
оо оо 

$\со\ Ах < оо, /о>! Ах < со. 

Уравнение (1) обладает свойством (0 0 ), если уравнение (2) обладает 
00 . со 

свойством (0 0 1), / 1 ^ — со'\ Ах < оо, /]о>] Ах < оо. 

Пусть А 1> к о п е ! > О, А * — выпукло, 
00 оо 

С |а>х — 0) ' | , Г \а>\ , 

Тогда уравнение (1) обладает свойством (0 0 1 ). Если Н т А(х) = оо, то 
»—>00 

уравнение (1) обладает свойством (о0 1). 
00 со 

Пусть Нт \А + а\ = 0, а = койзЪ., / \А'\ Ах<со, / ]о>] сЬ < оо. Тогда 
*->оо 

фундаментальная система решений уравнения (1) имеет вид 
X X 

± з / У^Ща* ± / ]/-АЦ)М 
Уа.а = е *« [1 + о(1)] , 2/з,4 = б - [1 + о(1)] . 

Дж. С а н с о н е в своей работе [2] доказывает две теоремы об асимптоти

ческих свойствах интегралов дифференциального уравнения 

[ 0 # Т - №гУ'У ~ Щ' + #оУ = 0 . 
В настоящей работе приводятся условия, которым должны удовле

творять коэффициенты уравнения (1), для того, чтобы обе теоремы Сансоне 

были справедливы и для уравнения (1). 
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: Resume ' '•,'••• 

ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER LÖSUNGEN LINEARER 
HOMOGENER DIFFERENTIALGLEICHUNG DER VIERTEN 

ORDNUNG 

ZDENfiK HUST^ \ Brno; 

(Eingelangt am 11. I . 1957) 

Inder vorgelegten Arbeit werden hinreichende Bedingungen für die Begrenzt
heit der Lösungen der Differentialgleichung 

y'"f + lOAy" + (10.4' + co) y' + [3(34* + A»y + cojy = 0 , (1) 

A", co', coly sind stetige Funktionen von xeJ-^\x0, oo) eingeführt und 
einige asymptotische Formeln für das Fundamentalsystem abgeleitet. Wägen 
der Möglichkeit von kürzerer Ausdrückung wurden folgende Definitionen 
eingeführt: 

a) Man sagt, dass die Lösung y(x) einer Differentialgleichung folgende 
Eigenschaft besitzt 

(0£) => \yW(x)\ <i M = kernst. > 0 , i = 0, 1, 2, 3, 
(O01) ^ \y(x)\ + \y'(x)\ <Q M , 

(0WÄ) => \y(*)\ + |y'C*)i + | y » | +']trto\ ^ *f,. 
(00) => limy(x) = 0, 

(001) => lim y(x) = 0 , lim y'(x) = 0 . 

b) Man sagt, dass die Differentialgleichung eine der Eigenschaften des 
Absatzes a) besitzt, falls jede ihte Lösung dieselbe Eigenschaft besitzt, ,,•=•; 

Die Differentialgleichung (1) besitzt die Eigenschaft (O0123)5 wenri die Diffe
rentialgleichung , 

; j ; y" +Ay-=0 • , ,• (2) 

die Eigenschaft (O01) besitzt, \A\ + \A'\ <g M = konst. > 0, f\co\ dx < o o , 

f\cox\ dx < oo. 
Die Difierentialgleichung (1) besitzt die Eigenschaft (O0), wenn die Diffe

rentialgleichung (2) die Eigenschaft (O01) besitzt, 
oo oo * • • 

f\cox — co'\ dx < co , f\co\ dir < oo . 

Es sei A ^ konst. > 0 und die Funktion A~^ sei konvex, 

/

•la), — col t r |c 

LW1 *•<"•• Jt 
dx < QО . 

A 
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Dann besitzt die Differentialgleichung (1) die Eigenschaft (O0i)- Wenn 
lim A(x) = oo, so besitzt die Differentialgleichung (1) die Eigenschaft (o01). 

Im Falle dass, lim \A + a\ — 0, a = konst., f\A'\ dx < oo, f\co\ dx < oo, 

/|a>x| da; < oo, dann besitzt die Differentialgleichung (1) das Fundamental
system 

X X ' 

± 3 / 1 ~A(i)dt ± /1'"17t)dt 
^ 2 = ß *o [l + o ( l ) ] , y 8 t 4 = e * . [ 1 + 0 ( 1 ) ] . 

G. SANSONE beweist in seiner Arbeit [2] zwei Sätze über die asymptotischen 
Eigenschaften von Lösungen der Differentialgleichung 

WY ~ [#i»7 - o>y' +'0<» = o. 
In dieser Arbeit werden die Voraussetzungen, die die Koefizienten der Diffe
rentialgleichung (1) erfüllen müssen, eingeführt, sollten beide Sansons' Sätze 
auch für die Differentialgleichung (1) gelten. 
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