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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 86 (1961), Praha 

ÜBER EINE KLASSE LINEARER OPERATOREN 

VACLAV DOLEZAL, Praha 

(Eingelangt am 9. Dezember 1959) 

In diesem Artikel werden gewisse lineare Operatoren, welche auf dem 
Systeme der im Intervall (—co,0) verschwindenden Distributionen defi
niert sind, untersucht. Zuerst ist ein Produkt einer solchen Distribution mit 
der Funktion von zwei Veränderlichen definiert und seine Eigenschaften er
mittelt. Auf Grund dieses Produkts sind dann die Operatoren und der Be
griff ihrer Ordnung definiert. Ferner sind Sätze, welche die Eigenschaften 
der Operatorordnung behandeln, bewiesen. Insbesondere ist ein Satz über 
die Existenz des inversen Operators bewiesen, wobei zwei Konstruktions
verfahren angegeben sind. Zum Schluss wird auf die Anwendung der ein
geführten Operatoren zur Lösung der Systeme von Integrodifferential-
gleichungen mit glatten Koeffizienten hingewiesen. 

Diese Arbeit ist der Unter^chung einer gewissen Klasse von linearen Operatoren 
gewidmet. Diese Operatoren, die auf dem System der im Intervall (— oo,0) ver
schwindenden Schwartz'schen Distributionen definiert sind, sind insbesondere zur 
Lösung von Systemen der gewöhnlichen Integrodifferentialgleichungen mit glatten 
veränderlichen Koeffizienten geeignet. (Durch solche Systeme ist die Dynamik von 
linearen physikalischen Schaltungen beschrieben.) 

Im ersten Teil des Artikels werden Hilfsbetrachtungen durchgeführt, im zweiten 
wird die eigene Problematik behandelt. 

I. Es sei E die Menge aller reellen Zahlen. Es sei D1 das System aller Distributionen 
f, die in (— co, 0) verschwinden. Das heisst, dass jede Distribution fe Dx folgende 
Eigenschaft besitzt: für jedes f0 e (— co, 0) existiert eine Umgebung Jto, dass für jede 
Funktion cp(t) e K (K bezeichnet das System aller reellen unbegrenzt differenzierbaren 
finiten Funktionen, vergl. [1]), die ausserhalb ItQ verschwindet, (f, q>) = 0 ist. 

Wir führen folgende Bezeichnung ein: wenn q>(t) e K, so sei Q9 die Menge aller 
t, für welche q>(t) =t= 0 ist, (Q9 ist offenbar eine beschrankte offene Menge) und Q9 

sei die Abschliessung von Q^ die auch „Träger" von q>(t) genannt wird. 
Es sei noch Dx das System aller Distributionenf, die folgende Eigenschaft besitzen: 

wenn <p(t) e K und Q9 <= (— co, 0) ist, so ist (f, q>) = 0. Dann gilt folgender Satz: 
Satz 1. Dt = Di. Zum Beweis ist folgendes Lemma erforderlich: 
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Lemma 1. Es seien It, i = 1, 2,..., n beschränkte offene Intervalle; wenn die 
n 

Funktion <p(t) e K ausserhalb der Menge \J It verschwindet, so existieren solche 
i - l n 

Funktionen (pt(i)eK, i = 1, 2,..., n, dass <p(t) = X^-(0 z*s*> wobei jede (pi(i) 

ausserhalb It verschwindet. 
Beweis. Es sei a < c < d < b. Offenbar existiert eine solche im Intervall (— oo, oo) 

unbegrenzt differenzierbare Funktion u(i), dass a(i) =0 für t = c> &(t) = 1 für 
t 2> d ist. Es sei jetzt <p(t) e K, die ausserhalb (a, b) verschwindet; setzt man cpx(t) — 
•= (1 — a(t))(p(t), (p2(t) = u(t)(p(t), so ist <Pi(t)><p2(t)eK, wobei (px(i) ausserhalb 
(a, d), (p2(t) ausserhalb (c, b) verschwindet, und gleichzeitig gilt cp(t) = (px(t) + (p2(t). 
Hieraus folgt die Behauptung. 

Beweis des Satzes 1: Offenbar gilt Dx c Dx. Es sei umgekehrt feDx; wählt 
man <p(t)eK, für welche Q^ cz (— oo,0) ist, so folgt aus dem Borel'schen Satze, 
dass Qy durch ein endliches Intervallsystem IX,I2,...,In bedeckt wird, wobei für 
jede <p(t) e K, die ausserhalb irgendeines Intervalls It verschwindet, (f, q>) = 0 gilt. 
Aus Lemma 1 und der Linearität des Funktionais folgt jedoch, dass dann (/, cp) = 0 
gilt, das faeisst dassfe Dx, w. z. b. w. 

Im Weiteren wird folgender Satz erforderlich: 

Satz 2. Es sei fe Dx; dann gilt für jede (p(i) e K, für welche Q^ c (— oo, 0> ist, 
dass (f (p) = 0 ist. 

Beweis. Es sei cp(i) e K, für welche sup Q9 g 0 ist. Bildet man die Funktionen
folge cpn(t) = (p(t + Ijri), n = 1, 2,..., so gilt offenbar (cp — cpn) -> 0 in K (d. h. im 
Sinne des im K eingeführten Konvergenzbegriffs). Da für jedes n = 1 sup QPn < 0 
ist, folgt aus Satz 1 und aus der Stetigkeit des Funktionais f, dass (f, cp) = 0 
ist, w. z. b. w. 

Es sei Fx das System aller reellen Funktionen, die im <0, oo) sämtliche Ableitungen 
besitzen. (Im Punkte t = 0 werden die rechtsseitigen Ableitungen verstanden.) 

Es sei a(t)eFx. Fie Funktion a(t) wird die Fortsetzung von a(t) genannt, falls 
a(i) in (— oo, oo) alle Ableitungen besitzt und a(z) = a(f) für t e <0, oo) ist. Man kann 
beweisen, dass für jedes a(t) e Fx eine Forsetzurig existiert. (Vergl. [2].) 

Wenn jetzt a(t) eFx,feDx ist, definieren wir das Produkt af durch die Gleichung 

(1) (af,<p) = (fu(p). 

Von Satz 2 folgt, dass das Produkt af eindeutig definiert ist. 
Aus den eben ausgesprochenen Definitionen folgen unmittelbar folgende offen

sichtliche Behauptungen: 

Satz 3. a) a(t) e Fx,fsDx => afe Dx. 
b ) / „ e D i ; n = 1, 2,. . . ; fn -*f; a(*) e Fx ==>fe Dx; af„ ^ af 
c)f,geDx;a,ßeE=>af+ ßgeDx. 
d)feDx=>f'eDx. 
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Satz 4. Es sei fe Di9 oc(t) e Ft; falls oc(t) # 0 in <0, oo) und af = 0 ist, so gilt 
/ = 0. 

Der Beweis dieser Behauptung folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass zu einer 
solchen Funktion a(t) eine Fortsetzung a(t) existiert, für welche ä(t) =f= 0 in (— oo, oo) 
gilt. 

Ferner gilt folgender Satz: 

Satz 5. Falls fe D% eine reguläre Distribution ist, so verschwindet f(t) in (— oo, 0) 
fast überall, 

Beweis. Nach der Voraussetzung über / gibt es eine lokal integrable Funktion 
f(t) derart, dass für jede Funktion <p(t) e K 

(2) (f,<P)=r f(t)<p(t)dt 
J — OO 

gilt, wobei (f,q>) =-= 0 ist, Msr Qp c ( - oo, 0) gilt. Es sei a < b < 0; bildet man die 
Funktion (pjj) e K in der Weise, dass ß ^ = <a, b) und 0 <; <Po&(*) S 1 ist, dann 
gilt (q>at>(t))1/n -> 1 fast überall in (a, b). Setzt man für <p(i) m GL (2) (<pab(t))

Un ein, 
so folgt hieraus, dass jb

af(t) dt = 0 ist, woraus die Behauptung folgt. 
Wir führen jetzt das Produkt der Distribution mit der Funktion von zwei Ver

änderlichen ein. 
Es sei F\ das System aller reellen Funktionen W(t9 T), die im Quadrant t, T j£ 0 

definiert sind und dort alle partiellen Ableitungen besitzen. Offensichtlich gelten 
folgende triviale Behauptungen: 

a) Wenn Wt(t, x), W2(t, T) e F\; <xt, <x2 e £ ist, so gilt ^W^t, T) + a2W2(t, T) e F\. 
@i + kffl{f \ 

b) Wenn W(t, T) e F\ ist, so gilt für alle ganzen i, k ;> 0: v ? >' e F\; wenn 

ausserdem a(t) e Ft ist, so gilt a(t) W(t, T) e F\, W(t, x) a(x) e F\. 
Die Funktion W(ty x) soll die Fortsetzung von W(t, T) e, F\ heissen, wenn W(t9 T) 

in der ganzen JEbene - op < t*x,< oo aUe partiellen Ableitungen besitzt und wenn 
W(t, T) = W(t9T) für t,x ;> 0 ist. (Die Fortsetzung existiert zu jeder Funktion 
W(t,x)eF\,m&.\l\) 

Es sei fe Dl9 W(t, T) e F\; definieren wir das Funktional \Wf\ durch die Gleichung 

(3) <LW1M~ (/><!»)> 
wo 

(4) <pw(t) = - W(x, t)(p(k) dt -f / p W(x, t)<p(x) dx\ . f' (p0(x) dx 
J - 00 \ J — 00 / J. — 00 

ist, wobei mit W(t,x) irgendeine Fortsetzung von W(t, x) bezeichnet ist, und wo 
cp0(t) e K, ~Q90 c: (— oo, 0), Ĵ oo cp0(x) dx = 1 ist. Dann besteht folgende Behauptung: 

Satz 6. Das Funktional [Wf] e Du ist von der Fortsetzung W(t, x) und der Funk
tion (p0(t) unabhängig, sofern Q^ cz (— oo, 0) und j™^ cp0(x) dx = 1 gilt. 

Der Beweis wird in drei Schritten durchgeführt. 
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1. Man überzeugt sich leicht davon, dass cpw(t) nach GL (4) zur Menge K gehört. 
Offenbar ist <pw(i) -= 0 für t <£ min [inf Q^ inf Q^0] und für t 7> £ = max [sup Q9, 
sup S^J. Hieraus folgt gleichzeitig, dass die Schlussweise Q9 c ( - co, 0) => Q^r c 
c ( - oo, 0) richtig ist. Da ferner aus GL (4) folgt, dass (pw(t) sämtliche Ableitungen 
besitzt, so gilt<pw(t) e K. 

2. Aus (4) folgt, dass die Zuordnung <p(t) -> cpw(t) bei festen W(t, T), p0(f) additiv 
ist, d. h. dass für (pt(i)9 <p2(t) e K; ax, oc2 e E gilt 

(5) (oc1<p1 + a2^2)^ = a^^ iV + ct2(<p2)w. 

3. SchliessHch sieht man leicht ein, dass folgende Behauptung richtig ist: wenn 
cpn -> 0 in K ist, so gilt (<pn)̂  -• 0 in K. Wirklich, wenn alle Funktionen cpn(t) ausser
halb eines endlichen Intervalls <fl9*2> verschwinden, so verschwinden alle ((pn(t))w 

ausserhalb irgendeines festen Intervalls <f *, *2>. Deriviert man k-mals die GL (4), 
so überzeugt man sich leicht, dass es reelle Zahlen Cl9 C2,..., Ck~1 gibt, die nur 
von tu t2, W(t, T), cp0(t) abhängen, dass für alle t und alle ganzen n lg; 1 

(6) lCW0V](fe)l s c ^ + c2A42) + ... + ck_ttf-» 
gilt, wo jt4° « max |p£°(f)| ist. Hieraus folgt, dass (<p„)̂  ~» 0 in K gilt, so dass 

te<*t,*2> 

[Wf]eDv 
Um zu beweisen, dass [FPJ] von der Auswahl der Fortsetzung W(t, x) und von 

cp0(t) unabhängig ist, lassen wir zuerst W(t> x) fest und wählen q>0(i) 6 K, für welche 
Q~o cz ( - co, 0) und Jüoo^oC*) dT = 1 ist, und bilden die Funktion 

(7) yw(i) = - JF(T, *) cp(x) dT + ( I fp(T, t) (?(T) d r ) . f y0(x) dT . 

Hieraus folgt 

<Pir(r) - (^(t) = M ?F(T, *) V(T) dT j *(*) , tf{t) - f ( ^ ( T ) - £0(t)) dx, 

wo offenbar \jt(z) <~ K ist, da $(t) « 0 für t% 4, 5 « max [sup Qw sup gj 0] < 0 
gilt, sodass Q^ <= ( - oo, 0) ist. Laut Satz 1 gilt also 

(f><Pw) - (£<Pw) Ä C/>*r - <rV) » 0 . 
Ganz analog beweist man mit Hilfe des Satzes 2, dass \Wf] von der Auswahl der 
Fortsetzung W(t, x) unabhängig ist, womit Satz 6 bewiesen ist. 

Um im Folgenden die Schreibweise zu vereinfachen, wird wegen der eben be
wiesenen Eindeutigkeit der Strich, der die Fortsetzung bezeichnet, fortgelassen. 

Betrachten wir jetzt den Fall, in welchem / regulär ist. Es'gut der folgende Satz. 

Satz 7. Es seife Dt regulär, W(t, x) e F\; dann ist [Wf] ebenfalls regulär und 
ist fast überall gleich der Funktion 

í W(t,r)f(x)åx, ťє(-00,00) 
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Beweis. Laut Definition ist 

(8) (Wl <P) = (f> <Pw) = f f(t) <Pw(i) dt = 
J —oo 

= r f ( 0 { - f W(x,t)q>(x)dx + {r W(x,t)<p(x)dx\. f <p0(^)d4d'-
JO (. J -00 \J~oo / J -oo J 

Da t im äusseren Integrale nur positive Werte durchlauft, so ist JL^ <Po(T) dT =-= %9 

so dass sieh 

(9) . w ^ - r / t o f . r ^ o ^ ) - ^ 
Jo YJ. / 

ergibt. Nach dem Satz von Fubini gilt jedoch 

(10) (\Wf\ cp) = T j P FP(T, *)/(*) d*l <?>(T) dT , 
Jo Uo J 

w. z. b. w. 
Unmittelbar aus der Definition von \Wf~\ ergeben sich folgende Behauptung«. 
Satz 8. a) Es sei W(t, T) e Ff; /,/„ e'Du n = 1,2,...; /„ ->/; dann gilt [Wfn] -*-

b) Wenn W(t,%)eF\; f,g eD^a, ßeE ist, so gilt [W(af + ßg)~\ = oc[Wf] + 
+ ßlWg]. 

c) Es sei W,(t,x), W2(t,r)eF2
i; feD,; dann gilt [(Wx + W2)f] = [WJ] + 

+ \WJI 
Ferner gilt 

Satz 9. Es sei a(t) eFl5 W(t,x)eF\,feDx; dann gilt 

X. «[»/]== l(aW)ß, wo (aW)(t, x) - a(t) W(t, x) ist, 
2. [W(afyj = l(Wat)fl wo (Wa$t, x) = W(t, x) a(x) ist. 

Beweis. Es gilt (a[Wf],f) = ^Wf], acp) = (f,(aq>)w). Aber 

+ 

+ 

,(aę)w = — fV(т, í) a(т)<p(т) dт 
J — oo 

( W(%9 t) a(%) ф) dт j . ф0(т) dт = (ę)(aW), 

w. z. b. w. Analog beweist man die Behauptung 2. 
Wir fuhren jetzt folgende Bezeichnung ein: Es seien Wt(t9 T), W2(t9 %) e F\, Wir 

definieren die Funktion (Wt x W2)(t9 %) durch 

(Wt x W2)(t9 T) = f Wt(t9 z) W2(z9 T) dz , t ,T ^ 0 . 

Offenbar gilt (Pfj x PV2)(t, T) e F^. Jetzt kann man folgenden Satz aussprechen: 
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Satz 10. Es sei Wt(t,x), W2(t,x)<sF\; feDt; dann gilt [W^WJJ] = [(Wt x 
x W2)fl 

Beweis: Laut Definition ist 

(M^/]], <P) = ([W2fl <Pw>) = (f (Vwdwd • 

Ferner gilt 

(11) (cpWl)W2 = - P W2(x, t) L 1" Wt(u, x)<p(u) du + 
J —00 V. J —00 

+ ( Wx(u, T) cp(u) du) . (PoW du 
\ J -00 J -00 

/r* ...... 
+ 

dт + 

( Ґ W2(x, í) | - Г W,(u, x)ę(u) du + (! W^u, x)ę(u) du) 

. | ę0(v) dul dт J . ęQ(v) dv . 

Setzen wir zur Abkürzung 

Ф(т) = I " Wy(u, x)ę(u) du , Ф0(t) = ę0(v) dv, 

h = í W2(x, t) j ґ Wг(u, x) ę(u) dul dт . 
J -00 U -00 J 

Nach dem Fubinischen Satz gilt 

(12) Ii = - Wx(u, x) W2(x, t) dx l <p(u) du = 

(Wtx W2)(u,t)(p(u)du. ; 

Für das erste Integral der Gl. (11) gilt also 

(13) / = - f' (JFi x If2Xu, t) cp(u) du-[ W2(x, t) #(T) $0(x) dx . 
J - 00 J - 00 

Um das zweite Integral der Gl. (11), das die Grenzen - 00, 00 durchläuft, spal
ten zu können, wird von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass der Ausdruck in 
Klammern {...} für x ^ h = max [sup Qv, 0] verschwindet. Die Grenze 00 kann 
dann durch h ersetzt werden,, so dass sich für den ersten Glied I2 des zweiten Inte
grals der Gl. (11) 

I2 = f W2(x, t) I - f W,(u, x)<p(u) duj dT 
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ergibt. Nach dem Fubinisehea Satz folgt jedoch 

(14) I2=[ ([' Wt(u, x) W2(x, t) dx\<p(u) du = 
J —oo \J h / 

= f / [ * . . . + ["...) cp(u) du = r (W, x W2\u, t) 9(u) du + 
J--OO\JÄ Jt / J~oo 

+ f { r w ^ x ) w*(%> o d t ) # * ) d u • 
J - oo \ J h 

Das zweite Integral in GL (14) ist offenbar gleich dem Integral 
/ ; • • 

(15) P W2(x91) t f W,(u9 T)cp(u) duj dT = f W2(x,1) #(T) dT . 
J h \ J — oo / J A 

Hieraus ergibt sich schliesslich, dass (<Pwdw2 = f (*) + *H0 ist» w o 

(16) £(*) = - ff .(Ifi x WiX"- 0 <KW) 4« + 
J —oo 

+f r (^ x w2xu, *) <K«) d « ) . #o(«)» 

(17) r̂(t) = - P JF2(T, f) *(T) # 0 ( T ) dT + ( T »a(T, <) 0 (T) dT^ <f>0(f) + 
J - oo \Jh J 

+ ([ W2(T, t) #(T) #0(T) d ^ . 0o(t) . 

Offenbar gilt £(t) = (<p)WiXWz xmd folglich ist %(t) 6 K. Da aber (<pfnV2
 e K *st> 

so fbl^t hievon, dass $(i) als Differenz von zwei Funktionen aus K wieder 2u*K ge
hört« ••• 

Man uberzeugl siph jetzt feicht* dass Qw <= ( - oo, 0> gut. Wirklich, für f ^ 0 ^lt 

# ) = 

rh 

W2(x, t) *(*) # 0 ( T ) dT + W2(x, t) # ( T ) dT + 
00 J& 

+'[ ' JF2(T, 0 #(T) # 0 (T) dr = f PF2(T, 0 *(T) # 0 ( T ) dt -
J - 00 Jt 

' - f ^ ( T , 0 *(T) dT = ^W^,i)&(t) (#O(T) - 1) dT - 0 , 

da # 0(T) = 1 für T ^ 0 ist und sogar h, t }>• 0 ist. 
Laut Satz 2 gilt also 

(\Wt\_W2f\lcp) = (fcpWl>tW2 + *) = (L^ l X ^ 2 ) = ([(FF,, x W2)flcp), 

womit Satz 10 bewiesen ist. 
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Aus der Definition des „Produktes" Wt x W2 und aus dem Fubinischen Satze 
ergibt sich unmittelbar folgender Satz: 

Satz 11. Es seien Wu W2f W3 e f\; dann gilt 

Wt x (W2 x W3) = (Wt x W2) x W3 . 

Wir definieren jetzt für W(t, x) e f\ die „Potenz" Wxk(t, x) durch die Gleichung 

(18) W*k**(W*(*-ty)xW9 Jt-»2,3-. . . , Wxt = W. 

Aus (18) und aus Satz 11 folgt 

Satz 12. Es seien W(x, t) e f\; m, n £ 1 ganze Zahlen; dann gilt WXn x WXm = 

Folgender Satz ist ersichtlich. 

Satz 13. Wenn Wu W29 W3 e f\ ist, so gilt 

Wt x (W2 + W*) **WtxW2+WxxW3. 

Wir definieren jetzt die Funktionen Vk(t9 x) durch die Gleichung 

(19) Vk(t, x) - <* "" ^ A ; * - 2, 3 , . . . ; U^, T ) S 1 . 
(k - 1)! 

Offenbar ist Vk(t9 x)e~f\; man überzeugt sich leicht, dass für ganze Zahlen K r ̂  1 
gilt 
(20) UkxVr~Vk+r. 

Wenn jetzt /eDj ist, definieren wir für k = 1, 2, 3 , . . . das Symbol f(~*} durch die 
Gleichung 

(21) f(~*> - [tl*f] . 

Es seien k, r ̂  1 ganze Zahlen; laut Gl. (21), (20) und Satz 10 gilt 

(22) (/<-*))<-) « tU&Jn - [(Ur x l/fc)/] = [Ur+kf] = / - - - - ) . 

Ferner gilt 

Satz 14 Www/e Dt to/, so gilt (/*)<"x) « / (Z"1*)' « / 

Beweis. Laut Definition ist 

((fT1^) - (pt.n«0 = Cr.*«,,) - (f - (<PVX). 
Weiter gilt 

- fotO' - ~ { - [ <P(T) dT + ( f <p(r) dT) T 90(T) dTJ' = 

= <K')-( (p(x) drj <pb(t). 

Da aber ß«>0 c ( - oo, 0) ist, bekommt man ((f')(~l\<f>) = (f,(p). Ganz analog be
weist man die zweite Gleichung des Satzes. 
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ť.. 

. Wenn:fc/r^ 1 ganze Zahlen sind,.so gilt für die Ableitung v o n / e D - die GIek 
chung (/ (k)) ( r ) = fk+r). Definiert man also / ( 0 ) * /, so können Satz 14 upd 
GL (22) folgendermassen zusammengefasst werden: 

Satz 15. Es seifeDu k, r ganze Zahlen; dann gilt ( / w ) ( r ) « / ( * + r ) . 
Aus den Sätzen 8,7 ergeben sich speziell für/ (^1 ) unmittelbar folgende Behauptungen.; 

' . « • ' , . . • : • '• ' * W' 

Satz 16. a) Fürfuf2eDt; atia2 eE9ilt(Hft + a*/*) (~1 } « *xfr
l> + fyA~$A-

b) WennfneDt;n = l,2;.Sundfn^f ist, so gUtfrl) ~*frl). \ g 
c) WennfeDt regulär ist, soistf(~l) regulär und fast überalt gleich der Fün&I^ 

tion Jo/COdt. . < . . • • 
Aus der Formel für die Ableitung des Produktes und aus dem Satze 14 ergibt sich v 

die „Integrationsregel per-partes": 
Satz 17. Es sei a(t) e Ft9feDt; wenn a ( " 1 } = Jo a(x) dx + C ist, wo C eine belie

bige reelle Konstante ist, so gilt (ß/) ( - 1 ) == a^l)f - (a^^f)^^. ';•: 
Folgender Satz wird zum Eihdeutigkeitsbeweis erforderlich sein« ••'... 

Satz 18. Es seien c0,ct,...,cn reelle Zahlen, T% Ö, feDt reguläre Distribution» x:f 
Wenn • . , '• • ... , , . > - / , ' . . ' : ' -fl V" 

(23) cn5f + - V ^ 1 * + ... + ' c ö 5 r 4-f^O 

ist, so gilt c0 = ct = ... = cn = 0,/ = 0. * 

Beweis. Wenn 

(24) • „, : / ?«*+/*».<>. ••.'••*•• 
gilt, wo c reell und/regulär ist, so sieht man leicht ein, dass dann c » 0,/ « 0 ist. • * 
Tatsächlich, GL (24) besagt, dass für jedes <p(t) eK ..'.).' 

•<^fe^^Kt-^^^^^^^Ä^^^f^^^^Ä*y^»~•---" "o" ~ • ' '•• :• 
V A ''" >••':. '.). ^ f e ü V U . *i*>.' • '•-* , < f'A 1 *^oo v • ' »"i . , * ' s " * ' * . . " 

gilt! Bildet m ^ 1, T + 1) verschwin- ;* 
4et ^ *//(*) < 1 für te(T~ 1, T) u (T, T + 1), y!/(T) « 1 
erfüllt» und setzt man in"(25)^'(^'^(^(^i'Ä'-S 1 &**> so gilt offenbar 

/»T + l 

c = - /(*X^(T))" dt -> 0 für n -+ oo , 
• *''\ ' ' *Jr--' ' " . " • . . ••' < 

woraus die Behauptung folgt. . ' * 
Es sei jetzt die GL (23) erfüllt, Laut Satz 15 und 16 gilt dann 

M ( r } + c.-!«?" 1 ' + ... + c08T + / ) ( " n ) - ckST + cn„tHT + ,.. + 
+ . r + c0H

(
T-

n+1)+frn)~Q, 
wo H r regulär ist, HT(t) = 1 für t > T, H(f) = 0 für f ^ T* Aus der eben bewiesenen 
Behauptung folgt, dass c„ = 0 ist. Durch Wiederholung des Prozesses ergibt sich 
die Behauptung des Satzes. ( « 
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Wir betrachten jetzt den Fall, im welchen W(t, x) entartet ist, d. h. wenn W(t, r) = 

= £ajt) b{x) ist. Für a(t), b(t) e Fu W(t, x) = a(t) b(x) gilt ([Wf], cp) = (f, <pw) = 

= ( / ! - f-oo«W b(t)cp(x)dz + (^wa(x)b(t)cp(x)dx)r-00cp0(r)^) = <bf,(aq>)Vl) = 
= ((l>/y_1), acp) = (a(i>/)(_1),(p). Laut Satz 8 gilt also 

k 

Satz 19. £5 sei a,(f), &»(r) e J ,̂ i = 1, 2 , . . . , r, ff(r, T) = £ a,^) &;(T); rfann gilt 

[Wf]=ia{bjTl\ 
1=1 

Führen wir jetzt folgende Bezeichnung ein: Wenn H(t, T) e Fl ist, sei H* = H(t, t). 
Offenbar gilt H* e Ft. 

Jetzt gilt der folgende Satz: 
Satz 20. JSs sd£ü a(*) e Fl9 W(t, x) e F2

ufe D l 5 k ^ 1 #anze ZaW; dann gilt 

(26) [>f(a/<*>)] = * £ ( - 1)< (?&&)'/«->-» + ( - I J - r f f l ^ / j , 
i»0 \ CT J L ^T 

W0 rfar = rf(*, t ) Ä(T) fatf. 

Beweis. Laut Definition gilt ([Wf(k)l<p) « ( /w ,?v) = (/, ( - O W H * wo 

(27) W ( ^ f 4 f ^0K*)<fc + ( P ° ^ ( M M ^ f <Po(T)dtj(fc) • 

ist. Bezeichnet man — I das erste, L das zweite Glied in Klammern der Gl. (27), so 
bekommt man 

(28) !<*> = {W*9y>-» + ((??)*vT'* + - + (^f\* <P + 
õx. дt ,*-i 

+ LФ**-
Weiter gilt L(fe) » (füw W(t, 0 ^(t) dt) ( Ä ) . j l « , <pOv?) <** + #(t), wo $(*) eine bilineare 
Form in <Po>(po* ..-,9>?""x> un<i in Ableitungen der Funktion Jf^ FF(t, r) (p(T)dr 
darstellt, so dass ß^ c ( - oo, 0) gilt. Da endlich 

»t*,íM*)dт)w-j,,в í l Ł â ^ d t 
gilt, bekommt man durch Einsetzen 

(29) ([^/«],9)=(/,(-1)*|-(w*9f-»-((^)y (*~2 ) 

k™lw\* дk~lW 
Õxl * - i 

ŕt ~,k 

<P 
дkW(x, t) 

õŕ >(t)dт + 

+ £=$*•«*)/>*})-
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-(^u-($V» + ... + <-.r •(££)•,+ 

+ <-*&']")• 
Laut Satz 9 gilt jedoch {W{afw)'\ = [(FProT)/w], so dass aus Ol. (29) unmittelbar 
Gl. (26) folgt. 

Ganz ähnlich beweist man 

Satz 21. Es sei W(t,x)eF{tfeDlt k k 1 eine ganze Zahl; dann gilt 

« ™<n=;i{(?)*f'",,+[^]-
Ferner wird folgender Satz erforderlich sein: 

Satz 22. Es sei W(t, T) e Ff, T J> 0; dann ist [JV<5T] regulärffast überall gleich der 
Funktion w(t) = W(t, T) für t > T, w(t) = 0 für t S T. 

Beweis. Laut Definition gilt 

qW8Tl<p) = (8T,q>^ - «p^T) - - fT IT(T, T)<p(r) dT + 
J -00 

+ ( | W(x,T)(p(x)dT\.l =; °V(T, T)^(r)dT= j W(T)^(T)<1T, 
VJ-oo / Jr J-oo 

w. z. b. w. 
Wir widmen uns jetzt der Klassifikation der Distributionen aus Dt nach ihrer 

Ordnung. 
Es seife Dx; die kleinste ganze Zahl n, für welche eine lokal integrable Funktion 

F(t) existiert, dassf(~w) = F gilt, soll die Ordnung vonf heissen, und wird mit 
Symbol r(f) bezeichnet. (Offensichtlich verschwindet eine solche Funktion F(t) in 
( - oo, 0) fast überall.) Wenn feDx regulär ist, und die entsprechende Funktion 
f(t) m (— oo, oo) (im übichen Sinne) unbeschränkt diflerenzierbar ist, wird r(f) » 
= — oo gesetzt. (Man beachte, dass speziell r(0) = — oo ist.) Wenn fürfeD! 
keine solche Zahl n existiert, heisst dies, dass f keine endliche Ordnung besitzt. 

Das System aller Distributionen aus Di9 welche die Ordnung besitzen, wird mit 
D* bezeichnet. 

Aus der eben ausgesprochenen Definition ist offensichtlich, dass folgende triviale 
Behauptung gilt: 

Satz 23. Es seif(t) eine Funktion, die im Intervall (— oo, oo) fast überall gleich 
der stetigen Funktion f(t) ist, welche für t < 0 verschwindet; f(t) habe überall in 
(— oo, oo) die (gewöhnliche) (k — l)-te Ableitung f^k"x\t), welche fast überall 
die Ableitung F(t) besitzt, wobei F(t) in (— oo, oo) keine primitive Funktion dar
stellt; dann gilt r(f) = — k. 

Ganz klar ist auch folgender Satz; 
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Satz 24. Es seif eD*,C eE,C + 0, und k sei eine ganze Zahl; dann gilt 
l.r(Cf)=r(f),2.r(fW) = k + r(f). 

Weiter gilt 

Satz 25- Es sei f,g& Df; dann istf + geD* und es gilt 

a) r(f + g) = max [r(/)f r(g)] falls r(f) # r(g) ist, 

b) r(f +g)£ r(f) falls r(f) - r(g) ist 

(Man beachte, dass aus der Behauptung a) folgt: Wenn r(f) + r(g) =>/ + g #= 0.) 

Beweis. Es sei r(f) « n, r($) = m, F(n) = / , G(m) = g, und es gelte n > m. 
Dann ist / + g =- (F + G<w-">)<*>. Es ist klar, dass die Voraussetzung über die 
Existenz einer lokal integrablen Funktion H(t), für welche po H(x) dt = F(t) + 
+ G(m~n)(t) wäre, zum Widerspruch führt. Folglich ist n für / + g die kleinste 
mögliche Zahl, woraus die Behauptung a) folgt. Für b) braucht das offenbar nicht 
der Fall zu sein, und desshalb kann die Ordnung von / + g kleiner als n sein. 

Satz 26. Es seife Du a(t) e F%; dann gilt r(af) <; r(f). Wenn ausserdem a(t) 4= 0 
in <0, oo) ist, so gilt r(af) -» r(f). 

Zum Beweis wird folgendes Lemma angewendet: 

Lemma 2. Es sei a(t)& FufeDu « ^ 0 eine ganze Zahl; dann gilt 

(31) a/w = E(- l ) i f"Va< i>/f- i>. 
I«0 \ l / 

Beweis. Für n = 0,1 ist (31) offenbar richtig. Aus der Gültigkeit von (31) für 
irgendeine Zahl n > 0 und alle a,/folgt durch Derivieren 

(32) af(n) + af(n+l) = £ (~ lf (n)(a(i)f)(n~i+t). 

Setzt man in (31) a' anstatt a, und subtrahiert die so enstandene Gleichung von 
(32), so ergibt sich Gleichung (31) für n + 1, womit das Lemma bewiesen ist. 

Beweis des Satzes 26. Es sei also r(f) » n, f -» P(n) und es gelte « ^ 0. Laut 
Lemma 2 gilt 

(33) af * aF(w) - (aP)(n) - ^ (a'F)(n~"x) + ... + ( - 1)* a(n)P. 

Beachtet man die Tatsache, dass die Funktion a(k)(t) F(t), k -= 0 ,1 , . . . , n eine 
primitive sein kann, so folgt aus GL (33), dass jede Distribution (a(k)F)(n"k) die Ord
nung höchstenst n — k besitzt. Aus dem Satze 25 ergibt sich die erste Behauptung 
des Satzes 26. 

Es sei jetzt a(*) + 0 in <0f oo). Man sieht leicht ein, dass dann aF keine primitive 
Funktion ist. Setzt man nämlich im Gegenteil voraus, dass eine lokal integrable 
Funktion H(t) existiert, für welche a(t) F(t) = po H(x) dt gilt, so ergibt sich, dass 
P0 N(x) dx = F(t) gilt, wo N(t) ^ (a(t) H(i) - a'tyH^^fy/a^t) gesetzt wurde, 
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(34) Wш{'^)ш...шl^-Z.)шO und Г-JL) ФO 

was einen Widerspruch darstellt. Hieraus folgt, dass (aF)(n) die Ordnung n besitzt, 
und da die Ordnungen der anderen Glieder der rechten Seite von (33) höchstens 
/ 2 - 1 sind, gilt laut Satz 25, dass r(aF(w)) = r(af) = n, womit der Satz 26 für n ^ 0 
bewiesen ist. 

Es sei nun n = — fc < 0,f = F(~*fe). Laut Satz 15 kann man 

af= aF
(-fc) = (aF)(~k) + ( k ) ( ^ 1 ^ + (fcWl*-2))<-*> + ... + ( a ^ F ^ ) ^ 

schreiben, woraus durch ähnliche Überlegung der Beweis folgt. 
Um die Ordnung von [Prf] untersuchen zu können, wird folgende Bezeichnung 

eingeführt: 
Die Funktion W(t, T) e F2 besitzt die Ordnung — n soll heissen, dass eine ganze 

Zahl n >̂ 1 derart existiert, dass in <0„ oo) 

dt) ~ ***"" V af""2/ V 3 f 

gilt. Wenn es keine solche Zahl rc gibt, so wird der Funktion W(t, x) keine Ordnung 
zugeordnet 

Im Weiteren wird folgendes Lemma erforderlich: 

Lemma 3. Es sei W(t, %) e F2, k ^ 1 eine ganze Zahl; dann gilt 

« (^-ir<)(£r'-
^)*=i(-<:)(i7)*<""' 

Bemerkung. Man beachte, dass beispielsweise das Symbol I — r ) die 

Operation ' ^ I ^—L \ \ bedeutet. 

Der Beweis ist analog dem Beweise von Lemma 2; man muss allerdings die 
Tatsache in Erwägung ziehen, dass W(t, T) alle vollständigen Differentiale besitzt 
und infolge (Jessen alle ihre gemischten partiellen Ableitungen vertauschbar sind. 

Eine triviale Folgerung vom Lemma 3 ist: 

Satz 27. Es sei W(t, T) e F2. Notwendig und hinreichend dafür, dass W(t, T) die 
Ordnung — n besitze, ist das Bestehen von folgenden Gleichungen 

Weiter gilt: 

Satz 28. a) Es habe Wx(t, %), W2(t, T) 6 F2 die Ordnung — nx, bzw. — n2; wenn 
nt 4= n2, so besitzt W± + W2 die Ordnung max [— nu — n2]. 
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b) Wenn W(t, T) e F\ die Ordnung — n besitzt und a e £, a # 0 ist, SO besitzt 
aW die Ordnung — n. 

Der Beweis ist offensichlich. Wichtig ist folgender Satz: 

Satz 29. Es habe Wl9 W2 eF_ die Ordnung — nu bzw. — n2; dann besitzt W_ x 
x W2 die Ordnung — (n_ 4- w2). 

Beweis. Nach Definition gilt 

M = (W_ x JV2)(*, T) = f PV̂ f, z) W2(z, T) dz . 
J T 

Offenbar ist M* = 0. Für eine beliebige ganze Zahl k > 0 gilt 

+ 
* ^ т 

'"flwмö,. 
Es sei zuerst k _% n_ + n2 — 2. Vor Allem ist klar, dass in der Gl. (36) alle Glieder 

fdlWf\* fdkM\* 
verschwinden, in welchen I —--=) für i __ n_ — 2 auftritt. Folglich ist ( —— = 0, 

falls k __l n_ — 2 ist. Für n_ — 2 < k ?£ n_ + n2 — 2 bekommt man aus (36): 

+ ̂ l Y ^ Y ^ + ..V^ 
- * * - » ! - 1 11 d f i I I l ^ 

VЛ* 1* 

Führt man die Ableitung _. (( * j TV2 ) durch, so tritt offenbar in 
s^-^-'VV dtni+i-1 j j ^f 

dem so gewonnenen Ausdruck die Funktion JV2 höchstens in der k — nx — f-ten Ab
leitung auf. Da in (37) das betrachte Glied für i = 0,1, . . . , k — n_ vorkommt, so 
tritt dort JV2 höchstens in k — j^-ter Ableitung, also nach obiger Voraussetzung 
über k höchstens in der n2 — 2-ten Ableitung auf. Setzt man endlich % = t ein, so 
verschwinden alle Glieder. 

Es gilt also 
fdkM\* 

(38) i~^\ EEO für k = 0 , l ,2 , . . . ,« 1 + n 2 - 2 . 

Weiter gilt 

(39) F-^r = i—i (F—? >- + 
V ' 1 ^ J I 1 + B 2 - 1 / ) 0 J 1 2 - 1 l \ a f H l - l / ' I 

i»i+»2-iAf\* _ J3"2"1 / / d" 1 "" 1 ^* 

dfx+i-i J ~ \sr-i\\~df-

+ i ^ ((l^J *) + -" + (lF^» *! 
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Durch ähnliche Überlegung bekommt man schliesslich, dass 

/ön i + n 2 _ 1M\* /dB,_1FF1\* (cT^1W2\* 

Va»*+----J '{IF^) -[JF^)
 +0 imintervan <°>00) 

gilt, was gemeinsam mit (38) den Satz beweist. 

Jetzt kann folgender Satz ausgesprochen werden: 

Satz 30. £5 sei W(t, T) e F?, / e DJ; dann gilt 

(40) r([Wf\) S r(f) - 1 . 

PFenra ausserdem W(t, T) die Ordnung — n besitzt, so gilt 

(41) r([Ff/]) = r(/) - n . 

Beweis. Es sei r(f) = fc, / = F(fc). Betrachten wir zuerst den Fall fc = 0. Laut 
Satz 7 ist dann [Wf] regulär und fast überall gleich der Funktion #(*) = J0 FV(f, T) . 
. F(T) dT. Offenbar #(*) ist die primitive Funktion zu 

H*) = n*> 0 ̂  (o + r ̂ ¥ ^ *wdT i 
Jo ^ 

SQ4^SS--.-(40)- gilt. Wenn jetzt P% T) die Ordnung - n besitzt, so ist klar, dass §(t) 
eine absolut stetige Ableitung tf01""1^*) besitzt, welche die primitive Funktion zu 

(42) .vo-(9?)-^+j;--^^)* 
darstellt. 

Man überzeugt sich leicht, dass #„(f) keine primitive Funktion darstellt; wenn das 

—-3J-) F(*) eine primitive 

Funktion, d. h. es wäre r(i/) < 0; da aber ( — — ) 4= 0 in <0, 00) ist, so gilt laut 

Satz 26, dass r(\f) = r(F) = 0 ist, was einen Widerspruch bildet. Hieraus folgt, 
dass r([Wf]) = ~ n ist und (41) gilt. 

Es sei jetzt k > 0. Laut Satz 20 gilt dann 

(43) IW] - [WF«] = | \ ~ 1) ' ( -^)V—» + (- l ) f t [ ^ F ] . 

Nach Satz 26 ist 

r (Y™Y it'-'-A £ r(F^^) = fc - * - 1 £ fc - 1 

fTdkW T\ 
*» für i = 0 ,1 , . . . , fc - 1. Nach der vorigen Überlegung gilt gleichzeitig r [ — r P ) <J 

V L ^ J / 
Sü — 1, so dass laut Satz 25 r([W/]) ^ fc - 1 ist, und somit (40) gilt. Es habe jetzt 
Tf die Ordnung — n. Wir betrachten zuerst den Fall, im welchen n <* fc ist. Dann 
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— « _ /?<*-»>, (Folgerung 

des Satzes 27), wobei nach Satz 26 dieses Glied die Ordnung k ~- n besitzt. Die 
folgenden Glieder der Entwicklung (43) besitzen Ordnungen, die höchstens k - n — 1 
gleich sind. Laut Satz 25 ist also r([WJ]) = k — n und (41) gilt. 

fdkW Es sei jetzt n > k; dann ist [Wf] * (— 1)Ä 

Őт* 
, so dass [Wf] regulär ist 

und fast überall gleich 

ад-(-vj;í-Э-^)*-
Wieder überzeugt man sich leicht, dass £(*) die n — fc — 1-te Ableitung besitzt, 
welche die primitive Funktion zu 

wo-(-*(£?)>*+ <-*£^*)* 
ist. Auf gleiche Weise sieht man leicht ein, dass &,-*(*) keine primitive Funktion 
darstellt, sodass r([Fiy]) = k — n ist und somit (41) gilt. 

Es bleibt noch übrig, denn Fall k < 0 zu ermitteln. Setzt man — k * /, so kann 
man / = Feo = [17,F] schreiben, wo 1 / ^ , T ) durch die GL (19) definiert ist. Es 
ist klar, dass U, die Ordnung - l besitzt. Es gilt also [Wf] » [^[t/jF]] = 
= [(ff x C7|) F], so dass [Hy] regulär und fast überall gleich w(t) « fj> #(*, r ) . 
. F(t) di ist, wo 

(44) W(t, т) = (Wx Ufa т) = Г W(t, z) (Z Д " * ăz 

gesetzt wurde. Aus (44) folgt, dass 

*-®v"-(^--(3)'-<-™* 
sit, also dass (nach Lemma 3) dieselben Gleichungen für die partiellen Ableitungen 
nach t gelten. Das heisst jedoch, dass w(t) eine absolut stetige I—te Ableitung 
besitzt, welche die primitive Funktion zu 

w l+1(t) - ( - 1)' W(t, t) F(t) + £ ^ Ö L Z ) F ( T ) d T 

ist, so dass r([rYJ]) g — I — l » i f e - * l und somit (40) gilt 
Wenn schliesslich JT^*, t) die Ordnung - n besitzt, so besitzt W x U\ laut Satz 

29 die Ordnung — n — i; da schon früher bewiesen wurde, dass für r(f) *= 0 die 
Ordnung von [Wf] gleich der Ordnung von Ff ist, so gilt in unserem Falle r([$Jf]) * 
= r([(W x Ut) F]) = - n ~ Z » k - n, sodass (41) gilt. Damit ist Satz 30 be
wiesen. 

Für die Inversion der Operatoren wird später folgender Satz wichtig sein: 
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Satz 31» Es sei W(t9 T) € Ff; dann existiert eine einzige für t,x*zO stetige Funk
tion H(t,x)9 welche die Gleichung 

(45) H(t, x) + W(t, T) + f H(t, z) W(z9 x) dz = 0, t, T ^ 0 , 

erfüllt. Ausserdem gilt: 

(46) a) H f c T) = f ; ( - iy(IF( t ,T))x \ (?V(t,T))xl = W(t,x), t,x^0, 

wO&ei die Reihe (46) in jedem Quadrat 0 <I £, T 51 T < oo gleichmässig konvergiert. 
b) !?(*, T) e F j . c) JFYtr t, T ^ 0 ^i/t die Gleichung 

(47) H(t, T) + W(t, T) + f »P(t, z) H(z, T) dz = 0 . 

B e w e i s . Wir definieren die Funktionenfolge Hk(t, x) durch die Gleichung 

(48) ^ ^ t,x^0; ki 

fc = 2 , 3 , . . . ; H±(t,x)~ - JT(*,T). 

Man überzeugt sich leicht mit Hilfe von Satz 12, dass 

(49) Hjt, r) = t ( - l)\W{t, x)y\ n = 1, 2, 3 , . . . 

gilt. Wähl t m a n jetzt T > 0, so sieht man leicht ein, dass die Reihe (46) im Quadrate 
0 51 t, x 51 T gleichmässig konvergiert; wirklich, auf Grund des Satzes 11 bestätigt 
man durch einfache Rechnung, dass für (W(t, T))XW die Abschätzung 

(50) |Or(*%T))x"|^M7~5~1 ^ 0£t,x£T, n-, 1,2,3,... 
I7 1 ~~ 1J* 

gilt, wo Af == max |FV(f, T)[ ist, woraus schon die Behauptung folgt, 
o ^ t . r ^ r 

Es sei H(t9 x) die Summe der Reihe (46); infolge der gleichmässigen Konvergenz 
ist H(t, x) stetig, und daneben ergibt sich durch Grenzübergang in Gl. (48) die Gl, 
(45), sodass H(ty x) die gesuchte Lösung bildet. 

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, setzen wir voraus, dass im Quadrant t, x ^ 0 
eine stetige Funk t ion H(t, T) existiert, welche die Gl. (45) erfüllt. Setzt man Q(t, x) = 
= H(t, x) — H(t9 T ) und bezeichnet man N = max \Q(t, x)\, so überzeugt man sich 

auf ähnliche Weise davon, dass für alle ganzen n = 1 die Abschätzung |ß(t, T)| <I 
51 M^iVIt — x\n/n\ gilt, woraus Q(t, x) == 0 folgt und die UnMtät bewiesen ist. 

Um die Behauptung c) des Satzes 31 zu beweisen, bilden wir das Integral 

I = T W(t9 z) H(z, x) dz = f W(t, z) ( £ ( - l)\W(z, x)Yl) dz . 
J * J* i=l 
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Infolge der gleichmässigen Konvergenz der Reihe (46) und der Behauptung des 
Satzes 12 gilt 

i = z (- iy f w(t9 T)(W(Z9 T))X* dz = i (- I M T))X^+I> = 

= -H(r , t )~TV(r ,T), 

was allerdings die Gl. (47) darstellt. 
Es bleibt noch übrig, die Behauptung c) zu beweisen. Durch formales Derivieren 

der Gleichungen (45) und (47) überzeugt man sich leicht davon, dass folgende Be
hauptung gilt: 

Wenn die Funktion H(t9 T) für t9 T ^ 0 alle partiellen Ableitungen der Ordnungen 
g p besitzt und diese stetig sind, so besitzt H(t9 T) für t9 T *> 0 alle partiellen Ab
leitungen von der Ordnung p + 1, die ebenfalls stetig sind. 

Hieraus folgt, dass H(t9 T) e F\ ist, womit der Satz 31 vollkommen bewiesen ist. 
Widmen wir jetzt einige Zeilen dem Zusammenhang zwischen den angegebenen 

Tatsachen und der Theorie der gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen, was 
später brauchbar sein wird. 

Es seien at(t)9 i =- 0,1, 2,. . . , n in <0, oo) stetige reelle Funktionen, wobei an(t) =1= 0 
in <0, oo) ist. Das Funktionensystem ^t(t)9 i == 1, 2,..., n soll das Fundamental
system der Lösungen der Gleichung 

(51) an(t) x
(n) + an^(i) x(n-x) + ... + a0(i) x = 0 

heissen, wenn 

1. jede Funktion £f(f) in <0, oo) die ra-te Ableitung besitzt und dort überall die 
Gl. (51) erfüllt, 

2. die Funktionen £$), i = 1, 2,. . . , n in <0, oo) linear unabhängig sind. 

Es ist wohlbekannt, dass dann die Wronski'sche Determinante des Systems 
£iOO> ^ ( 0 ' * * *' £»(*) ^ (Q> °°) v o n ^ u ^ verschieden ist. 

Es ist klar, dass im Falle at(t) e Fi9 i = 0,1, . . . , n auch £*(*) e Fi9 i = 1, 2,..., n 
gut. 

Es sei jetzt a^eF^ i = 0 ,1 , . . . , n;feDv Die Distribution x soll die Lösung 
der Gleichung 

(52) anx
(n) + an_1x

(n~1) + ... + a0x =f 

„bei verschwindenden Anfangsbedingungen" heissen, wenn xeDt ist und (52) 
erfüllt. (Es sei bemerkt, dass die eben ausgesprochene Definition nur von Hilfscharak
ter ist, da später der Begriff der Lösung für allgemeinere Fälle ausgesprochen wird.) 
Dann gilt folgender Satz: 

Satz 32. Es sei at(t) e Fu i = 0,1, ..., n9 an(t) * 0 im Intervall <0, oo), feDt; 
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für die Lösung x der Gl. (52) bei verschwindenden Anfangsbedingungen gilt dann 
x=[Wf],wo 

^ (T) , f2(r), .... i„(x) 
£(-), &(t), ..., £(-) 

(53) W(ţ, т) 
an(y) Ч т ) ft-2>(t), Í 2 B ~ 2 И 

Й(O, 
Є~2)(т) 

Ist, wo&ei mir £f(f), £== 1,2,..., rc das Fundamentalsystem der entsprechenden 
homogenen Gleichung (51), mit w(t) die zugehörige Wronskfsche Determinante 
bezeichnet ist. Ausserdem gilt: 1. W(t9 x) besitzt die Ordnung — n, 2. x ist die 
einzige Lösung der Gl. (52). 

Der Beweis wird hier nur angedeutet, da er der wohlbekannten Lagrange'schen 
Methode der „Konstantenvariation" analog ist. Definiert man die Distributionen 
gt e D%, i = l, 2,.. . , n durch das Gleichungssystem 

(54) ^ + ^ ^ + ... + e ^ = 0 für •i = 0 , l , . . . , n - 2 , ' 

ІГV+ÍГV + + Є •%'n^-f, 

so überzeugt man sich leicht davon, dass x = £1g1 + £2g2 + ••• + %n9n die Lösung 
der Gl. (52) bildet; infolge der Bedingung w(t) =f= 0 in <0, oo) besitzt (54) immer eine 
einzige Lösung; drückt man die einzelnen g\ durch die Subdeterminanten der Wron-
ski'schen Determinante aus und macht man von dem Satze 19 Gebrauch, so be
kommt itan unmittelbar die GL (53). Die Behauptung 1. folgt augenblicklich aus 
der Ordnungsdefinition und der Determinantenform (53). Die Unizität der Lösung 
von (52) ist eine oSensichtiche Folgerung der Sätze 25., 26. 

H^ Wenden mk jetzt die Aufmerksamkeit der Einführung von Operatoren zu. 
Zuerst werden einige allgemeine Eigenschaften betrachtet und dann wird die be~ 
absicüigie :C|3eritorenkIasse eingeführt. 

Es sei Q c D1} ß # 0. Die Menge Q soll Bereich heissen, wenn für jedes x, y e Q; 
a,ßeE;mc + ßyeQist 

Es sei QA ein Bereich; die Abbildung A der Menge QA in die Menge Dt wirdOpe^ 
rator genannt. Der Operator Ä soll linear heissen, wenn für beliebige x, yeQA und oc? 

ßeE die Gleichung A(ax + ßy) == oc(Ax) 4- ß(Ay)gilt. 
Die Menge QA wird Originalbereich, die Menge AQ, die aus allen Elementen Ax, 

xeQA gebildet ist, Bildbereich genannt. (Anstatt „QA ist Originalbereich von 4 " 
wird auch die Aussage >yA ist auf QA erklärt" benützt). 

Offenbar gilt, dass das Bildbereich eines linearen Operators ein Bereich ist. 
Es seien A, B Operatoren; die Gleichheit A = B soll bedeuten, dass QA = QB9 

und Ax = Bx für jedes x eQA ist. Hieraus folgt, dass AQ = BQ ist. 
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Der Operator A wird Nulloperator genannt und mit dem Symbol 0 bezeichnet, 
wenn für jedes x e QA, Ax = 0 ist. Ähnlich wird A Einheitsoperator genannt und 
mit I bezeichnet, wenn Ix = x für jedes xe QA ist. 

Sei A ein Operator, X e E. Der Operator XA wird auf QA durch die Gleichung 
(XA) x = X(Ax) erklärt. Es ist klar, dass für Xu X2eE folgende Behauptungen gelten: 
X±(X2A) = (XXX2) A; 1 . A = A. 

Der Operator (— 1) A wird einfachkeitshalber — A bezeichnet. Da im Weiteren 
ausschliesslich lineare Operatoren betrachtet werden, wird der Ausdruck „Opera
tor" einen linearen Operator bezeichnen. 

Es seien A, B Operatoren, die dasselbe Originalbereich QA haben. Die Summe 
A + B wird durch (A + B) x = Ax + Bx auf QA erklärt. 

Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass für Operatoren A, B, C, 0, die eiri gemein
sames Originalbereich QA besitzen, folgende Gleichungen bestehen 

A + B = B + A, (A+B) + C = A + (B + C); 
A + 0 = A, A-A = 0; 

X(A + B) = XA + XB, (X + n)A = XA + \iA, X,\ieE. 

Es sei B auf QB, A auf QA erklärt, wobei sei QA =? BQ; das Produkt AB sei durch 
(ALB) x = A(Bx) auf QB erklärt. 

Für XeE gilt offenbar X(AB) = (XA) B. Wenn A ein Operator, I der auf AQ er
klärte Einheitsoperator ist, so gilt JA = A. Analog, wenn mit I der auf QA erklärte 
Einheitsoperator bezeichnet ist, so gilt AI = A. 

Es seien jetzt A, B, C Operatoren; dann gelten folgende offensichtliche Be
hauptungen: 

L CQ c QB, BQcz QA=> A(BC) = (AB) C. 
2. QA = QB = CQ => (A + B) C = AC + BC. 
3. QB = QC, QA 3 B+CQ, QA 3 BQ, QA=>CQ=> A(B + C) = AB + AC. 

Wenn für irgendeinen Operator A AQ c QA ist, so definiert man die Potenz 
An auf QA durch An = ALAl""1, A1 = A, n = 2, 3 , . . . Offenbar gilt für ganze Zahlen 
n, m = 1, dass AnAm = An+m ist. 

Führen wir jetzt den Begriff des inversen Operators ein. Der Operator A =)= 0 soll 
schwach regulär heissen, wenn ein auf AQ erklärter Operator A"1 existiert, dass 
AL_1(A.x) = x fur jedes xeQA ist, d. h. dass A~~1A = I auf QA ist. Dann gilt fol
gender Satz: 

Satz 33. Wenn A schwach regulär ist, so gilt 

a) A^""1 = I auf AQ, b) A.""1 ist linear und schwach regulär. 

Beweis. Es ist leicht einzusehen, dass dann die durch A vermittelte Abbildung 
von QA auf AQ schlicht ist. Wählt man y eAQ und bezeichnet man x = A~xy, so 
ist y = Ax, woraus y = A(A~~1y) folgt; laut Definition ist das gleichbedeutend der 
Gleichung AA""1 = I auf AQ, womit a) bewiesen ist. b): wählt man yl9 y2eQ und 
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<, . o \ NA"XV\ - ßA"lyi, a,ßeE, so folgt aus der 
bildet man x = A*~x(ay 1+ ßyi) - aA yx H 

Linearität von A: 

Ax = A(A-X(ayx + ßy2)) - A(aA^yi) - A(ßA^y2) = 

= *yt + ßy2 - aA(A^yt) - ßA(Ä~xy2) = 0 . 

Hieraus folgt A"xAx = x = A~~x§ = 0, womit der Satz bewiesen ist. Weiter gilt 

:-•; Statt34 Der Operator A ist dann und nur dann schwach regulär, wenn die Gki^ 
chung Ax = 0 die einzige Lösung x = 0 besitzt. 

Der Beweis der Notwendigkeit ist trivial; um die Hinlänglichkeit zu beweisen, 
beachte man, dass jede Gleichung Ax = y, y e AQ eine einzige Lösung besitzt. 
Wirklich, wenn für irgendein x #= x, Ax = y wäre, so würde infolge der Linearität 
von A die Gleichung A(x — x) = 0 bestehen, was mit der Voraussetzung einen 
Widerspruch bildet. Ordnet man also jedem yeAQ die entsprechende Lösung 
x von Ax = y zu, ist damit auf AQ ein Operator definiert, der laut Satz 33 linear 
ist, w. z. b. w. 

Der Operator A soll auf QA regulär heissen, wenn A schwach regulär ist und AQ = 
= QA ist. Für einen solchen Operator A folgt dann aus Satz 33, dass A ~ 1A = ALAT * = 
= I auf ßA gilt, und insbesondere dass die Gleichung Ax = y für jedes y e QA eine 
einzige Lösung besitzt. 

Aus der Tatsache, dass schwach reguläre Operatoren schlichte Abbildungen 
vermitteln, ergibt sich sofort folgende Behauptung: 

Satz 35. Es sei BQ cz QA, A, B seien schwach regulär; dann ist AB schwach re
gulär und auf ABQ gilt (AB)"1 = B~1A~1. 

Wir führen noch die Stetigkeit ein; der Operator A soll im Punkte x0 e QA stetig 
heissen, wemj für jede Folge xn e QA, n = 1, 2, .,., x„ -* x0, Axn -*• Axö gilt. 

Aus 4er Linearität von A folgt unmittelbar, dass dann AL in jedem Punkte xeQA 

stetig ist* sodass ©iu solcher Operator kürzlich als stetiger bezeichnet wird. 
Eine triviale Folgerung dtr Definition der Stetigkeit stellt folgender Satz dar. 

Säte 36. Es seien A, B stetig; wenn 

a) Q4 =?Ö| ist, so ist A + B stetig; b) BQ c QA ist, so ist AB stetig. 

Wir führen jetzt die beabsichtigte Operatorenklasse ein. 
Es sei $ das System aller Operatoren A, welche auf Dx durch die Gleichung 

(55) Ax = [Wx](k) 

erklärt sind, wo k ^ Ö eine ganze Zahl und W(t, T) G F\ ist. 
Es sei 31* das System aller Operatoren A, welche auf Dt durch die GL (55) erklärt 

sind, wobei fc =• 0 eine ganze Zahl ist und W(t, x) die Ordnung besitzt. Ist — q die 
Ordnung von W(t, %), so soll die Zahl k — q die Ordnung des Operators A heissen, 
und wird mit r(A) bezeichnet. 
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Es ist klar, dass 2t* c 21 und dass jeder Operator A e % linear ist. (Folgerung 
aus Satz 8.) 

Jetzt soll bewiesen werden, dass die Ordnung des Operators eindeutig definiert 
ist. Der Operator wurde nämlich als gewisse Abbildung definiert, woraus allerdings 
keineswegs folgt, dass durch As% die Funktion W(t, x) und die Zahl k eindeutig 
bestimmt sind. 

Bemerkung. Man beachte noch folgende Tatsache: es sei h > 0 und die Funk
tionen a(t)9 ß(t) e Ft seien durch 

u(t) = exp —— für 0 <> t < h ; ß(t) = exp — — für t > h 
t - h h — t 

= 0 für * ;> h ; = 0 für t g h 

definiert. Setzt man W(t> x) = a(t) ß(x), so gilt W(t, x)eF\; definiert man jetzt auf 
Dx den Operator N e 91 durch Nx = [Wx]9 so sieht man leicht ein, dass N = 0 ist, 
obwohl W(t9x) =j~ 0 ist. 

Es sei also A e 31* durch (55) definiert und es existiere noch die Funktion W(t7 x) e 
e F\9 welche die Ordnung — r besitzt, und die ganze Zahl l ;> 0 derart, dass 

(56) Ax^[Wx]il)
9 xeDx 

gilt. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit setze man voraus, dass l ä k ist. Für 
jedes xeDx gilt also [Wx](l) - [Wx](k) = ([Wx] - [Wx]{k^l))il) ** 0, woraus laut 
Satz 15 [Wx] - [WxJk^l) = 0 folgt. Aber [Wx]ik~l) = {Ux]f wo C / = ( f falls 
k = l ist, U = U^k x PF falls / > k ist. Laut Satz 29 gilt dann, dass t/ die Ordnung 
- q - l + fc besitzt. Setzt man zur Abkürzung V = ffl — £/, so gilt offenbar 
Ve Fj und [Vx] = 0 für alle x e Dx, 

Wählt man jetzt die ganze Zahl n > 0, so bekommt man laut Satz 21: 

[(TV 1 
— <5r laut 

öaiz JUL reguiai, uou es» cr&iui B M J 

<58» Ä { ® 1 - , - * " M , + ' - ° -
Aus der GL (58) mit Hilfe des Satzes 18 folgt jedoch» dass <(—7) \ =« 0 für 

i = 0 ,1 , . . , , n — 1 ist. Da n sowie T beliebig gewählt wurde, so folgt hieraus, dass 
/dpV\* 

y* = o, — ) = 0 für jedes ganze p gilt. Das bedeutet, dass die Ordnungen von 
\dfj 

W und 17 gleich sind, d. h. dass — r = — g — Z + fc ist, sodass l — r = k — <j 
gilt, womit die Behauptung bewiesen ist. 
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Jetzt gilt 

Satz 37. Der Operator A sei auf Dt durch die Gleichung 

(59) Ax~anx
(n) + an„1x

(n~i) + ... + a0x + [Wx~] 

erklärt, wo n \> 0; W(t,t)sF2; a0)eFt; 1 = 0 ,1 , . . . , n ist; dann gilt AeM„ 
Wenn überdies an(t) + 0 in <0, oo) ist, so gut A e 21* und r(A) = n. 

Ausserdem gut: Wenn AB% ist, SO kann A durch die GL (59) definiert werdm; 
falls AeW*md r(A) = n = 0 ist-, so gilt an(t) ^ 0 in <0, oo). 

Beweis. Es gelte also (59). Schreibt man jedes Glied afx
(i) in der Form laut 

Lemma 2, so bekommt man 

(60) Ax = (anxfn) + {b.-ixf*-» + (bn^2x)^2) + ... + b0x + [Wx] , 

wo bt lineare Kombinationen in den at und ihren Ableitungen sind, sodass bf e Ft 

gilt. Laut Satz 15 kann man schreiben 

Ax = {(«vf)<--> + (&„-.x)<-a> + ... + ( M ( " " _ 1 ) + [^]<-"-1>}<"+1> = 
= [^]<"+ 1 ) , 

WO' ' : . , , - * - J
 s 

(61) P(t,^^U + ... + Un+X(t,x)b0(%) + 
+ (Un+t x W)(t,i) 

gesetzt wurde. (Die Uk(t, T) sind durch die Gl. (19) definiert.) Offenbar gilt W(t, T)S 
e F\, womit die erste Behauptung des Satzes bewiesen ist. 

Es sei jetzt an(t) + 0 in <0, oo). Es ist klar, dass dann W(t, T) die Ordnung - 1 
besitzt, da ;UX = 1, U*•=. 0 f ür fc = 2 ,3 , . . . und (Un+X x W)* = 0 ist, so dass 
W* = an(i) + 0 in <0, oo) gilt. Folglich besitzt der Operator [ffix](n+t) die Ordnung 
n, womit der zweite Teil der ersten Behauptung des Satzes bewiesen ist. 

Es sei nun AeM, Ax = [Wx]m, W(i, T) e F\. Laut Satz 21 gilt dann 

(62) ..pri]»_^^_j.| ^—„j. 

Falls die Funktion W(t, T) die Ordnung - q besitzt̂  wobei r(A) = fc — r̂ = n ^ 0 

ist, so beginnt die Entwicklung (62) mit dem Glied J|——j.J x l 

* dq~~tW\* /x /d*~%W\ 
* x(n) + ..., so dass für den Koeffizienten an in GL (59) an = (——- * 0 

dt*~t J ' * ^ J n \df~x 

in <0, oo) gilt, womit die zweite Behauptung bewiesen ist. Weiter gilt folgender Satz: 

Satz 38. a) Es sei A,Be%; dann gilt A + Be%.b) Es sei A, Be%£*, r(A) + 
+ r(B); dann gilt A + Be%*, r(A + B) = max [r(A), r(JB)]. 

Beweis, a) ist trivial und deshalb beweisen wir b). Es sei r(A) = nu r(0) = nz 

und nt > n2. Aus der Überlegung, die bei dem Beweise der Unizität der Operator
ordnung durchgeführt wurde, folgt, dass Funktionen Wx(t, T), W2(t, x) e F\, welche 
die Ordnung - rl5 bzw. - r2 besitzen, und die ganze Zahl k \> 0 derart existieren, 
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dass Ax = [Wxx](k\ Bx = [W^T} &ÜL E s i s t a l s o k - rt =* nu k - r2 =* nz, 
so dass n — n — r — r > 0 gilt. Nach Definition der Summe von Operatoren 
ergibt sich 

(A + B)x- (lWi*l + M f } = l(Wt + W2) *]<*>. 
Laut Satz 28 besitzt Wt + W2 die Ordnung max [ - ru - r2] , so dass Ai + B e 2t* 
ist. Weiter gilt 

r(A + B) = fc + max [~ r1? - r J = max [fc - rx, fc - r2] = max [n1? w2] , 

womit Satz 38 bewiesen ist. Jetzt sei folgender Hilfsatz angeführt: 

Satz 39. Es sei W(t, x) e Ff, fc §£ 0 eme ^an-re Zahl; daran existiert W(t, x) e Ff 
derart, dass für jedes f 6 D t 

(63) [Hfl« = [«r<*>] 

gi/i*, und umgekehrt. 
Wenn überdies W(t, x) die Ordnung — r besitzt, so besitzt auch W(t, x) die Ord

nung — r, und umgekehrt. 

Beweis: Es habe W(t9 x) e Ff die Ordnung - r; laut Satz 21 gilt 

« w-I{(?)*4<,"'"',+[?']-
Betrachten wir zuerst den Fall fc Jg r. Dann kann man die Gl. (64) in der Form 

(65) \_WfT - a*-r/
(k-r) + «*~r-d(*-'-n + - + «0/ + [ - ^ / ] 

—^y-1 4= 0 in <0, po) ist, und wo die anderen at Kombi-

fdpW\* 
nationen von (—— J und ihren Ableitungen sind. Aus (65) folgt, dass [W5f]w » 

= [Wf(fc)]gilt?wo 

(66) W(tf x) - ak-J(t) UJ(tf x) + ak.,„ t(t) Ur+ t(tf x) + ... + a0(t) Ufa x) + 

+ (^»-.)M 
gesetzt wurde. Offenbar gilt W(t, x) € Ff, Man sieht leicht ein, dass W(t, x) die Ord-

/ 3 1 /5*ff \ \ * 
nung - r besitzt. Wirklich, vor Allem ist klar, dass f —- { — r x Ufc ) « 0 für 

W {dt* n 

i » 0,1,..., r - 1 ist. Hieraus folgt mit Hilfe von (66), dass W* s 0, (—-J ) s o 

/a r"" ij^\* 

t W \ * 
V^T1 

/ g ^ l i l A * 
für t = 1, 2,.. . , r - 2 und f ~~~_.1 = ak-J(t) + 0 in <Ö, oo) gilt. Laut Satz 27 

gilt dann, dass fV(*, T) die Ordnung - r besitzt, w. z. b. w. 
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Betrachten wir jetzt den Fall k < r. Die GL (65) lautet dann 

™<HPH% *">>"'. 
dkW 

Da offensichtlich J-J- die Ordnung ^ r + k besitzt, so besitzt W(t,x) ^ 

fdkW \ 
= ( —JTT x Uk \ (t, x) laut Satz 29 die Ordnung — r, wopit die direkte Behauptung 

des Satzes bewiesen ist. (Man beachte, dass durch den eben durchgeführten Beweis 
gleichzeitig die schwächere Behauptung des Satzes, d. h. wenn die Ordnungs
existenz nicht vorausgesetzt wird, bewiesen wurde.) 

Der Beweis der umgekehrten Behauptung ist ganz analog, es genügt nur von den 
Sätzen 20 und 37 Gebrauch zu machen, und deshalb wird er fortgelassen. 

Als einfache Folgerung des eben bewiesenen Satzes erscheint 

Satz 40. Es Mm A, Be #? dann gilt AB e I . Wenn A, B e 1* ist, so gilt AB e f * 
und r(AB) = r(Ai) 4- r(B). 

Beweis. Es sei Ax = [WxxJki), Bx = [W2x~]ik2) und Wx(t, x), W2(t, x) habe ifc 
Ordnung - rx, bzw. - r2, sodass r(A) = kx - rx, r(B) = kz - r2 gilt. Nach der 
Definition des Operatorenproduktes gilt (AB)x = lWx[W2x~\(k%)t](kl\ Laut Satz 39 
existiert Wx(t, x) von der Ordnung - rx derart, dass 

(AB)x^ [ti[^x]]<fcl+fc2) = i(Wx x jr2)x] (k l+*2) 

gilt. Nach Satz 29 besitzt Wx x W2 die Ordnung - rx — r2; es gilt also ALB e i * 
und r(ALö) = kx + k2 - r t - r2 = r(4) + r(B), w. z. b. w. 

Aus den Sätzen 30 und 24 ergibt sich unmittelbar. 

Satz 41. Es sei A e %*, fe D*; dann gilt AfeD*x und r(Af) « r(A[) + r(f). 
Eine einfache Folgerung des Satzes 8 ist 

Satz42. Jeder Operator Ae% ist stetig. 
Beweisen Wir jetzt folgenden wichtigen Satz: 

Satz43. JSier Operator AeW* ist regulär auf Dx; ausserdem gilt AI""1 eHt*# 
r(A'l)= - r(A). 

Beweis. Es sei Abc =~ [Wx}ik\ k ;> 0 und W(t, x) besitze die Ordnung - q, 
so dass r(A) =* k — q ist. Laut Satz 21 gilt 

M , > . (£*)' x + [^ :J. „ «o - (-£*)* + 0 fa <0, » ) * 
Bezeichnet inän zur Abkürzung 

a(Y) 8f 

so bekommt man [PFx](a) = a(x + [Wx]) . 
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(70) BlX = lx + 
a 

Es seien jetzt die Operatoren Au A2 auf Dt durch 

(67) Axx = JC<*-«> , A2x = a(x + [Wx]) 

definiert Offenbar gilt AtA2 « A. 
Bilden wir nun die für *, t ;> 0 stetige Funktion H(t9t), die der Gleichung 

(68) H+W+HxW^Q 

genügt. Laut Satz 31 H(t, x) existiert, ist H(t9 T) e F\9 und überdies gilt 

(69) H+W+W xH = Q. 

Wir definieren weiter auf Dx die Operatoren Bi9 B2 durch die Gleichungen 

# ( - * ) ] . B2x^x(^k) 

und betrachten den Operator ß =- ß1ß2, d. h. 

(71) Bx » i *<«"*> + [~H ( 1 x<«-*>Y]. 

Es ist ersichtlich, dass ß e 2t* ist. In der Tat, laut Satz 37 gilt Bx e 3t*, r ^ ) = 0, 
und offenbar auch ß 2 e 51*, r(ß2) «» ^ - fe; nach Satz 40 gilt dann, dass ß = ß t ß 2 € 
e3t* und r(B) = r(ßx) + r(ß2) mq-km - r(A) ist. 

Weiter bekommt man 

(BXA2) x m Bx(A2x) ~la(x + {Wx]) + \H i a(x + [fPx])" « 
43 L a 

mX+[(W+H + HxW)x±mX, • 
so dass auf Dx die Gleichung BXA2 » / gilt. Da offenbar ß 2 ^ x « A[xß2 Ä j auf 
D4 ist, so ergibt sich BA m (BlB2)(AxA2) - B ^ ß ^ ) ^ » #i<4 "• J. Der Ope-
rator AI ist also schwach regulär. 

Analog bekommt man 

{A^xmA^B^ma^x + ^H^^ + Wß x + I n f i xYh 1 -

m x + a \(H + W + W x H) / ! x\\ m x, 

d. h. dass A2BX = I auf Dx gilt Schliesslich gilt auf Dt: 

AB m (AxA2)(BtB2) - ^ A ) ß2 - ^ B 2 - I. 

Infolgedessen ist A regulär, d. hu dass AQ m Di9 B « AI""1 und Ä~lA «AU""'1 => I 
auf DA gilt, womit der Satz bewiesen ist. 

Bemerkung. Man beachte, dass durch den eben bewiesenen Satz bzw. durch die 
Gl. (71) und durch Satz 31 eine Vorschrift gegeben ist, die in konkreten Fällen 
ermöglicht, den inversen Operator zu ermitteln. Insbesondere ist die Tatsache von 
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Bedeutung» dass die Funktion H(t,x) durch einen Iterationsprozess feststellbar ist 
(vergL mit GL (48)), so dass, das Rechnungsverfahren den Rechenautomaten ange-
passt werden kann. 

Führen wir jetzt ein einfaches Beispiel an! Der Operator A sei auf D± durch die 
Gleichung Ax = x + [Wx] erklärt, wo W(t, T) = a(i) b(x); a(i), b(i) e ¥x ist. Offenbar 
ist A e 2f*. Man soll AT"1 feststellen. 

Laut GL (71) göt A7lx = x + fffx], wo laut Satz 31 H = f) ( - l)1 Wxi ist. 
i = l 

Setzt mm #(l) = <*(*)£(*) wad bezeichnet man mit ^""^(f) irgendeine primitive 
Funktion za #(i), so sieht man leicht ein, dass 

(72) (W(t, T))X» = ^ ^ (<*><-*>(*) - ^ - ^ ( T ) ) " " 1 , n = 1, 2, 3 , . . . 

gilt Aus (72) folgt also H(t, T) = - a(t) &(T) exp (^ (""1 }(T) - ^'^(t)), so dass mit 
Hilfe von Satz 19 fSr 

(73) A-*x = x - ae-«'" (be«'x> x)™ 

gilt. 
Es sei jetzt noch eine Methode der Ermittlung von AL"1 angeführt, welche rechne

risch einfacher ist jedoch stärkere Voraussetzungen über W(t, T) erfordert. 
Es sei A € 31*, Ax = [Wx](fc). Der Operator A erfüllt die Bedingung B heisst, dass 

r 

1. W(t, T) entartet ist, d. h. dass W(t, x) = £ af(r) ^ ( T ) , a^r), ft^t) € Fj ist, 

2. die Wronski'sche Determinante w(i) der Funktionen at(i), i = 1,2, . . . , r 
überall in <0, oo) von Null verschieden ist. 

Zu der Konstruktion werden zwei folgende Lemmas erforderlich: 

Lemma 4. Wenn die WronskVsche Determinante w(i) der Funktionen af(t), 
i = lt 2,..., r m <0, oo) vOn Nw// verschieden ist, so existieren Funktionen 
(Zi(t)e Fu i = 0 , 1 , . . . , r — 1 derart, dass jede Funktion af(f), i = 1, 2 , . . . , r im 
Intervall <0, oo) die Lösung (im klassischen Sinne) der Gleichung 

(74) ^> + a r _ 1 ^ - 1 > + a r _ 2 ^- 2 > + . . . + a0? = 0 

ämrsteilt 

5» fFeuff der Operator A die Bedingung B erfüllt und die Funktion 
W(tf *) die Ordnung — # besitzt, so gilt q rg r. 

Der Beweis des Lemmas 4 ist offensichtlich; es genügt nur, die Determinante 
( r + l)ner Ordnung, deren k-te Reihe af""1*, a?"1*, ..., aj*"*"^, ^*-1> ist, zu bilden 
und diese gleich NtiH zu setzen. 

Um Let&iäa 5 zu beweisen, setze man voraus, dass q > r ist, d. h. dass im Inte_> 
valKji^öo) " . . . 

ff*==0, ^ V = 0 für fc=l,2»...,«-2, /"^L-^V + O 
Vöi*j V ^ - 1 
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( ľ - ř - D 

gilt. Das bedeutet jedoch, dass im Intervall <0, oo) 

(75) ' £ af\t) bt(t) = 0 , fc = 0 , 1 , . . , r - 1 

gilt Laut Voraussetzung B folgt aus (75), dass im Intervall <0, oo) b£t) = 0, i = 

= 1, 2,..., r gilt, so dass dort auch ( — J = 0 ist, was einen Widerspruch gibt. 

Jetzt kann folgender Satz ausgesprochen werden: 

Satz 44. Wenn der Operator A e 2t* die Bedingung B erfüllt, so kann AT1 durch 
die Lösung einer linearen Differentialgleichung festgestellt werden. 

Satz 44 wird durch die Konstruktion des entsprechenden Operators A""1 bewiesen. 
Es sei also Ax = [rVx](k) = y> wo W(t, T) die Ordnung — q besitzt, und es sei 
u .= y(~fc). Dann gilt [Wx] = u. Deriviert man diese Gleichung einmal, bis r-mal, 
so bekommt man laut Satz 21 folgendes System: 

(76) \Wx\ = u , ["— x\ « u' - W*x, 

Für jedes ganze k ^ 1 gilt jedoch nach Satz 19 

[̂ jjr*] - Kl-m^))*]-Z-^My-". 
Multipliziert man jetzt nach Lemma 4 die i-te Gleichung des Systems (76) mit 

«£_! für i = 1, 2,..., r und addiert man sie mit der letzten, so bekommt man 
(77) 0 = r fa i U

( i ) + u^ - 5ViX( l ), 
t = 0 i-0 

fdq~~1W\* 
wo laut Lemma 5 r — q > 0 ist, ßr„a = ( ) 4= 0 im <0, oo) ist und die an-

q \5<* / ' 

deren jS£ bilineare Formen in oefc, ( ——•) und ihren Ableitungen darstellen. Löst 
man jetzt (77) mit Hilfe von Satz 32 nach x auf, und macht von Satz 20 bzw. 17 
Gebrauch, ist damit AT1 festgestellt. 

Es sei bemerkt, dass die Bedeutung des eben angegebenen Verfahrens darin be
steht, dass es eine Anzahl von Methoden gibt, welche gewöhnliche Differential
gleichungen mit Hilfe von Analogen-Rechenmaschienen zu lösen gestatten. 

Widmen wir jetzt einige Zeilen einer Unterklasse von 21*, deren Elemente in An
wendungen gewöhnlich als „Heaviside'sche Operatoren" bezeichnet werden. 
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Es sei SK das System aller Operatoren Da, die auf Dx durch die Gleichung 

(78) Dax = anx
(n) + an.-1x

(n"1) + ... + a0x 

erklärt sind, wobei n *z 0 und ab i = 0 ,1 , . . . , n reelle Zahlen sind, welche nicht 
alle verschwinden. Offenbar gilt 91 <z 21*. Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass fol
gende Behauptung besteht: Wenn Da, Dß e 91 ist, so gilt 1. Da 4- Dß e 91, falls Da + 
+ D^ 4= 0 ist, 2. D ^ eSK, 3. DaDß = D ^ . 

Führen wir folgende Bezeichnung ein: A ist ein Heaviside'scher Operator heissC 
dass Operatoren Da>I)ße$t derart existieren, dass A = Da

xDß gilt Das System 
aller solchen Operatoren sei mit Jp bezeichnet. 

Offenbar gilt Jp c 2t*. Aus der Tatsache, dass das Produkt von Operatoren aus 
9t kommutativ ist, ergibt sich dann leicht mit Hilfe von Satz 35 folgende Behauptung: 

Satz 45. Es sei A9Be$; dann gilt 1. A + B e J£> falls A + B + 0 ist, 2. ABe & 
3.A~1e$,4.AB = BA. 

Infolgedessen, dass die Heavisidesche Operatoren nach ihrem Produkte kommu
tativ sind, kann man sie formal wie rationale Funktionen des Operators D (Dx = x', 
xeDt) behandeln. Insbesondere bleibt hier der Satz über die Partialbruchzerlegung 
in Gültigkeit, was die Ermittlung des inversen Operators erleichtert. Das sind jedoch 
allgemeinbekannte Tätsachen und deshalb werden wir nicht näher auf sie eingehen. 
(Vergl. [3], S. 157.) 

Deuten wir jetzt in Kürze die Anwendung von Operatoren aus 2t zur Lösung von 
Systemen der gewöhnlichen Integro-differentialgleichungen an! 

Es sei Dr das System aller r-dlmensionalen Vektoren, deren Elemente Distribu
tionen aus Dt sind. Es seien weiter A^t), i = 0 ,1 , . . . , n Quadratmatrizen r-ter 
Ordnung, deren Elemente zu Fx gehören, und es sei W(t, T) eine Quadratmatrix r-ter 
Ordnung, deren Elemente zu Ff gehören. Endlich seien cf, i = 0, 1,..., n — 1 reelle 
r-dimensionale Zahlenvektoren. 

Wenn f<= Dr ist, dann soll der Vektor x die Lösung von 

(78) E Л $ * W + W(t, т) x(т) dт = f 
o 

bei den Anfangsbedingungen c0, cu ..., cn„t heissen, wenn 

x G Dr, und die Gleichung 

(79) t Alx(l) - E V C T ' " " ) + M = / 

- 1 , 
erfüllt ist. (Hier wird J) ...=-=- 0 gesetzt, die Bedeutung aller anderen Symbole ist 

fe=0 

gewiss klar.) 
- Es sei begründet, warum die Lösung von (78) gerade in dieser Weise definiert 
wurde. Es gilt nämlich folgender Satz 
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Satz46. Wenn f einen Vektor, deren Elemente in <0, oo) stetige reelle Funktionen 
sind, darstellt, dann jede klassische Lösung x(t) von (78), definiert als Nullvek
torfür t < 0, ist gleichzeitig die distributive Lösung von (78) bei denselben Anf~ 
nagsbedingungen. 

Beweis. Wie bekannt, der Vektor x(t) heisst klassische Lösung von (78), wenn 
x(t) im Intervall <0, oo) stetige rc-te Ableitung besitzt, die Gleichung (78) in jedem 
Punkte t e <0, oo) erfüllt ist und überdies x(l)(0) = ch i = 0 ,1 , . . . , n — 1 gilt. 
Es sei also x(t) die klassische Lösung von (78) und führen wir bestimmtheitshalber 

folgende Bezeichnung ein: es sei 

x = x(t) für t = 0 ; x(0 = x(i)(*) für t^ 0 ; f = f(i) für t = 0 , 
= 0 für * < 0 , = 0 für t < 0 ; = 0 für t < 0 . 

Laut (78) gilt dann für jedes t: 

(80) £ A{i) x (0 + A0x + f W(t, T) X(T) di = / . 
i = i Jo 

Da die Vektoren x, x(i),f lokal integrabel sind und für t < 0 verschwinden, so 
gilt x, x(i),fe Dr, und weil die Gl. (80) in jedem Punkte erfüllt ist, kann sie im di
stributiven Sinne aufgefasst werden. Laut Satz 7 kann man schreiben 

(81) i-4f*(i) + A0x + [Tfx] =f . 

Für die distributiven Ableitungen von x gilt jedoch (vergl. [1]) 

(82) x(i) = c^-V + Ci$~2 ) + ... + ct-t80 + x (0 , i = 1, 2,.. . , n . 

Setzt man aus (82) für x(i) in (81) ein, so bekommt man Gl. (79), womit der Satz 
bewiesen ist. 

Um weitere Überlegungen zu vereinfachen, beachte man, dass vorausgesetzt 
werden-kann, dass die Glieder AfC^1"*""^ schon in dem' Vektor f enthalten sind, 
so dass laut Satz 37 die Gleichung (79) in einfacher Form 

(83) ^x=f 

geschrieben werden kann, wo A eine Quadratmatrix .r-ter Ordnung bezeichnet, 
deren Elemente zum Systeme 31 gehören. 

Um die Frage der Existenz und Unizität der Lösung von (83) beantworten zu 
können, sei folgende Bezeichnung eingeführt: 

Es sei A eine Quadratmatrix q-ter Ordnung, deren Elemente zu 21 gehören; „die 
Matrix A besitzt die Reduktion Aw" bedeutet, dass folgende Bedingungen erfüllt 
sind: 

1. Es existiert eine solche Permutation von Splaten und eine solche Permutation 
von Reihen der Matrix A, dass in der so entstandenen Matrix Ä das Element Äqq zu 
31* gehört, 
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2. wenn q > 1 ist, dann enthält die durch 

(84) A(1) = [A(1)] = [Äik - AJÜÄ^ , 1 £ t, fc g r - 1 

gebildete Matrix (r - l)-ter Ordnung mindestens ein Element, das zu 51* gehört. 
Die Quadratmatrix A r-ter Ordnung soll reduzibel heissen, wenn eine Matrizen

folge A(1),A(2),..^A(rml) existiert, dass jede A(i) eine Reduktion von A(i~x), 
i = 2, 3,. . . , r— 1 und A(t) eine Reduktion von A darstellt. 

Offenbar ist jede Matrix A(ty von r — i-ter Ordnung. Jetzt gilt folgender einfache 
Satz , • ' , ' ' ' 

Safe 47» Es sei AI eine Quadratmatrix r-ter Ordnung, die reduzibel ist, feDr; 
dann existiert eine einzige Lösung x e Dr der Gleichung Ax = f. 

Beweis. Es sei p eine ganze Zahl, l S P S r — 2, und es sei Ä(p) = [B&], 1 ^ 
<; i, fc <* v = r - P. Laut der Voraussetzung ist Bvv regulär, sodass Bvv

% existiert 
Bildet man die Systeme 

(85) BiXzx + Bi2z2 + ... + Bivzv = gt, i = • 1, 2,. . . , v , gt£Dx, 

(86) (Bfl - BivBvv BvX) zx + (Bi2 - BivBvv Bv2) z2 + . . . + 

+ (B,>-i — BtVB~ By^i) Zy«! = gt- BivBw Qy ? i a U > . . . , v - l , 

so ist klar, dass die Matrix des Systems (86) gerade A(p+1) ist. Man überzeugt sich 
jetzt leicht, dass folgende Behauptung richtig ist: 

Wenn das System zx, z2,..., zv~.xe Dx die einzige Lösung von (86) darstellt, so 
existiert zveD derart, dass das System zu z2>..., zy„u zv die einzige Lösung von 
(85) ist, und umgekehrt. 

Hieraus folgt, dass bei passender Nummerierung der Elemente des Vektors x <ii0 
Gleichung Ax = . / dem Systeme 

(87) xr = Cr,r_1xr„1 + Cr,r„2xr„2 + ... + Crixx + hr, 
Xr^x;= Cr^Xtr-2Xr-2 + - • + Cr-1,1*1 + K-t > 

x2 = C2tXxx + h2 9 

xx = hi . 

äquivalent ist, womit der Satz 47 bewiesen ist. 
Aus dem eben durchgeführten Beweise ergibt sich mit Hilfe von Satz 42 unmittelbar 

folgende Behauptung: 

Salz 48. Es sei A reduzibel; wennfkeDr, k= 1, 2 , . . . und fk -> / ist, dann gilt 
xk -* x, wo xk, x die Lösung von Axk = f bzw. von Ax = f darstellt. 

Da jede Distribution als Grenze einer Folge von unbeschränkt differenzierbareti 
Funktionen darstellbar ist, so folgt aus den Sätzen 46 und 48, dass die distributive 
Lösung voi| (78) als die Grenze einer Folge der klassischen Lösungen von Gleichung 
mit denselben Koeffizienten und denselben Anfangsbedingungen aufgefasst werden 
darf. 
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Výtah 

O JEDNÉ TŘÍDĚ LINEÁRNÍCH OPERÁTORŮ 

VÁCLAV DOLEŽAL, Praha 

Článek je věnován vyšetření vlastností jisté třídy lineárních operátorů, definova
ných na systému Dx distribucí rovných nule na intervalu'(— co, 0). 

V první části je zaveden rovnicemi (3) a (4) součin '[Wf] distribuce fe Dt a hladké 
funkce W dvou proměnných, který se jeví zobecněním určitého integrálu, jehož 
jádro je W; jsou dokázány některé pomocné věty o vlastnostech součinu [*YJ], které 
si všímají zejména jeho spojitosti, distributivnosti a asociativnosti. 

Ve druhé části jsou zavedeny operátory třídy 21 jako zobrazení A systému Dt 

do sebe, která jsou zprostředkována rovnicí Ax = [ffx](Jtc), k ^ 0 celé, xeDt; 
třída 31* c % je pak zavedena jako systém všech těch operátorů A, pro něž příslušná 
W splňují jistou podmínku, přičemž pro každé A e 2í* je definován řád. Poté jsou 
dokázány věty o základních vlastnostech operátorů z 91 resp. z 2t* a jejich řádech, 
a zejména pak věta o tom, že ke každému A e 9í* existuje inversní operátor AI*"1 e 21*. 
Přitom jsou uvedeny dva způsoby konstrukce AI""1, hodící se pro počítací stroje. 

Závěrem je poukázáno na užití odvozených výsledků k řešení soustav integro-
diferenciálních rovnic (78) s hladkými koeficienty. 

Резюме 

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 

Вацлав Долежал (Vас1аV Во1с2а1), Прага 

Статья посвящается исследованию свойств одного класса линейных опера
торов, определенных на системе ^x обобщенных функций, равных нулю в ин
тервале (— со, 0). 
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В первой части при помощи уравнений (3) и (4) вводится произведение 
I №/] обобщенной функции /е Ох и гладкой функции IV двух переменных, 
являющееся обобщением определенного интеграла, ядром которого является 
Ш\ доказываются некоторые вспомогательные теоремы о свойствах произведе
ния [ ИР/], в которых исследуются главным образом его непрерывность, рас
пределительное и сочетательное свойства. 

Во второй части вводятся операторы класса Ш как отображения А системы 
Ог до себя, заданные уравнением Ах = [ТРх]^, к ^ О — целое, хейг; класс 
Щ* с Ш тогда вводится как система всех тех операторов А, для которых соот
ветствующие й^вшюлняют определенное условие, причем для каждого А е 21* 
определяется порядок. Далее доказываются теоремы об основных свойствах 
операторов из Ш, соотв. из 21*, и об их порядках, в особенности теорема о том, 
что для каждого АеШ* существует обратный оператор А~~1е%*. Притом 
приводятся два способа построения А"1

9 пригодные для вычислительных 
машин. 

В заключение показано применение полученных результатов к решению 
шегем ишегродафференн^^ уравнений (78) с гладкими коэффициентами. 
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