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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 86 (1961), Praha

UBER EINE KLASSE LINEARER OPERATOREN

VAcrLav DoOLEZAL, Praha

(Eingelangt am 9. Dezember 1959)

In diesem Artikel werden gewisse lineare Operatoren, welche auf dem
Systeme der im Intervall (— o0, 0) verschwindenden Distributionen defi-
niert sind, untersucht. Zuerst ist ein Produkt einer solchen Distribution mit
der Funktion von zwei Veranderlichen definiert und seine Eigenschaften er-
mittelt. Auf Grund dieses. Produkts sind dann die Operatoren und der Be- -
griff ihrer Ordnung definiert. Ferner sind Sétze, welche die Eigenschaften
der Operatorordnung behandeln, bewiesen. Insbesondere ist ein Satz iiber
die Existenz des inversen Operators bewiesen, wobei zwei Konstruktions-
verfahren angegeben sind. Zum Schluss wird auf die Anwendung der ein-
gefithrten Operatoren zur LOsung der Systeme von Integrodifferential-
gleichungen mit glatten Koeffizienten hingewiesen.

Diese Arbeit ist der Untersuchung einer gewissen Klasse von linearen Operatoren
gewidmet. Diese Operatoren, die auf dem System der im Intervall (— oo, 0) ver-
schwindenden Schwartz’schen Distributionen definiert sind, sind insbesondere zur
Losung von Systemen der gewodhnlichen Integrodifferentialgleichungen mit glatten
verdnderlichen Koeffizienten geeignet. (Durch solche Systeme ist die Dynamik von
linearen physikalischen Schaltungen beschrieben.)

Im ersten Teil des Artikels werden Hilfsbetrachtungen durchgefiihrt, im zweiten
wird die eigene Problematik behandelt.

I. Es sei E die Menge aller reellen Zahlen. Es sei D, das System aller Distributionen
f, die in (— oo, 0) verschwinden. Das heisst, dass jede Distribution f € D, folgende
Eigenschaft besitzt: fiir jedes t, € (— o0, 0) existiert eine Umgebung I,,, dass fiir jede
Funktion ¢(f) € K (K bezeichnet das System aller reellen unbegrenzt differenzierbaren
finiten Funktionen, vergl. [1]), die ausserhalb I, verschwindet, (f, ¢) = 0 ist.

Wir fiihren folgende Bezeichnung ein: wenn ¢(t) € K, so sei Q, die Menge aller
t, fiir welche () + 0 ist, (Q, ist offenbar eine beschrankte offene Menge) und 0,
sei die Abschliessung von Q,, die auch ,,Triger von ¢(t) genannt wird. .

Es sei noch D, das System aller Distributionen f, die folgende Eigenschaft besitzen:
wenn ¢(f) e K und @, = (— o, 0) ist, so ist (f, ¢) = 0. Dann gilt folgender Satz:

Satz 1. D, = D,. Zum Beweis ist folgendes Lemma erforderlich:
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Lemma 1. Es seien I;, i = 1,2, ..., n beschrinkte offene Intervalle; wenn die
Funktion ¢(f) € K ausserhalb der Menge (n) I; verschwindet, so existieren solche
Funktionen ¢ft)eK, i=1,2,...,n, das: 1go(t) = zn:(p,-(t) ist, wobei jede ¢t)
ausserhalb I; verschwindet. i

Beweis.Esseia < ¢ < d < b. Offenbar existiert eine solche im Intervall (— 0, oo)
unbegrenzt differenzierbare Funktion «(f), dass off) =0 fiir ¢t < ¢, at) =1 fiir
t = d ist. Es sei jetzt ¢(f) € K, die ausserhalb (a, b) verschwindet; setzt man ¢, (f) =
= (1 = o) o(t), (1) = () @(t), so ist ¢;(f),p,(f) € K, wobei ¢,(?) ausserhalb
(a, d), ¢,(t) ausserhalb (c, b) verschwindet, und gleichzeitig gilt ¢(t) = @4(t) + @,(2).
Hieraus folgt die Behauptung.

Beweis des Satzes 1: Offenbar gilt B, = D,. Es sei umgekehrt f € D,; wihlt
man ¢(f) € K, fiir welche Q, = (— o, 0) ist, so folgt aus dem Borel’schen Satze,
dass Q, durch ein endliches Intervallsystem Iy, I, ..., I, bedeckt wird, wobei fiir
jede ¢(t) € K, die ausserhalb irgendeines Intervalls I; verschwindet, (f, ) = 0 gilt.
Aus Lemma 1 und der Linearitit des Funktionals folgt jedoch, dass dann (f,¢) = 0
gilt, das heisst dass fe D,, w. z. b. w.

Im Weiteren wird folgender Satz erforderlich:

Satz 2. Es sei f € Dy; dann gilt fiir jede ¢(t) € K, fiir welche Q, = (— o0, 0) ist,
dass (f, @) = 0 ist.

Beweis. Es sei ¢(f) € K, fiir welche sup 0, < 0 ist. Bildet man die Funktionen-
folge ¢,(t) = o(t + 1/n), n = 1,2, ..., so gilt offenbar (¢ — ¢,) > 0in K (d. h. im
Sinne des im K eingefiihrten Konvergenzbegriffs). Da fiir jedes n = 1 sup g,, <0
ist, folgt aus Satz 1 und aus der Stetigkeit des Funktionals f, dass (f,¢) =0
ist, w. z. b. w.

Es sei F; das System aller reellen Funktionen, die im (0, c0) sémtliche Ableitungen
besitzen. (Im Punkte ¢ = 0 werden die rechtsseitigen Ableitungen verstanden.)

Es sei oft) € F,. Fie Funktion &(f) wird die Fortsetzung von «(f) genannt, falls
a(t)in (— o0, 00) alle Ableitungen besitzt und a() = off) fiir ¢ € <0, o0) ist. Man kann
beweisen, dass fiir jedes o(t) € F, eine Forsetzung existiert. (Vergl. [2].)

Wenn jetzt oz(t) eF,, fe D, ist, definieren wir das Produkt af durch die Gleichung

(1) (“fa (P) = (fa &(P) ¢

Von Satz 2 folgt, dass das Produkt «f eindeutig definiert ist.

Aus den eben ausgesprochenen Definitionen folgen unmittelbar folgende offen-
sichtliche Behauptungen:

Satz 3. a) «(t) e F,, fe D, = af € D;.
b) fueDy; n=1,2,...; f, = f; oft) e Fy = feDy; of, > of.
¢)f,geDy;0, feE=of + fgeD,.
d) feD,=f"eD,.
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Satz 4. Es sei fe Dy, o(t) € Fy; falls oft) + 0 in {0, 0) und af = 0 ist, so gilt
f=0.

Der Beweis dieser Beha{uptung folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass zu einer
solchen Funktion o(t) eine Fortsetzung a(f) existiert, fiir welche a(f) # 0in (— 0, o0)
gilt.

 Ferner gilt folgender Satz:

Satz 5. Falls f € D, eine reguldre Distribution ist, so verschwindet f(t) in (— o, 0)
fast iiberall,

Beweis. Nach der Voraussetzung iiber f gibt es eine lokal integrable Funktion
f(?) derart, dass fiir jede Funktion ¢(t) € K

® (ro) = sl

gilt, wobei (f, @) = 0 ist, falls 9, = (— 0, 0) gilt. Es sei a < b < 0; bildet man die
Funktion ¢(f) € K in der Weise, dass Q,,, = <a, b) und 0 < ¢,(f) < 1 ist, dann
gilt (@a(t))/" — 1 fast iiberall in (a, b). Setzt man fiir ¢(t) in GI. (2) ((p,,,,(t))“" ein,
so folgt hieraus, dass j” f(?) dt = 0'ist, woraus die Behauptung folgt.

Wir fiihren jetzt das Produkt der Distribution mit der Funktion von zwei Ver-
dnderlichen ein.

Es sei F2 das System aller reellen Funktionen W(t, t), die im Quadrantt,7 > 0
definiert sind und dort alle partiellen Ableitungen besitzen. Offensichtlich gelten
folgende triviale Behauptungen:

a) Wenn W,(t, 1), Wy(t, 1) € F%; 0y, o, € E ist, so gilt o, Wy (¢, ©) + a, Wy (t, 7) € F}.
ai +kw(t )

b) Wenn W(t, 7)€ F? ist, so gilt fiir alle ganzen i, k 2 O: PYPw: € F?; wenn

ausserdem a(f) € Fy ist, so gilt a(f) W(t, ©) e F, W(t, 7) a(z) € F2.

Die Funktion #(t, 7) soll die Fortsetzung von W(2, t) € F2 heissen, wenn W/(t, 7)
in der ganzen Ebene — . < t,7 < oo alle partiellen Ableitungen besitzt und wenn
W(t, ©) = W(t,z) fiir ,7 2 0 ist. (Die Fortsetzung existiert zu jeder Funktion
W(t, ©) e F1, vergl. [2].)
~ Essei fe Dy, W(t, t) € F%; definieren wir das Funktional [ Wf] durch die Gleichung

® (%11 0) = (£, ow) »

wo
t

@ owl) = - | 70t (" wegear). [ oes

ist, wobei mit W(t, 7) irgendeine Fortsetzung von W(t, ) bezeichnet ist, und wo
oo(H) e K, Q,, = (— ©,0), 2., @o(r) dr = 1 ist. Dann besteht folgende Behauptung:
Satz 6. Das Funktional [Wf] e D, ist von der Fortsetzung W(t, ) und der Funk-
tion @o(t) unabhdngig, sofern Q,, = (— o, 0) und {2, @o(z) dz = 1 gilt.
Der Beweis wird in drei Schritten durchgefiihrt.
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1. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass ¢(f) nach Gl. (4) zur Menge K gehort.
Offenbar ist @y(t) = 0 fiir ¢ < min [inf Q,, inf Oy, ] und fiir ¢ 2 & = max [sup Q,,
sup J,,]- Hieraus folgt gleichzeitig, dass die Schlussweise 0, = (— ©,0)= @, =
< (= o, 0) richtig ist. Da ferner aus GI. (4) folgt, dass @g(t) simtliche Ableitungen
besitzt, so gilt @u(1) e K.

2. Aus (4) folgt, dass die Zuordnung (p(t) — @w(?) bei festen W(t, 1), @o(t) additiv
ist, d. h. dass fiir ¢,(f), ¢,(t) e K; «y, a, € E gilt

(5) : (“1‘/’1 + 0,02)w = 0‘1(401)W + “z((oz)w .

3. Schliesslich sieht man leicht ein, dass folgende Behauptung richtig ist: wenn
@, — 0in Kist, so gilt (¢,)» — 0 in K. Wirklich, wenn alle Funktionen ¢,(?) ausser-
halb eines endlichen Intervalls {t,, t,> verschwinden, so verschwinden alle (¢,(1))y
ausserhalb irgendeines festen Intervalls {t;, ;. Deriviert man k-mals die Gl. (4),
so iiberzeugt man sich leicht, dass es reelle Zahlen C,, C,, ..., C,_, gibt, die nur
von ty, t;, W(t, ), po(t) abhdngen, dass fiir alle ¢ und alle ganzen n > 1

©) l[(‘Pn(t))W](k)' SO + Cop? + ..+ Coo gD

gilt, wo P = eI<nax> lp(¢)| ist. Hieraus folgt, dass (<p,,)W — 0 in K gilt, so dass
te(ty,I2

[Wf] €D,

Um zu beweisen, dass [Wf] von der Auswahl der Fortsetzung (¢, t) und von
@o(t) unabhéngig ist, lassen wir zuerst W(t, ) fest und wihlen ¢o(t) e K, fiir welche
030 = (— ©,0) und 2., @o(r) dz = 1 ist, und bilden die Funktion

0 o=~ |
Hieraus folgt
onl) =) = (|~ W00 ae) b, ¥ = [ (o) - B e,

wo offenbar Y(z) € K ist, da y(t) = 0 fiir ¢ = ¢, & = max [sup Q,,, sup 0;,] < 0
gilt, sodass g, = (— o0, 0) ist. Laut Satz 1 gilt also
(fs(PW) - (fquW) = (fs(DW - (5W) =0.
Ganz analog beweist man mit Hilfe des Satzes 2, dass [Wf] von der Auswahl der
Fortsetzung W (t, ©) unabhingig ist, womit Satz 6 bewiesen ist.
Um im Folgenden die Schreibweise zu vereinfachen, wird wegen der eben be-

wiesenen Eindeutigkeit der Strich, der die Fortsetzung bezeichnet, fortgelassen.
Betrachten wir jetzt den Fall, in welchem f reguldr ist. Es gilt der folgende Satz.

Satz 7. Es sei f € D, reguldr, W(t, ©) € F%; dann ist [Wf] ebenfalls reguldr und
ist fast iiberall gleich der Funktion

L: W(t, ©)f(r)dr, te(— oo, ).

t t

W(s, i) olc) de + ( f R dr) . f Fofc) d .

) -
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Beweis. Laut Definition ist

®) 1 0) = (f ow) = f RCECEE

= j : 1) {— Jiw W(z, 1) o(r) dt + (j: W(t, t) o(7) d1> ) j ' ol7) dr} dr .

-

Da ¢ im #usseren Integrale nur positive Werte durchlduft, so ist 2., ¢o(7) dr = 1,
so dass sich

©) ©r10) = [ 50 ([ e Dot ac)a
ergibt. Nach dem Satz von Fubini gilt jedoch

(10) (7], 0) = f:{ f ; W(z, 1) £(2) dt} o(z) dr,
w.z. b. W.

Unmittelbar aus der Definition von [Wf] ergeben sich folgende Behauptungen.

Satz 8. a) Es sei W(t,t)eF3; f,f,€ Dy, n = 1,2, ...; f, > f; dann gilt [Wf,] >
- [Pf]. :

b) Wenn W(t,t)eF%; f,geDy;a, BeE ist, so gilt [W(of + Bg)] = o[ Wf] +
+ B[Wg].

c) Es sei W(t, 1), Wy(t,7)eF2; feDy; dann gilt [(W, + W,)f] = [Wif] +
+ [Waf].

Ferner gilt .

Satz 9. Es sei a(t) e Fy, W(t, 7)€ F2, fe D,; dann gilt

L a[Wf]'=[(aW)f], wo (aW)(t, 1) = a(t) W(t, ) ist,

2. [W(af)] = [(Wa,))f], wo (Wa,)t, ) = W(t, ) a(r) ist.

Beweis. Es gilt (a[Wf],9) = ((Wf], ag) = (/. (a@)w). Aber

O IR LLIGEE
+([7 we o). [ o) o5 = @m-

w. z. b. w. Analog beweist man die Behauptung 2.

Wir fithren jetzt folgende Bezeichnung ein: Es seien W,(t, 1), Wy(t, 7) € F1. Wir
definieren die Funktion (W; x W,)(t, t) durch

t
Wy x W), 7).= I Wi(t, z) Wiz, 7)dz, t,x=0.
Offenbar gilt (W; x W,)(t, t) € F. Jetzt kann man folgenden Satz aussprechen:
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Satz 10. Es sei W,(t, t), Wy(t, 7)€ F1; feDy; dann gilt [wi[Wof1] = [(W x
x W,)f]

Beweis: Laut Definition ist

, (W [Waf 11, 0) = (WS T 0w,) = (£ (ow)w) -
Ferner gilt

(11) (Owws = — J ‘_w ) {_ f '-w Wy, 1) o) du +
+ ( j :0 W(u, ) o(u) i) f :w%(v) dv} g +
+ ( f W 1) {_ J :w W ) o) du + ( j " Wy, 7) o(u) du)

- -

: j iw(po(u) dv} df) . j t_w%(y) .

Setzen wir zur Abkiirzung

o) = ﬁ W(u, %) o) du Bolt) = f iw%(v) dg,
I = f '_w e, 1 { f ’_m W, (u, 7) o(s) du} dc.

Nach dem Fubinischen Satz gilt

(12) I = - J H W(u, <) Wale, ) df} o) du =

t
-0

]

- J _ Wy x Wy, 1) 0(a) du

Fiir das erste Integral der Gl. (11) gilt also

13) I=- f :w(W1 X Wy)(u, #) @) du — J '

Wy(z, t) &(z) Bo(7) d7 .

Um das zweite Integral der Gl. (11), das die Grenzen — 00, 0 durchlauft, spa'l-
ten zu kdnnen, wird von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass der Ausdruck in
Klammern {...} fiir t = h = max [sup O, 0] verschwindet. Die Grenze co kann
dann durch h ersetzt werden, so dass sich fiir den ersten Glied I, des zweiten Inte-
grals der Gl. (11)

I, = r Wz(:r', ) {— Lo W, 7 olw) du} &

— o
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ergibt. Nach dem Fubinischen Satz folgt jedoch

(14) I - f "w< f h W,(u, ) Wz, i) df> o(u) du =

h t u )
=J (j +j )qo(u) du =j (Wy x Wo)(u, 1) o(u) du +
- h t -0
h t
+ f < Jv Wi (u, ©) Walz, 1) dr) o(u) du .
-0 h
Das zweite Integral in Gl. (14) ist offenbar gleich dem Integral
/
t h t
(15) J Wiz, 9 ( j AT O) du) dr = J Wy, ) &(c) de.
h - 00 ’ h
Hieraus ergibt sich schliesslich, dass (¢w,)w, = &(f) + ¥(1) ist, wo

(16) &) = - f " x W) o) du +

-~

([T o waw ety an). o),

) ) = — f :w Wi(r, 1) B() Bo(c) d + ( f ;. Wiz, 1) &) dr> oft) +
+ < f ':w Wiz, 1) 8(2) @o(c) dr) L &of).

Offenbar gilt &(f) = (¢)w,xw, und folglich ist &(f) e K. Da aber (¢p,)w, € K ist,
so folgt hievon, dass V(%) als Differenz von zwei Funktionen aus K wieder zu K ge-

hort.
Man iiberzeugt sich jetzt leicht, dass Qg = (-— oo, 0) gilt. Wirklich, fiir ¢ = 0 gilt

W) = - J _ War, 1) B(F) Bofr) de + J ,. Wiz, 1) &) dr +
T+ J\i * Wz, 1) B(c) Po(7) dr = r Wa(z, t) @(7) Do(r) dr —
- Jtl Wz('r, 1) 45(1:) dr = Jth(‘t, 1) 45(1) (®o(r) — 1)dz =0,

da ®o(z) = 1 fiir v = 0 ist und sogar h, ¢ = Oist.
Laut Satz 2 gilt also

: ([W1[W2f]]?(l’) = (f’ Pw,xw, + lﬁ) = (f’¢W1sz) = ([(W1 X Wz)f]: (0) >

womit Satz 10 bewiesen ist.
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Aus der Definition des ,,Produktes” W; x W, und aus dem Fubinischen Satze
ergibt sich unmittelbar folgender Satz:
Satz 11. Es seien Wy, W,, Wy € F}; dann gilt
Wy x (Wy x Wy) = (W x W,) x Wy.
Wir definieren jetzt fiir W(z, 7) € F{ die ,,Potenz* W *(t, 1) durch die Gleichung
(18) Wk = (WD) x W, k=23, W*l=Ww.
Aus (18) und aus Satz 11 folgt

Satz 12. Es seien W(t, t)€ F}; m,n 2 1 ganze Zahlen; dann gilt W*" x W*™ =
- Wx(n-f-m)'

Folgender Satz ist ersichtlich.

Satz 13. Wenn W,, W,, W, € F} ist, so gilt

W1 X(W2+W3)=W1 X W2+ Wl X W3.

Wir definieren jetzt die Funktionen Uy(t, t) durch die Gleichung

(19) U(t'r)-—-(—t—:-i):l—‘ k=23.;Ut,7=1
k\*» (k—l)! , 9 D3 seny 1) = .

Offenbar ist U, k(t, 1:) € F%; man iiberzeugt sich leicht, dass fiir ganze Zahlen k, r 2 1
gilt
(20) Uk X U,. = Uk+r'

Wenn jetzt f € D, ist, definieren wir fiir k = 1, 2, 3, ... das Symbol f(~* durch die
Gleichung
(1) £ = U]

Es seien k, r 2 1 ganze Zahlen; laut GL. (21), (20) und Satz 10 gilt
@2 (P = [UUS]] = [(U, x UYS] = [Upaaf] = £+ 0.

Ferner gilt ’

Satz 14. Wenn f € D ist, so gilt (f')™1 = f, (fV) = f.

Beweis. Laut Definition ist

«f/)(—l)’ (P) = ([Ulf,]’ (P) = (f’7 (pU;) = (f’ - ((pU;)’) .

Weiter gilt

== o (o) o -

= o(t) - < f : o(2) dr) ool)

Da aber Q,, < (— o0, 0) ist, bekommt man ((f')"", ») = (f,¢). Ganz analog be-
weist man die zweite Gleichung des Satzes.
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Ve P
ERA . Mk

- Wenn:k, r > 1 ganze Zahlen sind, so gilt fiir die Ableitung von fe D, die Glei-,
chung (f®)? = f**7, Definiert man also f® =f, so konnen Satz 14 und
Gl. (22) folgendermassen zusammengefasst werden:

Satz 15. Es sei f e Dy, k,r ganze Zahlen; dann gilt (f("))(') = fk+n,
Aus den Sétzen 8,7 ergeben sich speziell fur Feo unm1ttelbar folgende Behauptungcn

Satz 16. a) Furfl,fzeDl, sty eEgzlt(a1f1 + o fa) N =y TV + oy fiR iy 1_',

'b) Wenn f,eDy;n=1,2,. undf,, - f ist, so gilt f{71 — U,

c) Wenn f e D, reguldr ist, soist f(~) regular und fast iiberall gleich der Funk'* y
tion [§ f(r)dr. -

Aus der Formel fiir die Ableltung des Produktes und aus dem Satze 14 crgxbt sich "
die »Integrationsregel per-partes®:

Satz 17. Es sei a(t) € Fy, f e Dy; wenn o™ = [} a(-c) dtr + Cist, wo C eine bel:e— -
bige reelle Konstante ist, so gilt (af)™® = a" Of — (a” DfA=D, '
Folgender Satz w1rd zZum Emdcut1gke1tsbewe1s erforderlich sein.

Satz 18. Es seien co, ClyererCy reelle Zahlen T =0, fe Dt reguldre Distribution

Wenn C - S ) .
(23) %ﬂuwr@$“+”~¥%&+f=o |
ist, so gilt Co =10y =..=0 = O,f'; 0. ‘
Beweis. Wenn _ :
(24 | - : ver 40 (-'51' +f 0. ,
gilt, wo ¢ reell und f reguldr ist, so sieht man leicht ein, dass dann ¢ = 0, f = 0 1st
Tatsachhch GL (24) besagt, dass fiir Jedes o() K Y
’ (T) + f('r) (p(r) dr =0
PR At TOIES

lgllt. B]ldet man die ‘Funknon },b(t) ek, welché ausserhalb (T -~ 1 T + 1) verschwin-
det und die Bedmgungen 0'< ll’(t) <1 fir te(T— LTV(T, T+ 1), y(T)=1
erfiillt, und setzt man in'(25) pft)'= (Y(£))% % = 1 ein, so gilt offenbar
' T+1
o e=— f@)W(E) dr -0 fir n - o0 ,
Nk .

woraus die Behauptung folgt.

Es sei jetzt die G1. (23) erfiillt, Laut Satz 15 und 16 gilt dann

(Cna(;-') + c,,_lﬁg'—l) + ...+ 6067‘ +f)(—n = C; 51 +-C _1HT + e+
+. +cH‘””+f(”—0

wo Hy regular ist, H () =1 furt >T H(f) = 0 fiir t < T. Aus der eben bewiesenen
Behauptung folgt, dass ¢, = 0 ist. ‘Durch Wlederholung des Prozesses ergibt sich
" die Behauptung des Satzes. oo o
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Wir betrachten jetzt den Fall, im welchen W(t, 7) entartet ist, d. h. wenn W(t, 7) =
= Z {(?) bi(z) ist. Fiir a(t), b(t) € F;, W(t, 7) = a(t) b(z) gilt ((Wf], ) = (f, on) =
= (f, JLw a(z) b(t) () dr + (J2, a(z) b(t) @(7) d7) [L ,, @o(7) d7) = (b, (a@)y,) =

((bf)('”, ag) = (a(bf)\~", ). Laut Satz 8 gilt also

. ,

Satz 19. Es sei aft), b()eFy, i=1,2,...,r, W(t,7) = Y. at) b(v); dann gilt

r i=1 '
(W] = zl a(bf) 0.
Fiihren wir jetzt folgende Bezeichnung ein: Wenn H(t, 7) € F] ist, sei H* = H(t,1).

Offenbar gilt H* € F,.
Jetzt gilt der folgende Satz:

Satz 20. Es seien a(t) eF, W(t,7)eF2, feD,, k = 1 ganze Zahl; dann gilt

@) [Wa®)] =3 (-1 (‘”W")) S0 (= 1)"[”W“)f]

wo Wa, = W(t,1)a(v) ist.
Beweis. Laut Definition gilt ([(Wf®],¢) = (f%¥, 0w) = (f, (= )(ew)®), wo

@7 (ow)® = {‘ J:w W(z, ) o(z) dv + < J : w(z, 1) o(z) dr) f :w%(r) dr}(k) )

ist. Bezeichnet man — I das erste, L das zweite Glied in Klammern der Gl. (27), )
bekommt man

([N \ED ALAY
(28) I® = (W* )(k D4 <( a‘:/> (p) + ...+ (—5;;:?> ¢ +

+ Jﬂ ?i%—f—:ii)go(r)dr.

-0

Weiter gilt I®) = ([2,, W(z, f) @(t) dr)® . [ @o(z) dv + &(£), wo &(¢) eine bilineare
Form in ¢q, @b, ...,05 1 und in Ableitungen der Funktion 2, W(x, t) ¢(t) dt

darstellt, so dass Qg < (— 0, 0) gilt. Da endlich

([ wenote) ) = [* o

-0

gilt, bekommt man durch Einsetzen

) o) = (- 0= oo () o) - -
_ (?.'Ll".) f _’K@’_)go(r) dr +

o7t ?

([ Bt ioe)-

~ 0
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= <W*f(k—1) - (2—11-?)* f(k—z) + ...+ (— 1)"—1 (a"*1W>*f s

a,ck'—l
orw
+(-1D)|—F11|,0).
(5] e)
Laut Satz 9 gilt jedoch [W(af®)] = [(Wa,) f®], so dass aus GI. (29) unmittelbar

GlL (26) folgt.
Ganz dhnlich beweist man

Satz 21. Es sei W(t, 7)€ F?, feD,, k = 1 eine ganze Zahl; dann gilt
k-1 alW * (k—i—-1) akW
30 wf® = . +| =71
(30) v[ /] i=20 {( ar‘) f} aot* d
Ferner wird folgender Satz erforderlich sein:

Satz 22. Es sei W(t, ©) € F3, T 2 0; dann ist [Wor] reguldr, fast iiberall gleich der
Funktion w(t) = W(t, T) fiir t > T, w(t) = 0 fiir t £ T.

Beweis. Laut Definition gilt
T
([W6:1.0) = (r 0w) = ow(T) = — j Wz, T)olr) de +

-0
L=<} 0 @0
+ (j‘ W(z, T) o(7) d‘t> A= J W(z, T) ¢(7) dz = J w(7) o(7) dr
) T -0
w. z. b. w. ’

Wir widmen uns jetzt der Klassifikation der Distributionen aus D; nach ihrer
Ordnung.-

Es sei f € D,; die kleinste ganze Zahl n, fiir welche eine lokal integrable Funktion
F(t) existiert, dass f("™ = F gilt, soll die Ordnung von f heissen, und wird mit
Symbol r(f) bezeichnet. (Offensichtlich verschwindet eine solche Funktion F(t) in
(— 0, 0) fast iiberall.) Wenn fe D, reguldr ist, und die entsprechende Funktion
f(#) in (— 00, 0) (im iiblichen Sinne) unbeschrankt differenzierbar ist, wird r(f) =
= — oo gesetzt. (Man beachte, dass speziell r(0) = — oo ist.) Wenn fiir fe D,
keine solche Zahl n existiert, heisst dies, dass f keine endliche Ordnung besitzt.

Das System aller Distributionen aus D,, welche die Ordnung besitzen, wird mit
DY bezeichnet.

Aus der ebenausgesprochenen Definition ist offensichtlich, dass folgende triviale
Behauptung gilt:

Satz 23. Es sei f(t) eine Funktion, die im Intervall (— oo, o) fast iiberall gleich
der stetigen Funktion f(t) ist, welche fiir t < O verschwindet; f(t) habe iiberall in
(— 0, ) die (gewdhnliche) (k — 1)-te Ableitung f* 1)), welche fast iiberall
die Ableitung F(t) besitzt, wobei F(t) in (— o0, 00) keine primitive Funktion dar-
stellt; dann gilt r(f) = — k.

Gangz klar ist auch folgender Satz: -
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Satz24. Es sei fe D¥, C € E, C + 0, und k sei eine ganze Zahl; dann gilt

Lr(Cf)=r(f), 2. r(f®) = k + r(f).
Weiter gilt

Satz 25. Es sei f, g € D*; dann ist f + g € D} und es gilt

&) r(f + g) = max [(£), r@)] falls (f) + r(g) it
b) r(f + 9) = (f) falls r(f) = r(g) ist.
(Man beachte, dass aus der Behauptung a) folgt: Wenn r(f) # r(g)=f + g + 0.)

Beweis. Bs sei n(f)=n, r(g) =m, F® =f, G™ =g, und es gelte n > m.
Dann ist f+ g = (F + G™™™)™_ Es ist klar, dass die Voraussetzung iiber die
Existenz einer lokal integrablen Funktion H(z), fiir welche [§ H(t)dt = F(f) +
+ G™™(f) wire, zum Widerspruch fiihrt. Folglich ist n fiir f + g die kleinste
mogliche Zahl, woraus die Behauptung a) folgt. Fiir b) braucht das offenbar nicht
der Fall zu sein, und desshalb kann die Ordnung von f + g kleiner als n sein.

Satz 26. Es sei f € DY, a(t) € Fy; dann gilt r(af) < r(f). Wenn ausserdem oft) = 0
in €0, o0) ist, so gilt r(af ) = r(f).
Zum Beweis wird folgendes Lemma angewendet:

Lemma 2. Es sei a(t)e Fy, fe Dy, n 2 0 eine ganze Zahl; dann gilt

n

(31) af ™ = igo(_ 1)} <':)(a(l)f)(n—l) )

Beweis. Fiir n = 0, 1 ist (31) offenbar richtig. Aus der Giiltigkeit von (31) fiir
irgendeine Zahl n > 0 und alle a, f folgt durch Derivieren '

(32) af®™ 4 qf ™+ = zn:(_ 1)i<") (a(i)f)(n—i+1) .
i=0 i

Setzt man in (31) a’ anstatt a, und subtrahiert die so enstandene Gleichung von
(32), so ergibt sich Gleichung (31) fiir n + 1, womit das Lemma bewiesen ist.

Beweis des Satzes 26. Es sei also r(f) = n, f = F™ und es gelte n = 0. Laut
Lemma 2 gilt

(33) af = aF™ = (aF)™ — (';) @F)" ™V 4+ ...+ (= 1) a®™F.

Beachtet man die Tatsache, dass die Funktion «®(f) F(t), k = 0,1,..., n eine
primitive sein kann, so folgt aus Gl. (33), dass jede Distribution («*F)®~® die Ord-
nung hochstenst n — k besitzt. Aus dem Satze 25 ergibt sich die erste Behauptung
des Satzes 26.

Es sei jetzt o) # 0 in <0, 0). Man sieht leicht ein, dass dann aF keine primitive
Funktion ist. Setzt man ndmlich im Gegenteil voraus, dass eine lokal integrable
Funktion H({) existiert, fiir welche «(f) F(f) = [§ H(z) dv gilt, so ergibt sich, dass
6 N(z)de = F(2) gilt, wo N(z) = («(t) H(t) — o/(f) HV(2))/a*(£) gesetzt wurde,
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was einen Widerspruch darstellt. Hieraus folgt, dass (ocF)(") die Ordnung n besitzt,
und da die Ordnungen der anderen Glieder der rechten Seite von (33) hochstens
n — 1 sind, gilt laut Satz 25, dass r(aF™) = r(af) = n, womit der Satz 26 fiir n 2 0
bewiesen ist.

Esseinunn = — k < 0, f = FC"®_ Laut Satz 15 kann man

of = «F = (aF)™9 + <1> (wFCD)W 4 <2>(oz"F(_2))(—k) + oot (@PFCR)D

schreiben, woraus durch dhnliche Uberlegung der Beweis folgt.
- Um die Ordnung von [Wf] untersuchen zu konnen, wird folgende Bezeichnung
eingefiihrt:

'Die Funktion W(t, 7)€ F; besitzt die Ordnung — n soll heissen, dass eine ganze
Zahl n = 1 derart existiert, dass in <0, o)

oW \* "TIW\* | i\ *
34 We=(—) =...= =0 und +0
(34) <at) (at"‘2> (af‘“1>

gilt. Wenn es keine solche Zahl n gibt, so wird der Funktlon W(t, ) keine Ordnung
zugeordnet.
Im Weiteren wird folgendes Lemma erforderlich:

Lemma 3. Es sei W(t,7)e F, k = 1 eine ganze Zahl; dann gilt

G (akw> i 1 <k> <aatw>* wo
(a" ) f;(— 1)< >(5W>*(k 3

l * (k—1i)

Bemerkung. Man beachte, dass beispielsweise das Symbol (6 > die

@ (/atw(t, v) or
Operation —— {{ —>— bedeutet.
art ).,

Der Beweis ist analog dem Beweise von Lemma 2; man muss allerdings die
Tatsache in Erwigung zichen, dass W(t, 7) alle vollstindigen Differentiale besitzt
und infolge dessen alle ihre gemischten partiellen Ableitungen vertauschbar sind.

Eine triviale Folgerung vom Lemma 3 ist:

Satz 27. Es sei W(t,7) € F{. Notwendig und hinreichend dafiir, dass W(t, t) die
Ordnung — n besitze, ist das Bestehen von folgenden Gleichungen

* -2 * -1 *
() om0 v (52 00 w0
T T

Weiter gilt:
Satz 28. a) Es habe W,(t, 1), Wy(t, t) € F{ die Ordnung — ny, bzw. — n,; wenn
ny * ny, so besitzt W, + W, die Ordnung max [— ny, — n,].
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b) Wenn W(t, -c)eFf die Ordnung —n besitzt und a€E, o + 0 ist, so besitzt

oW die Ordnung — n.
Der Beweis ist offensichlich. Wichtig ist folgender Satz:

Satz 29. Es habe Wy, W, € F; die Ordnung — ny, bzw. — n,; dann besitzt Wy x
x W, die Ordnung — (ny + n,).
Beweis. Nach Definition gilt

M = (W, x Wy)(t,7) = f Wit, 2) Wz, ) d

Offenbar ist M* = 0. Fiir eine beliebige ganze Zahl k > 0 gilt

oM Pt 2 (oW \* AN
(36) —5F=W(WTW2)+5;I‘__‘E<<6—;> W2>+...+< atk_l > W2+

t ok
+J é—%(ki—z) Wy(z, 7) dz .
. ot

Es sei zuerst k < ny + n, — 2. Vor Allem ist klar, dass in der GL. (36) alle Glieder

1

* k *
verschwinden, in welchen <aaW1) fiir i £ n, — 2 auftritt. Folglich ist (2—%) =0,
tl—

falls k < n, — 2ist. Fiir n; — 2 < k £ ny; + n, — 2 bekommt man aus (36):
M\ * S AN
37 — = LY w,) +
( ) < atk) {atk—)u (( at)u—l ) 2)
) ak—n1—1 an1W1 * ak—lw;1 *® *
+ — Wol+ ... +{———=| W, .
e () ™) e () )
61(—711"1' an1+i—1W *
Fiihrt man die Ableitung ; << 1) W2> durch, so tritt offenbar in
) t Fdy

k=nyi—i atn1+i—1 F-

dem so gewonnenen Ausdruck die Funktion W, héchstens in der k — n; — i-ten Ab-
leitung auf. Da in (37) das betrachte Glied fiir i = 0, 1, ..., k — n,; vorkommt, so
tritt dort W, hochstens in k — n,-ter Ableitung, also.nach obiger Voraussetzung
iiber k hdchstens in der n, — 2-ten Ableitung auf. Setzt man endlich 7 = ¢ ein, so
verschwinden alle Glieder.

Es gilt also
K *
(38) <66A':I> =0 fir k=0,1,2,..,n, +n, — 2.
t .
Weiter gilt

an1+n2—1M * anz—l aru"'lI;V:l *
) <at"1+"2“) ) {atm‘l <( o ) Wz) i

anz—Z amwl * an1+nz—2W1 * *
P (I ) o (L
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Durch hnliche Uberlegung bekommt man schliesslich, dass
an1+nz—1M % an1—1W1 % anz—lwz %
<at"x+"z-1> _ ( p—. ) ( = ) +0 imIntervall <0, o)

gilt, was gemeinsam mit (38) den Satz beweist.

Jetzt kann folgender Satz ausgesprochen werden:

Satz 30. Es sei W(t, 7)€ FZ, f e DY; dann gilt

(40) (W) <r(f) - 1.
Wenn ausserdem W(t, 1) die Ordnung — n besitzt, so gilt
(41) WD) = r(f) — n.

Beweis. Es sei r(f) = k, f = F®, Betrachten wir zuerst den Fall k = 0. Laut
Satz 7 ist dann [ W] regulir und fast iiberall gleich der Funktion ®(f) = [§ W(t, 7).
. F(7) dv. Offenbar &(z) ist die primitive Funktion zu

@,(1) = W(t, 1) F() + J ' al"(_il) F(r) de ,

sodass (40) gilt. Wenn jetzt W(z, 7) die Ordnung — n besitzt, so ist klar, dass &(t)
eine absolut stetige Ableitung &~ *)(¢) besitzt, welche die primitive Funktion zu

o w w(t, T
42) an(t)=<6t" 1) F(f) + J ( )F()d
darstellt.

Man iiberzeugt sich leicht, dass & (t) keine primitive Funktion darstellt; wenn das

o tw
F(t) eine primitive
) F) ene p

n—1
Funktion, d. h. es wire r({/) < 0; da aber <a—af‘TW) % 0 in <0, ) ist, so gilt laut

nimlich nicht der Fall wire, dann wire Y(t) =

Satz 26, dass r(y) = r(F) = 0 ist, was einen Widerspruch bildet. Hieraus folgt,
dass r([Wf]) = — nist und (41) gilt.

Es sei jetzt k > 0. Laut Satz 20 gilt dann

@ 1= ) - E e () s (- o[22
Nach Satz 26 ist

7 AN
r((a———W) F("""“) SrF N =k—-i-1<k-1

ot

. k
' fiiri = 0,1,..., k — 1. Nach der vorigen Uberlegung gilt gleichzeitig r (I:%—vkz F:D <
T

< —~ 1,50 dass laut Satz 25 r([Wf]) £ k — 1ist, und somit (40) gilt. Es habe jetzt
W die Ordnung — n. Wir betrachten zuerst den Fall, im welchen n < k ist. Dann
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&
beginnt die Entwicklung (43) mit dem Glied (— 1)"~* <a 1) F*=m_ (Folgerung

des Satzes 27), wobei nach Satz 26 dieses Glied die Ordnung k — n besitzt. Die
folgenden Glieder der Entwicklung (43) besitzen Ordnungen, die hochstens k — n — 1
gleich sind. Laut Satz 25 ist also r([Wf]) = k — n und (41) gilt.
Es sei jetzt n > k; dann ist [Wf] = (= 1)* [Z_’%_V ], so dass [Wf] reguldr ist
T
und fast iiberall gleich

20 = (- 17 [ 225 ey

Wieder iiberzeugt man sich leicht, dass &(f) die n — k — 1-te Ableitung besitzt,
welche die primitive Funktion zu

1

b = (- 0 (5 ) 70+ (- 0 [ T R o
0 T

ist. Auf gleiche Weise sieht man leicht ein, dass &,_,() keine primitive Funktion

darstellt, sodass r([Wf]) = k — n ist und somit (41) gilt.

Es bleibt noch iibrig, denn Fall k < 0 zu ermitteln. Setzt man — k = [, so kann
man f = F(™P = [U,F] schreiben, wo U(t, ) durch die GI. (19) definiert ist. Es
ist klar, dass U, die Ordnung — I besitzt. Bs gilt also [Wf]=[W[UF]] =
= [(W x Uj) F], so dass [Wf] reguldr und fast iiberall gleich w(f) = [t W(t, 7).
. F(z) dr ist, wo

(44) W(t,x) = (W x U)t,7) = J "W, 2 )L__.)'_.1

1)!

gesetzt wurde. Aus (44) folgt, dass
aW\* AN AN ‘
W*E<3:) ~_—-....=-:(-«a-11—_—1> 0, (W) = (= 1)} W1, 1)

sit, also dass (nach Lemma 3) dieselben Gleichungen fiir die partiellen Ableitungen
nach ¢ gelten. Das heisst jedoch, dass w(t) eine absolut stetige I—te Ableitung
besitzt, welche die primitive Funktion zu

i

w(t, T

) = (= 0 W0, ) 7 + | D

ist, sodass r([Wf]) £ — I — 1 = k — 1 und somit (40) gilt.

Wenn schliesslich W(t, t) die Ordnung —~ n besitzt, so besitzt W x U, laut Satz
29 die Ordnung — n — I; da schon frither bewiesen wurde, dass fiir r(f) = 0 die
Ordnung von [Wf] gleich der Ordnung von W ist, so gilt in unserem Falle r([ Wf]) =
=r((Wx U)F]) = —n~ 1=k~ n, sodass (41) gilt. Damit ist Satz 30 be-
wiesen.

Fiir die Inversion der Operatoren wird spiter folgender Satz wichtig sein:
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Satz 31. Es sei W(t, 7)€ F%; dann existiert eine einzige fiir t, © = 0 stetige Funk-
tion H(t, ©), welche die Gleichung

(45) H(t, ) + W(t, 1)+ Jt H(t,z) W(z,7)dz =0, 1,120,

T

erfiilllt. Ausserdem gilt:
46) a) H(r, ) = i;l(_ 0 (s, <) (W )"t = W(t,7), 4,720,
wobei die Reihe (46) in jedem Quadrat 0 £t, v £ T< o gleichmdssig konvergiert.
b) H(t, ) € F{. <) Fiir t,t = 0 gilt die Gleichung
@) H(t, ) + W1, 7) + f "W(t, 2) H(z, ) dz = 0.
Beweis. Wir definieren die Funktionenfolge H,(t, t) durch die Gleichung

(48) H(t, 7)) = — j‘tHk_l(t, z) W(z,t)dz — W(t,1); t,t20;

) k=23,...; Hft,t)=— W(t,1).
- Man iiberzeugt sich leicht mit Hilfe von Satz 12, dass

_(49) ’ H,(t,7) =§1(— )'(w(t,7))**, n=1,23,...

gilt. W&hlt man jetzt T > 0, so sicht man leicht ein, dass die Reihe (46) im Quadrate
0<1t,t < T gleichmissig konvergiert; wirklich, auf Grund des Satzes 11 bestitigt
man durch einfache Rechnung, dass fiir (W(¢, 7))*" die Abschitzung

ne _ Ln—1 )
(50) (W)™l = MT“_”I])T fir 0S64T<T n=123..
n— 1)!
gilt, wo M = max ]W(t, 1:)[ ist, woraus schon die Behauptung folgt.

0=st,t<T .

‘Bs sei H(t, t) die Summe der Reihe (46); infolge der gleichmissigen Konvergenz
ist H(t, 7) stetig, und daneben ergibt sich durch Grenziibergang in Gl. (48) die GL
(45), sodass H(t, T) die gesuchte Losung bildet.

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, setzen wir voraus, dass im Quadrant z,7 = 0
eine stetige Funktion H(t, 7) existiert, welche die Gl. (45) erfiillt. Setzt man Q(t, 7) =

= H(t,©) — H(z, t) und bezeichnet man N = max |Q(¢, )|, so iiberzeugt man sich
0=t,tsT
auf dhnliche Weise davon, dass fiir alle ganzen n = 1 die Abschitzung IQ(t, -c)] <

< M"N|t — z|"/n! gilt, woraus Q(t, 7) = O folgt und die Unizitit bewiesen ist.
' Um die Behauptung c) des Satzes 31 zu beweisen, bilden wir das Integral

= f "Wt 2) H(z,7) dz = J o) (ii(_ 1){(W(z, 7)) dz .
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Infolge der gleichmassigen Konvergenz der Reihe (46) und der Behauptung des
Satzes 12 gilt

1= 50 [ e e, )z = 5 (= 000 9 -
= — H(7) - W(s, 9,

was allerdings die Gl. (47) darstellt.

Es bleibt noch iibrig, die Behauptung c) zu beweisen. Durch formales Derivieren
der Gleichungen (45) und (47) iiberzeugt man sich leicht davon, dass folgende Be-
hauptung gilt:

Wenn die Funktion H(, 7) fiir ¢, T = 0 alle partiellen Ableitungen der Ordnungen
< p besitzt und diese stetig sind, so besitzt H(t, 7) fiir ¢,z = 0 alle partiellen Ab-
leitungen von der Ordnung p + 1, die ebenfalls stetig sind.

Hieraus folgt, dass H(t, ) e F 2 jst, womit der Satz 31 vollkommen bewiesen ist.

Widmen wir jetzt einige Zeilen dem Zusammenhang zwischen den angegebenen
Tatsachen und der Theorie der gewdhnlichen linearen Differentialgleichungen, was
spiter brauchbar sein wird.

Es seien a(t), i = 0, 1,2, ..., nin <0, oo) stetige reelle Funktionen, wobei a,(t) + 0
in <0, ) ist. Das Funktionensystem &%), i = 1,2,...,n soll das Fundamental-
system der Losungen der Gleichung

(51) a,() x® + @, () x" "V + ..+ a()x =0

heissen, wenn ' ‘

1. jede Funktion &(7) in <0, c0) die n-te Ableitung besitzt und dort iiberall die
GL. (51) erfiillt,

2. die Funktionen &(f), i = 1,2, ..., n in <0, c0) linear unabhéngig sind.

Es ist wohlbekannt, dass dann die Wronski’sche Determinante des Systems
E(2), &5(2), ..., &,(t) in €0, 00) von Null verschieden ist.

Es ist klar, dass im Falle at)eFy, i =0,1,...,nauch é(t)eFy, i=1,2,..,n
gilt.

Es sei jetzt at)e Fy; i = 0,1, ...,n; feD,. Die Distribution x soll die Losung
der Gleichung

(52) | ax® + @, xO7D +  + aox = f

,bel verschwindenden Anfangsbedingungen® heissen, wenn x e D, ist und (52)
erfiillt. (Es sei bemerkt, dass die eben ausgesprochene Definition nur von Hilfscharak-

ter ist, da spiter der Begriff der Losung fiir allgemeinere Fille ausgesprochen wird.)
Dann gilt folgender Satz:

Satz 32. Es sei aft)eFy, i =0,1,...,n, a,f) + 0 im Intervall <0, ©), feDy;
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fiir die Losung x der Gl. (52) bei verschwindenden Anfangsbedingungen gilt dann
x = [Wf], wo

&(), &), s G(0)
&), &), ..., &)
(53) w(t, 1) = ——— : : :

1
a,(t) w(z) é(;n—Z)(T),- 5:(2"“2)(1:), - 6,%"‘2)(1)
fl(t), fz(t), <o én(t)

ist, wobei mit f,.(t), i=1,2,...,n das Fundamentalsystem der entsprechenden
homogenen Gleichung (51), mit w(t) die zugehorige Wronski’sche Determinante
bezeichnet ist. Ausserdem gilt: 1. W(t,t) besitzt die Ordnung — n, 2. x ist die
einzige Losung der Gl. (52). ‘

Der Beweis wird hier nur angedeutet, da er der wohlbekannten Lagrange’schen
Methode der ,,Konstantenvariation* analog ist. Definiert man die Distributionen
g:€D;,i=1,2, ..., n durch das Gleichungssystem

54 B+ g+ ... + &P, =0 firi=0,1,...,n -2,
n— ’ - ’ n— ’ 1
&0 + Vg e + &g = —

so iiberzeugt man sich leicht davon, dass x = £;9; + .95 + ... + &,g, die Losung
der Gl. (52) bildet; infolge der Bedingung w(r) = 0 in <0, ) besitzt (54) immer eine
einzige Losung; driickt man die einzelnen g; durch die Subdeterminanten der Wron-
ski’schen Determinante aus und macht man von dem Satze 19 Gebrauch, so be-
kommt man unmittelbar die Gl. (53). Die Behauptung 1. folgt augenblicklich aus
der Ordnungsdefinition und der Determinantenform (53). Die Unizitéit der Losung
von (52) ist eine offensichtliche Folgerung der Sitze 25., 26.

H. Wenden wir jetzt die Aufmerksamkeit der Einfilhrung von Operatoren zu,
Zuerst werden einige allgemeine Eigenschaften betrachtet und dann wird die be-
absichtigte Operatorenklasse eingefiihrt.

Es sei Q@ < Dy, Q + 0. Die Menge Q soll Bereich heissen, wenn fiir jedes x, y € Q;
o, feE; ax + By e Q ist.

Es sei Q, ein Bereich; die Abbildung 4 der Menge Q, in die Menge D, wird Ope-
rator genannt. Der Operator A4 soll linear heissen, wenn fiir beliebige x, y € Q, und «,
B € E die Gleichung A(ox + By) = o(Ax) + p(4y)gilt.

Die Menge Q, wird Originalbereich, die Menge ,Q, die aus allen Elementen Ax,
x € Q, gebildet ist, Bildbereich genannt. (Anstatt ,,Q, ist Originalbereich von 4%
wird auch die Aussage ,,4 ist auf Q, erklirt beniitzt).

Offenbar gilt, dass das Bildbereich eines linearen Operators ein Bereich ist.

Es seien 4, B Operatoren; die Gleichheit 4 = B soll bedeuten, dass Q, = 2,
und Ax = Bx fiir jedes x € Q, ist. Hieraus folgt, dass ,Q = pQ ist.
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Der Operator A wird Nulloperator genannt und mit dem Symbol 0 bezeichnet,
wenn fiir jedes x € Q,, Ax = 0ist. Ahnlich wird 4 Einheitsoperator genannt und
mit I bezeichnet, wenn Ix = x fiir jedes x € Q, ist.

Sei A ein Operator, A€ E. Der Operator A4 wird auf Q, durch die Gleichung
(}LA) x = A(Ax) erkldrt. Es ist klar, dass fiir A, 1, € E folgende Behauptungen gelten:
A(A4) = (MA) 4; 1. A = A.

Der Operator (— 1) A wird einfachkeitshalber — A4 bezeichnet. Da im Weiteren
ausschliesslich lineare Operatoren betrachtet werden, wird der Ausdruck ,,Opera-
tor einen linearen Operator bezeichnen.

Es seien A4, B Operatoren, die dasselbe Originalbereich ©, haben. Die Summe
A + Bwird durch (4 + B) x = Ax + Bx auf Q, erklért.

Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass fiir Operatoren A4, B, C, 0, die ein gemein-
sames Originalbereich 2, besitzen, folgende Gleichungen bestehen

A+B=B+A4, (A+B)+C=4+(B+C);
A+0=4, A—A=0;
MA+B)=2A+ B, (A+ uwd =714+ pd, ApeE.

Es sei B auf Qp, A auf Q, erkldrt, wobei sei Q, o 5Q; das Produkt ABsei durch
{AB) x = A(Bx) auf Qp erklrt.

Fiir 2 € E gilt offenbar A(AB) = (AA) B. Wenn A ein Operator, I der auf ,Q er-
klirte Einheitsoperator ist, so gilt I4 = A. Analog, wenn mit I der auf Q, erklérte
Einheitsoperator bezeichnet ist, so gilt AT = A.

Es seien jetzt A, B, C Operatoren; dann gelten folgende offensichtliche Be-
hauptungen:

1. Q< Qp, 32 < Q,= A(BC) = (4B) C.

2.Q,=Qp=c2=(4+B)C= AC + BC.

3. Q5= Q¢ Q42 p+c2, Q.2 52, Q4> Q2= AB + C)= 4B + AC.

Wenn fiir "irgendeinen Operator 4 ,Q = Q, ist, so definiert man die Potenz
A" auf Q, durch A" = A4A"" ', A = A, n = 2,3, ... Offenbar gilt fiir ganze Zahlen
n, m = 1, dass A"A™ = A"*™ ist.

Fiihren wir jetzt den Begriff des inversen Operators ein. Der Operator A =+ 0 soll
schwach regulir heissen, wenn ein auf ,Q erklirter Operator A~ ' existiert, dass
A (Ax) = x fur jedes x € Q ist, d. h. dass A7'4 = I auf Q, ist. Dann gilt fol-
gender Satz:

Satz 33. Wenn A schwach reguldr ist, so gilt
a) A4™' =TI auf ,Q, b) A™* ist linear und schwach reguldr.

Beweis. Es ist leicht einzusehen, dass dann die durch A4 vermittelte Abbildung
von Q, auf ,Q schlicht ist. Wahlt man y e ,Q und bezeichnet man x = 4~ 'y, so
ist y = Ax, woraus y = A(4™'y) folgt; laut Definition ist das gleichbedeutend der
Gleichung 44™' = I auf ,Q, womit a) bewiesen ist. b): wihlt man y;, y, € 2 und
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“1y — BA™ s, E t
bildet man x = A_l(ay 1+ ﬁyz) — aA ,)’1 ﬂA y2 a?ﬂe ’ SO folg aus dGr

Linearitit von A:

Ax = A(A™ May, + By2) — A(@A™y,) — A(BATy,) =
= ay, + By, — 2A(A7y1) = PA(ATy,) = 0.

Hieraus folgt A *Ax = x = 4710 = 0, womit der Satz bewiesen ist. Weiter gilt

Satz 34. Der Oper-ator A ist dann und nur dann schwach reguldr, wenn die Glei-
chung Ax = 0 die einzige Losung x = 0 besitzt.

Der Beweis der Notwendigkeit ist trivial; um die Hinldnglichkeit zu beweisen,
beachte man, dass jede Gleichung Ax = y, y e ,Q eine einzige Losung besitzt.
Wirklich, wenn fiir irgendein x + x, Ax = y wire, so wiirde infolge der Linearitit
von A die Gleichung A(x — X) = 0 bestehen, was mit der Voraussetzung einen
Widerspruch bildet. Ordnet man also jedem ye ,Q die entsprechende Losung
x von Ax = y zu, ist damit auf ,Q ein Operator definiert, der laut Satz 33 linear
" ist, w. z. b. w. »

Der Operator 4 soll auf Q, reguldr heissen, wenn 4 schwach reguldr ist und ,Q =
= 0, ist. Fiir einen solchen Operator 4 folgt dann aus Satz 33, dass 4”4 = 447! =
= I auf Q, gilt, und insbesondere dass die Gleichung Ax = y fiir jedes y € Q, eine
einzige Losung besitzt.

Aus der Tatsache, dass schwach regulire Operatoren schlichte Abbildungen
vermitteln, ergibt sich sofort folgende Behauptung:

Satz 35. Es sei pQ = Q,, A, B seien schwach reguldr; dann ist AB schwach re-
guldr und auf 4Q gilt (AB)™! = B™'47%.

Wir fithren noch die Stetigkeit ein; der Operator A soll im Punkte x, € 2, stetig
heissen, wenn fiir jede Folge x,€Q,, n = 1,2, ..., x, = Xq, 4%, = Ax, gilt.

Aus der Linearitit von 4 folgt unmittelbar, dass dann A in jedem Punkte x € Q,
stetig ist, sodass ein solcher Operator kiirzlich als stetiger bezeichnet wird.

Eine triviale Folgerung der Definition der Stetigkeit stellt folgender Satz dar.

@

Satz 36. Es seien A, B stetig; wenn

a) Q, = Qyist, so ist A + B stetig; b) pQ = Q, ist, so ist AB stetig.
- 'Wir fiihren jetzt die beabsichtigte Operatorenklasse ein.

Es sei ¥ das System aller Operatoren 4, welche auf D, durch die Gleichung
(55) Ax = [Wx]®

erkldrt sind, wo k > O eine ganze Zahl und W(t, 7) € F7 ist.

Es sei y* das System aller Operatoren A, welche auf D, durch die Gl. (55) erklart
sind, wobei k = 0 eine ganze Zahl ist und W(¢, 7) die Ordnung besitzt. Ist — ¢ die
Ordnung von W(t, ), so soll die Zahl k — ¢ die Ordnung des Operators A heissen,
und wird mit r(4) bezeichnet.
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Es ist klar, dass U* = % und dass jeder Operator A e linear ist. (Folgerung
aus Satz 8.)

Jetzt soll bewiesen werden, dass die Ordnung des Operators eindeutig definiert
ist. Der Operator wurde namlich als gewisse Abbildung definiert, woraus allerdings
keineswegs folgt, dass durch A € % die Funktion W(t,7) und die Zahl k eindeutig
bestimmt sind.

- Bemerkung. Man beachte noch folgénde Tatsache: es sei 4 > 0 und die Funk-
tionen o(t), B(t) € F, seien durch

fir 0St<h; P)=-exp

t— —

f) = exp fir t>h

= 0 fir t=h; = 0 fir t<h

definiert. Setzt man W(t, ) = «(t) A(z), so gilt W(t, 7) e F}; definiert man jetzt auf
D, den Operator N € ¥ durch Nx = [Wx], so sieht man leicht ein, dass N = 0 ist,
obwohl W(t,7) = Oist.

Es sei also 4 € Y* durch (55) definiert und es existiere noch die Funktion W(t, 1) e
€ F?, welche die Ordnung — r besitzt, und die ganze Zahl I = 0 derart, dass
(56) Ax = [Wx]?, xeD,
gilt. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit setze man voraus, dass [ 2 k ist. Fiir
jedes x e D, gilt also [Wx]® — [Wx]® = ([Wx] — [Wx]*~P)® = 0, woraus laut
Satz 15 [Wx] — [Wx]*™" = 0 folgt. Aber [Wx]*™P = [Ux], wo U = W falls
k=1list, U = U,_, x Wfalls I > kist. Laut Satz 29 gilt dann, dass U die Ordnung
— g — | + k besitzt. Setzt man zur Abkiirzung V= W — U, so gilt offenbar
VeFZ und [Vx] = O fiir alle x € D,.

Wihlt man jetzt die ganze Zahl n > 0, so bekommt man laut Satz 21:

(57) [ = {(i‘i’)‘ x}(""i_” + [%"; x] —0.,

i=o |\ ot'

. e et s "
Setzt man in (57) x = 0p, T = 0 ein, so ist die Distribution v = [5}7‘1{ 5T] laut
Satz 22 reguldr, und es ergibt sich

n-1 alV sk
58 — LopTimD =0.
&8 ‘§° {<at!) }rsr ! e
a'v

*
Aus der Gl. (58) mit Hilfe des Satzes 18 folgt jedoch, dass {(W) ){ = 0 fiir
t t=T

i=0,1,...,n — 1ist. Da n sowie T beliebig gewihlt wurde, so folgt hieraus, dass
14 *

V*¥*=0, (%——Z) = 0 fiir jedes ganze p gilt. Das bedeutet, dass die Ordnungen von
t )

W und U gleich sind, d. h. dass —r = — g — I + k ist, sodass | —r =k — g

gilt, womit die Behauptung bewiesen ist.
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Jetzt gilt '

Satz 37. Der Operator A sei auf Dy durch die Gleichung
(59) Ax = ax™ + a,_x"D + ...+ apx + [Wx]
erklart, wo nz0; W(t,7)e F2; aft)eFy; i=0,1,..,n ist; dann gilt AeY.
Wenn iiberdies a,(f) = 0 in {0, ) ist, so gilt A€ U* und r(4) = n.

Ausserdem gilt: Wenn A e 9 ist, so kann A durch die Gl. (59) definiert werden;
falls A € U* und r(A) = n = 0 ist, so gilt a,(f) # 0 in 0, ).

Beweis. Es gelte also (59). Schreibt man jedes Glied a;x'” in der Form laut
Lemma 2, so bekommt man

(60) Ax = (3,0)™ + (bye 1) + (br2x)"™P + .. + box + [Wx],

wo b; lineare Kombinationen in den a; und ihren Ableitungen sind, sodass b, e F,
gilt. Laut Satz 15 kann man schreiben

Ax = {(a,,x)(—l) + (bn—1x)(—2) 4o+ (box)(-n—i) + [Wx](—n~1)}(n+1) =
— [Wx](n+ v
wo ,
(61) W(t, 1) = Uyt 7) a)(t) + Uyt ©) baes(z) + .o + Upis(t, 7) bo(7) +
+ (Upsqr x W), 7)
gesetzt wurde. (Die Uy(t, 7) sind durch die G1. (19) definiert.) Offenbar gilt W(z, t) e
€ F?, womit die erste Behauptung des Satzes bewiesen ist.

Es sei jetzt a,(f).# 0 in <0, o). Es ist klar, dass dann W(t, 7) die Ordnung —1
besitzt, da U; =1, Uy =0 fiir k=2,3,... und (U,4y x W)* = 0 ist, so dass
W* = a,(f) + 0in <0, ) gilt. Folglich besitzt der Operator [ Wx]"**’ die Ordnung
n, womit der zweite Teil der ersten Behauptung des Satzes bewiesen ist.

Es sei nun 4 € %, Ax = [Wx]®, W(£, 7) € F2. Laut Satz 21 gilt dann

(62) e =Y {("’_i’f)*x}(k—i_n + [Qk-v-‘f x].

i=o |\ orf o
Falls die Funktion W(t, 7) die Ordnung — ¢ besitzt, wobei r(d) =k — g =n 20

. i 2w\ * k-9
ist, so beginnt die Entwicklung (62) mit dem Glied {(—3—1{_—?> x} =

941w\ * q—1 *
= — | x® +...,s0dass fiir den Koeffizienten a, in G1.(59) a, = =W + 0
6tq ! : at‘l_ 1

in <0, oo) gilt, womit die zweite Behauptung bewiesen ist. Weiter gilt folgender Satz:

Satz 38. a) Es sei 4, BeY; dann gilt A + Be . b) Es sei A, BeU*, r(4) +
+ r(B); dann gilt A + BeU*, (4 + B) = max [r(4), r(B)].

Beweis. a) ist trivial und deshalb beweisen wir b). Es sei r(4) = ny, r(B) = n,
und n; > n,. Aus der Uberlegung, die bei dem Beweise der Unizitit der Operator-
ordnung durchgefiihrt wurde, folgt, dass Funktionen W,(t, 1), W,(t, 1) € F}, welche
die Ordnung — ry, bzw. — r, besitzen, und die ganze Zahl k = 0 derart existieren,
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dass Ax = [W,x]®, Bx = [Wx]® gilt. Bs ist also k —ry =ny, k— 1y =ny,
so dass n, — n, = r, — r, > 0 gilt. Nach Definition der Summe von Operatoren

ergibt sich
(4 + B)x = ([Wix] + [Wax])® = [(W, + W) x]®.

Laut Satz 28 besitzt W; + W, die Ordnung max [~ ry, —ry],sodass 4 + Be UY*
ist. Weiter gilt

r(A+ B) =k + max[— ry, = ry] = max [k — r, k — r;] = max [ny, n,],
wbmit Satz 38 bewiesen ist. Jetzt sei folgender Hilfsatz angefiihrt:

Satz 39. Es sei W(t,7)e F}, k 2 0 eine ganze Zahl; dann existiert W(t, <) e F}
derart, dass fiir jedes fe D,
© (w1 = [Ar®]

gilt, und umgekehrt.
Wenn iiberdies W(t, ©) die Ordnung — r besitzt, so besitzt auch W(t, t) die Ord-

nung — r, und umgekehrt.
Beweis: Es habe W(t, 7)€ F? die Ordnung — r; laut Satz 21 gilt
k-1 aiW *® (k=i=1) akW
64 wfl® = — +|—f.
(69 -5, (%) 7} Y

Betrachten wir zuerst den Fall k = . Dann kann man die GlI. (64) in der Form
k
(65) [Wf](k) = @ S + ak*—r—lf(k—r—l) + ...+ aof + [%t—kuff]

tw

schreiben, wo a,_, = (F

*
) # 0 in €0, c0) ist, und wo die anderen a; Kombi-

14
nationen von

*
6:/:,) und ihren Ableitungen sind. Aus (65) folgt, dass [Wf]® =

= [Wf®] gilt, wo
(660) W(t7) = @) ULt 7) + Ghmpms(f) Upas(t,7) + -0 + ao(t) Uyt 7) +
+ (?_a"_}"j % U,,) (t, %)

gesetzt wurde. Offenbar gilt W(t, 7) € F. Man sieht leicht ein, dass W(t, 7) die Ord-

. . . at [o*w * .
nung — r besitzt. Wirklich, vor Allem ist klar, dass 5——1 —5?‘— x U, = 0 fiir
T
. . . . W\ *
i=0,1,...,r — 1ist. Hieraus folgt mit Hilfe von (66), dass W* = 0, (—5—;) =0
T

r~-1

A7\ *
firi=1,2,...,r —2 und (2\,_—‘:—/) = a,-,(t) #+ 0 in <0, o) gilt. Laut Satz 27
T

gilt dann, dass W(t, 7) die Ordnung — r besitzt, w. z. b. w.
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Betrachten wir jetzt den Fall k < r. Die Gl. (65) lautet dann

o[- [+ )]

k

Da offensichtlich %:TV die Ordnung — r + k besitzt, so besitzt W(t,1) =

k
<%?k— ps Uk> (t, 7) laut Satz 29 die Ordnung — r, womit die direkte Behauptungv
des Satzes bewiesen ist. (Man beachte, dass durch den eben durchgefiihrten Beweis
gleichzeitig die schwichere Behauptung des Satzes, d. h. wenn die Ordnungs-
existenz nicht vorausgesetzt wird, bewiesen wurde.) ‘

Der Beweis der umgekehrten Behauptung ist ganz analog, es geniigt nur von den
Satzen 20 und 37 Gebrauch zu machen, und deshalb wird er fortgelassen.

Als einfache Folgerung des eben bewiesenen Satzes erscheint

Satz 40. Es seien A, Be Y; dann gilt ABe Y. Wenn A, B e U* ist, so gilt ABe 2(* ‘
und r(AB) = r(4) + r(B). |

Beweis. Es sei Ax = [Wyx]®™), Bx = [W,x]*> und W,(t, 7), Wy(t, 7) habe die
Ordnung — 1y, bzw.' —r,, sodass r(4) = ky — ry, r(B) = k, — r, gilt. Nach der
Definition des Operatorenproduktes gilt (4B) x = [W,[ W,x]*»]*0, Laut Satz 39
existiert W;(t, 7) von der Ordnung- — r; derart, dass

(4B) x = [W[W,x]]“** = [(W; x W) x]®+*H

gilt. Nach Satz 29 besitzt Wy, x W, die Ordnung — r, — r,; es gilt also ABe U*
und r(AB) = kl + kz - 7‘1 - rz = T(A) + T(B), w. Z. b- w.

Aus den Sitzen 30 und 24 ergibt sich unmittelbar:

Satz 41. Es sei A e U*, feDY; dann gilt Af e DY und r(Af) = r(4) + r(f).

Eine einfache Folgerung des Satzes 8 ist

Satz 42. Jeder Operator A € Y ist stetig.

Beweisen wir jetzt folgenden wichtigen Satz:

Satz 43. Jeder Operator A€ U* ist reguldr auf D,; ausserdem gilt A™" € U*
r(4™") = — r(A4).

Beweis. Bs sei Ax = [Wx]®, k 20 und W(t, 1) besitze die Ordnung — g,
so dass r(4) = k — g ist. Laut Satz 21 gilt

-1 * 4 q—1 *
[W]® = (_"_____’K> x4 [Q_W_ x} wo a(f) = <?i.,__.‘il’> +0 in <0, 00) ist.

ot ot ot
Bezeichnet man zur Abkiirzung
q
W(t,’f) - lij W(t T)’
a(t) ot

s0 bekommt man [Wx]? = a(x + [Wx]).
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Es seien jetzt die Operatoren A,, A, auf D, durch
(67) Ax = x*"9 0 Ayx = a(x + [Wx])

definiert. Offenbar gilt 4,4, = A.
Bilden wir nun die fiir ¢, 7 = 0 stetige Funktion H(?, 7), die der Gleichung

(68) H+W+HxW=0
geniigt. Laut Satz 31 H(t, ) existiert, ist H(z, 7) € F}, und iiberdies gilt
(69) H+W+WxH=0,

Wir definieren weiter auf D, die Operatoren By, B, durch die Gleichungen
(70) Bix = Lx + [:H <_1_ x)jl , Byx = x40
a a

und betrachten den Operator B = B, B,, d. h.

(71) .m=1ﬂr”+P%}ﬂrﬂ]
a a

Es ist ersichtlich, dass B € U* ist. In der Tat, laut Satz 37 gilt B, € %*, r(B,) = 0,
und offenbar auch B, € U*, r(B,) = g — k; nach Satz 40 gilt dann, dass B = BB, e
e U* und T(B) = P(BI) + T'(Bz) =q - k= — r(A) ist.

Weiter bekommt man

(B14s) x = By(4,x) = 21; a(x + [Wx]) + [H % a(x + [Wx])] =

=x+[(W+H+Hx W)x] =x,

so dass auf D, die Gleichung By4, = I gilt. Da offenbar B,4; = 4,B, = I auf
D, ist, so ergibt sich BA = (B,B,)(4,4,) = B,(B,A4;) A, = ByA4, = I. Der Ope-
rator A ist also schwach regulir.

Analog bekommt man

e sieefoe (] [o 0 )
=x+a[(H+W+ W x H)Gx)]—_-x,

d. h. dass 4,B; = I auf D gilt. Schliesslich gilt auf D,:
AB = (AIAZ)(BIBZ) = Ai(AzB‘) Bz = AIBZ = I.
Infolgedessen ist A regulir, d. h.dass ,2 =D, B=A"'und 474 = 44~ =
auf D, gilt, womit der Satz bewiesen ist. ,

Bemerkung. Man beachte, dass durch den eben bewiesenen Satz bzw. durch die
Gl (71) und durch Satz 31 eine Vorschrift gegeben ist, die in konkreten Fillen
ermdglicht, den inversen Operator zu ermitteln. Insbesondere ist die Tatsache von
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Bedeutung, dass die Funktion H(2, 7) durch einen Iterationsprozess feststellbar ist
(vergl mit Gl (48)) so dass das Rechnungsverfahren den Rechenautomaten ange-
passt werden kann.

Fiihren wir jetzt ein einfaches Beispiel an! Der Operator 4 sei auf D, durch die
Gleichung Ax = x + [Wx] erkldrt, wo W(z, 7) = a(t) b(z); a(t), b(t) e F, ist. Offenbar
ist A € Y*. Man soll A7 feststellen.

Laut Gl (71) gilt A™'x = x + [Hx], wo laut Satz 31 H = Z(_ 1) W** st,

=1
Setzt man &(r) = a(f) b(f) und bezeichnet man mit &~ (r) 1rgende1ne prnmtlve
Funktion zu @(f), so sieht man leicht ein, dass _ ,
) w9y = 2 @y - o, wmn2

gilt. Aus (72) folgt also H(t, 7) = — a(t) b(z) exp (8 (z) — &71(#)), so dass mit
Hilfe von Satz 19 fiir

(73) A7l = x — ae™® 7V (be® TV )"V

gilt. v .
Es sei jetzt noch eine Methode der Ermittlung von A~* angefiihrt, welche rechne-

risch einfacher ist jedoch stirkere Voraussetzungen iiber W(t, ) erfordert.
Es sei 4 € ¥*, Ax = [Wx]®. Der Operator A erfiillt die Bedingung B heisst, dass

1. W(t, 7) entartet ist, d. h. dass W(t, 7) = Z af1) br), aft), bi(t) F, ist,

i=1

2. die Wronski'sche Determinante w(f) der Funktionen a{f), i =1,2,...,7
iiberall in (0, c0) von Null verschieden ist.

Zu der Konstruktion werden zwei folgende Lemmas erforderlich:

Lemma 4. Wenn die Wronski’sche Determinante w(t) der Funktionen a (t)b
i=1,2,..,r in €0, oo) von Null verschieden ist, so existieren Funktionen
aft)eFy, i=0,1,...,r — 1 derart, dass jede Funktion aft), i =1,2,...,r im.
Intervall <0, o) die Losung (im klassischen Sinne) der Gleichung
(74) 4+ “r—xé(r_n + 0 8D 4+l =0
darstellt. .

Lemma 5. Wenn der Operator A die Bedingung B erfiillt und 'die Funktion
W(t, ©) die Ordnung — q besitzt, so gilt ¢ < r.

Der Beweis des Lemmas 4 ist offensichtlich; es geniigt nur, die Determinante
(r + 1)-er Ordnung, deren k-te Reihe a7V, a% ™, ..., a®™D, £*E~1 g, zu bilden
und diese gleich Null zu setzen.

Um Lemnia 5 zu beweisen, setze man voraus, dass g > r ist, d. h. dass im Inter- .

vall <0, o)

* q—1 *
W* =0, ﬂ—y =0 fir k=1,2,...,9 — 2, @__W *+ 0
\ ot* ot
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gilt. Das bedeutet jedoch, dass im Intervall <0, oo)

o) -iﬂWQMQEO,k=OJVWr—1

gilt. Laut Voraussetzung B folgt aus (75), dass im Intervall <0, c0) bft) =0, i =
=1,2,...,r gilt, so dass dort auch (%;7;1_—?7)* = 0 ist, was einen Widerspruch gibt.
Jetzt kann folgender Satz ausgesprochen werden:

Satz 44. Wenn der Operator A € U* die Bedingung B erfiillt, so kann A™* durch
die Ldsung einer linearen Differentialgleichung festgestellt werden.

Satz 44 wird durch die Konstruktion des entsprechenden Operators 4~ ' bewiesen.
Es sei also Ax = [Wx]® =y, wo W(t, 1) die Ordnung — g besitzt, und es sei
u = y("®_ Dann gilt [Wx] = u. Deriviert man diese Gleichung einmal, bis 7-mal,
so bekommt man laut Satz 21 folgendes System:

ow

a6 (W] = u., [y :l.=u’. — e,

r ) r—1’ i * (r—i—-1)
I:an =u®” -y ?—II—-V x .
ot i=o (\ ot'
Fiir jedes ganze k = 1 gilt jedoch nach Satz 19
k
|55 =] = (BP0 = 5, o=,

* Multipliziert man jetzt nach- Lemma 4 die i-te Gleichung des Systems (76) mit
o;_, firi =1,2,..., r und addiert man sie mit der letzten, so bekommt man

r—1

(77) 0=y au® + u® Zp<°
i=0

w

wo laut Lemma 5 r — g = 0 ist, ﬂ"“=<a4 1) # 0 im <0, c0) ist und die an-
t .

k *
deren f; bilineare Formen in o, <%tvkz> und ihren Ableitungen darstellen. Lost

man jetzt (77) mit Hilfe von Satz 32 nach x auf, und macht von Satz 20 bzw. 17
Gebrauch, ist damit 4! festgestellt.

_Es sei bemerkt, dass die Bedeutung des eben angegebenen Verfahrens darin be-
steht, dass es eine Anzahl von Methoden gibt, welche gewohnliche Differential-
gleichungen mit Hilfe von Analogen-Rechenmaschienen zu 16sen gestatten.

Widmen wir jetzt einige Zeilen einer Unterklasse von 2U*, deren Elemente in An~
wendungen gewOhnlich als ,,Heaviside’sche Operatoren* bezeichnet werden.
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Es sei R das System aller Operatoren D,, die auf D, durch die Gleichung
(78) Dyx = ax™ + a,_ x" Y 4+ ..+ apx

erklirt sind, wobei n = 0 und a;, i = 0, 1, ..., n reelle Zahlen sind, welche nicht
alle verschwinden. Offenbar gilt ® = Y*. Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass fol-
gende Behauptung besteht: Wenn D,, Dy e R ist, so gilt 1. D, + Dy e R, falls D, +
+ Dy % Oist,2. D,D,e®R, 3. D,Dg = DyD,.

Fiihren wir folgende Bezeichnung ein: A4 ist ein Heaviside’scher Operator heisst,
dass Operatoren D,, Dge®R derart existieren, dass 4 = D, 1D,, gilt. Das System
aller solchen Operatoren sei mit §) bezeichnet.

Offenbar gilt § < UY*. Aus der Tatsache, dass das Produkt von Operatoren aus
R kommutativ ist, ergibt sich dann leicht mit Hilfe von Satz 35 folgende Behauptung:

Satz 45. Es sei A,Be ; danngilt 1. A + Be§ falls A + B + 0 ist, 2. ABe ),
3.47€§, 4. AB = BA.

Infolgedessen, dass die Heavisidesche Operatoren nach ihrem Produkte kommu-
tativ sind, kann man sie formal wie rationale Funktionen des Operators D (Dx = X/,
x € D,) behandeln. Insbesondere bleibt hier der Satz iiber die Partialbruchzerlegung
in Giiltigkeit, was die Ermittlung des inversen Operators erleichtert. Das sind jedoch
allgemeinbekannte Tatsachen und deshalb werden wir nicht niher auf sie eingehen.
(Vergl. [3], S. 157.)

‘Deuten wir jetzt in Kiirze die Anwendung von Operatoren aus U zur Losung von
Systemen der gewohnlichen Integro-differentialgleichungen an!

Es sei D, das System aller r-dimensionalen Vektoren, deren Elemente Distribu-
tionen aus D, sind. Es seien weiter A(f), i =0, 1,..., n Quadratmatrizen r-ter
Ordnung, deren Elemente zu F; gehdren, und es sei W(t, 1) eine Quadratmatrix r-ter
Ordnung, deren Elemente zu F gehoren. Endlich seien ¢;, i = 0, 1, ..., n — 1 reelle
r-dimensionale Zahlenvektoren.

Wenn f € D, ist, dann soll der Vektor x die Losung von
n t
(79) > A0 + [ W x0 ar =1
. i=0 0
bei den Anfangsbedingungen co, €1, - -, C,—1 heissen, wenn

x € D,, und die Gleichung
n i—1 .
(19) Y A — T e 0) + [ = f
: i=0 =0

-1
erfiillt ist. (Hier wird . ... = 0 gesetzt, die Bedeutung aller anderen Symbole ist
' k=0

gewiss klar.)
- Es sei begriindet, warum die Losung von (78) gerade in dieser Weise definiert
wurde. Es gilt ndmlich folgender Satz
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Satz 46. Wenn f einen Vektor, deren Elemente in {0, oo) stetige reelle Funktionen
sind, darstellt, dann jede klassische Losung x(t) von (78), definiert als Nullvek-
tor fiir t < 0, ist gleichzeitig die distributive Losung von (78) bei denselben Anf-
nagsbedingungen.

Beweis. Wie bekannt, der Vektor x(z) heisst klassische Losung von (78), wenn
x() im Intervall <0, c0) stetige n-te Ableitung besitzt, die Gleichung (78) in jedem
Punkte t € €0, o) erfiillt ist und iiberdies x?(0) = ¢;, i = 0,1, ..., n — 1 gilt.

Es sei also x(t) die klassische Losung von (78) und fiihren wir bestimmtheitshalber
folgende Bezeichnung ein: es sei )

x=x(f) fir t20; x4 =xP0)firt20; Ff=f(¢)firt20,
= firt<O, =0 fir t<O0; =0 firt<O.
Laut (78) gilt dann fiir jedes :

(80) 5 A(0) e + 4o% + f 0 W(t, <) 5(x) dz = 7.

Da die Vektoren X, x;), f lokal integrabel sind und fiir # < 0 verschwinden, so
gilt X, X(;), f € D,, und weil die Gl. (80) in jedem Punkte erfiillt ist, kann sie im di-
stributiven Sinne aufgefasst werden. Laut Satz 7 kann man schreiben

Fiir die distributiven Ableitungen von X gilt jedoch (vergl. [1])

(82) X =8 + €,8§7P + oL+ iy + Xy, P=1,2,..,m.

Setzt man aus (82) fiir X; in (81) ein, so bekommt man Gl. (79), womit der Satz
bewiesen ist.

Um weitere Uberlegungen zu vereinfachen, beachte man, dass vorausgesetzt
werden kann, dass die Glieder 4,¢,6§*~ schon in dem’ Vektor f enthalten sind,
so dass laut Satz 37 die Gleichung (79) in einfacher Form
(83) : Ax = f
geschrieben werden kann, wo A eine Quadratmatrix .r-ter Ordnung bezeichnet,
deren Elemente zum Systeme U gehdren.

Um die Frage der Existenz und Unizitit der Losung von (83) beantworten zu
koénnen, sei folgende Bezeichnung eingefiihrt:

Es sei A eine Quadratmatrix g-ter Ordnung, deren Elemente zu U gehéren; ,,die
Matrix A4 besitzt die Reduktion 4% bedeutet, dass folgende Bedingungen erfiillt
sind:

_ 1. Es existiert eine solche Permutation von Splaten und eine solche Permutation
von Reihen der Matrix A4, dass in der so entstandenen Matrix A das Element qu zu
A* gehort,
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2. wenn g > 1 ist, dann enthélt die durch
(84) 4D = [4D] = [Ay - A dgld,], 15k —1

19°"qq
gebildete Matrix (r — 1)-ter Ordnung mindestens ein Element, das zu 2* gehort.
Die Quadratmatrix 4 r-ter Ordnung soll reduzibel heissen, wenn eine Matrizen-
folge AM, 4@ ..., A®™D existiert, dass jede A eine Reduktion von A“ 2
i=23..,r— 1 und A® eine Reduktion von A darstellt.
Offenbar 1st jede Matrix A? von r — i-ter Ordnung. Jetzt gilt folgender einfache -
Satz

Satz 47. Es sei A eine Quadratmatrix r-ter Ordnung, die reduzibel ist, feD,;
dann existiert eine einzige Lisung x € D, der Gleichung Ax = f. '

Beweis. Bs sei p eine ganze Zahl, 1 £ p < r — 2, und es sei AP = [B a) 1S
< i,k £v =r — p. Laut der Voraussetzung ist B,, reguldr, sodass B ' existiert.
Bildet man die Systeme
(85) Byyzy + Bz, + ...+ Bz, =gi, i=12,...,v, g;,eDy,
(86) ,  (Biy — ByB,'B,)) z; + (Biz — BivB\T"lez) Zy + .+

¥ (Bi,v-—l - 'Biv,B;;lBy,v—l) Zy—-1 =4gi — Biva_vlgv , i=1, 2,..,v—1,

so ist klar, dass die Matrix des Systems (86) gerade A%**) jst. Man iiberzeugt sich
jetzt leicht, dass folgende Behauptung richtig ist:

Wenn das System zy, z,, ..., z,~; € D; die einzige Losung von (86) darstellt, so
existiert z, € D derart, dass das System zy, z,, ..., Z,~y, z, di¢ einzige Losung von
(85) ist, und umgekehrt.

Hieraus folgt, dass bei passender Nummerierung der Elemente des Vektors x die
Gleichung Ax = f dem Systeme

(87) X, = Cr,r—lxr—l + C'r,r--2xr—-2 + ...+ Crlxl + h,. ’
x,,_l“ = C,_l,,._zx,_z + ...+ Cr..l,lx]_ ~+ h,._.l N

x2 = . Cz'lxl + hzv,

x1 = hl .

dquivalent ist, womit der Satz 47 bewiesen ist.
Aus dem eben durchgefiihrten Beweise ergibt sich mit Hilfe von Satz 42 unmittelbar
folgende Behauptung:

Satz 48. Es sei A reduzibel; wenn fkeD,, k=1,2,... und f, - f ist, dann gilt
X = X, WO Xy, X die Losung von Ax, = f bzw. von Ax = f darstellt.

Da jede Distribution als Grenze einer Folge von unbeschrinkt differenzierbaren
Funktionen darstellbar ist, so folgt aus den Sitzen 46 und 48, dass die distributive
Ldsung von (78) als die Grenze einer Folge der klassischen Losungen von Gleichung
mit denselben Koeffizienten und denselben Anfangsbedingungen aufgefasst werden
darf.
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Vytah
0 JEDNE TRIDE LINEARNICH OPERATORU

VAcrLAv DOLEZAL, Praha

Clanek je vénovan vySetieni vlastnosti jisté tfidy lineArnich operétord, definova-
nych na systému D, distribuci rovnych nule na intervalu (— o, 0).

V prvni &4sti je zaveden rovnicemi (3) a (4) sou&in [Wf] distribuce feDja hladké
funkce W dvou promé&nnych, ktery se jevi zobecnénim uritého integralu, jeho¥
jadro je W; jsou dokazAany n&které pomocné véty o vlastnostech soudinu [ Wf ], které
si v§imaji zejména jeho spojitosti, distributivnosti a asociativnosti.

Ve druhé &asti jsou zavedeny operatory tfidy U jako zobrazeni 4 systému D,
do sebe, kterd jsou zprostfedkovana rovnici Ax = [Wx]®, k = 0 celé, xeDy;
tfida Y* = Y je pak zavedena jako systém viech t&ch operdtori A4, pro n&Z pfisluini
W spliiuji jistou podminku, pfiemZ pro kazdé A € Y* je definovan fad. Poté jsou
dokazany véty o zdkladnich vlastnostech operitordt z U resp. z U* a jejich fadech,
a zejména pak véta o tom, %e ke ka¥dému A € U* existuje inversni operator 4! e A*,
Pfitom jsou uvedeny dva zplsoby konstrukce 4™, hodici se pro poéitaci stroje.

Zéavérem je poukdzéno na uZiti odvozenych vysledkd k fefeni soustav integro-
diferencidlnich rovnic (78) s hladkymi koeficienty.

Pesome
OB OJHOM KIJIACCE JIMHEMHBIX OIIEPATOPOB

Baunae Honexan (Vaclav Dolezal), Ilpara

CraThsl OCBSIIAETCS HCCIICIOBAHUIO CBOMCTB ONHOIO Kijlacca JIMHEHHBIX onepa-
TOPOB, ONpeeJICHHBIX Ha cucreMe D, 06061ueHHbIX QYHKIUHA, PaBHBIX HYJIIO B UH-
TepBaje (— oo, 0).
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B nepmoit wacte mpm momomm ypapeeEWt (3) m (4) BBOOHTCS NpPOM3BEICHHE
[Wf] o6obmennoit dyrxmpmm fe D, m rmamkoit ¢yExmum W nByX HEpeMeHHEBIX,
ABJISAIOIeecs 0600IIEeHneM OMpeNeIeHHOTO MHTErpaia, AIPOM KOTOPOro ABJISETCA
W, moxassIBaloTCsl HEKOTOPEIE BCIOMOIATENbHBIE TEOPEMBI O CBOMCTBAX IPOU3BE/IE-
HusA [ Wf], B KOTOPEIX HCCIEOYIOTCS TJIABHBIM 00pa30oM €ro HeNpepHIBHOCTh, pac-
OpeleNdTebHOe M COIeTATENbHOE CBOMCTRA.

Bo BTOpOIt YacTH BBOAATCA omeparopsl knacca Y kax orobpaxenus A CHCTEMEI
D, no cebs, samammsie ypapmermem Ax = [Wx]®, k = 0 — menoe, x € D,; xmacc
U* = Y Torma BBOAATCA KAK CHCTEMA BCEX TEX OLNEPATOPOB A, NIt KOTOPHIX COOT-
BETCTBYIOLOEE I BENIOMHSIOT OMpeNENeHHOE YCIOBYE, IpHIeM i kaxaoro 4 € U*
ompepensercs mopsmok. Jlajee TOKA3IBAIOTCSA TEOpPeMbI 06 OCHOBHBIX CBOMCTBAX
onepatopos u3 A, coots. u3 A*, u 06 UX MOPAAKAX, B OCOOCHHOCTH TEOPEMA O TOM,
yro pus kaxmoro A4 e U* cymecryer obpaTHbli omepatop A4~ 'e U*. Ilpurom
UpHBOJATCA HBa CIocoba HOCTPOCHHS A~ mpuromEsle NI BBIMACIHTETBHbIX
MaIlH.

B zaxmroyeHMe IOKA3aHO IpHMEHEHHE IOJIyYEHHBIX Ppe3ylbTaTOB K. PEINeHHI0
crcteM mETErpoarddepeHmaTbHbX ypaBaeHnit (78) ¢ ruanxumu koabduuenTama.
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