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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 86 (1961), Praha 

ÚLOHY A PROBLÉMY 

3. Nech je dané kladné číslo A a číslo a, 0 < a < 1. Rozhodníte, čiplatia pre kaž
dé x e (0; 1> nerovnosti 

A rr (\ 1 1\ 1 
< X + J K . - Í - + - + . . . + - ) < 2(1 + n)í+* \2 3 nj 2(n + l) 

[1 1 11 / l i 

- H h ... + - je celá časť z (- -i h 
2 3 nj V2 3 

1 > 
+ ... 

nJ Ivan Singer, Praha 

4. Nech pre fc prirodzené značí Ek fc-rozmerný eukleidovský priestor, Lk fc-roz-
mernú (vonkajšiu) Lebesgueovu mieru. Nech sú fc, n prirodzené čísla, fc <£ n. Nech 
A je systém fc-rozmerných lineárnych podpriestorov En. Pre _4 c £n položme 

<5fe(A) = sup Lk(A n JB) . 
BeA 

Nech je B systém všetkých gúl, C systém všetkých kvádrov v En. Pre AI c En, g > 0 
položme ďalej 

Ffe(A, 6) = inf £ í ^ , ) * , G*(A, e) = inf £ ^(B,)*, 
i = l i = l 

Hk(A, e) = inf f ^(A() , K.L4, e) = inf £ , 5 ^ ) , 
i = l i^i 

00 

kde infimum počítáme cezvšetky {~4ř}£Li, LM£ 3,4, Ař- e B, 5t(A^) < e, resp. všetky 
Í = I 

{Bi}?~i> U ̂  3 A, Bř e C, á^Bj) < e. Napokon 
i = l 

Fk(A) = lim Fk(A, e) , G,L4) = lim Gk(A, s) , 
e-+0 + e-+0 + 

Hk(A) = lim Ht(A, e) , Kk(A) = lim Kk(A, s) . 
e->0 + e->-0 + 

Rozhodnite, či platí Fk = Gk, Hk = Kfe. 
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Poznámka. Položme Vk = <5fc(K), kde K je gula o priemere 1. Je známe, že VkFk = Hk 

(ífmusdorjf: Dimension und ausseres Mass, Math. Ann. 79, 157—179). Rovnako je známe, že 
H (A) = Kt(A) při niektoré meratemé množiny (Kolmogórov: Beitráge zur Masstheorie. Math. 
Artn. 107, 351—366). " 

Beloslav Riečan, Bratislava 

5, Do daného trojúhelníka umístěte tři shodné kruhy, které se nepřekrývají a kte
ré mají majumáW obsah. 

Josef Holubář, Praha 

ní úlohy c. 4 (autor J. Sedláček) z č. 4, roč. 85 (1960). Zobrazení fk je skutečně 
identické, jak plyne z této úvahy: 

K zobrazení / existuje zřejmě inversní zobrazení <p definované tak, že buď <p(x) = 
= 2x, nebo cp(x) = 2n + 1 — 2x, podle toho, která z těchto hodnot je menší nebo 
rovna n a tedy patří do množiny N. (Je to zřejmě vždy právě jedna.) Dokážeme nyní 
indukcí, že složené zobrazení <pr(x) lze vyjádřit ve tvaru 

(1) (f>r(x) = I2rx - p(2n + 1)|, 

kde p je celé číslo. První indukční krok jsme již provedli, neboť pro r = 1 lze zob
razení q>r psát v tomto tvaru, kde p je buď 0, nebo 1. Nechť 

:qr-x{x) = |2 r-1x - p(2n + 1)| . 
Nyní buď 

<pr(x) = 2<pr~x(x) = \2rx - 2p(2n + 1)|, 
nebo, 

fr(x) = 2M + 1 - 2<p/~*(x) = 2n + 1 - |2rx - 2p(2n + 1)| = a . 

Je-li 2rx - 2$2n -f- 1) ^ 0, pak a = (2p + l)(2n + 1) - 2rx, je-li 2rx - 2p(2n + 
+ 1) < 0, pak a = 2rx - (2j> - 1')(2TI + 1). Je-li p celé číslo, jsou i 2p, 2p - 1, 
2jp -f 1 celá čísla. Tím je indukce provedena. 

Snadno nahlédneme, že číslo p ve vyjádření (1) je. určeno jednoznačně. Nechť nyní 
píro nějaké k platí/^t) = 1; tedy i <pk(l) = 1 . Znamená to, že existuje p tak, že 
|2* — p(2n + 1)| = L Znásobme tuto rovnost libovolným číslem x z množiny N; 
dostáváme |2*x — px(2n + 1)| = x. Protože x ^ n, je výraz na levé straně menší 
nebo roven n. Je-li p celé číslo, je i px celé číslo. Je tedy výraz na levé straně roven 
qř(x) a platí <pk(x) = x pro každé x e N. Je tedy zobrazení cpk identické a zobrazení 
k němu Inversní fk je také identické. Tím je problém rozřešen. 

, Bohdan Zelinka, Liberec 

Poznámka redakce. Jiné řešení téže úlohy podal Bohuslav Misek, Honice. 
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