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časopls pro pěstovánf matematíky, roč. 105 (1980), Praha 

НЕКОТОРЫЕ ДИОФАНТОВЫ УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕЙ СТЕПЕНИ 

И. И. МИХАЙЛОВ, Иваново 

(Поступило в редакцию 10/1Х. 1977 г.) 

Рассмотрим уравнение 

(1) хъ + уъ + 2Ъ + 2*3 = 0 

в целых числах, таких, что (х, у, 2,1) = 1. 
Ясно, что среди трех чисел х, у, г два — одинаковой чётности. Пусть для 

определенности таковыми являются числа х и у. Положим х = а + Ъ, у = 
= а — Ъ, где а,Ь — целые числа. В результате подстановки уравнение (1) 
примет вид: 

(2) 2аъ + 6аЬ2 + _т3 + 2*3 = 0. 

Пусть в (2) I = —а, тогда г3 = — 6аЪ2, откуда ясно, что г = 6с (с — целое), 
после чего имеем: 36с3 = — аЪ2. Потребуем, чтобы в дальнейшем (а, Ь) = 1, 
так как в противном случае (х, у, г, I) ф 1. Пусть а = тиъ, Ъ = «у3 (и, V — це
лые, причем (и, V) = 1, т, п — натуральные, причем (т, п) = 1, и, кроме того, 
(т, V) = 1, (п, и) = 1). Тогда с = —м2, тп2 = 36. Для натуральных тип, 
таких, что (т, п) = 1, имеем, как легко видеть, четыре возможности: (т, п) = 
= (1, 6), (4, 3), (9, 2), (36, 1). Соответственно получаем четыре тождества: 

(3) (36м3 + V3)3 + (36и3 - V3)3 + (-6т2)ъ + 2(-36и3)3 = 0(, 

где (2, V) = 1,(и,») = 1,(3,1?) = 1, 

(4) (9к3 + 21;3)3 + (9и3 - 2VЪ)Ъ + (-бш;2)3 + 2(-9и 3 ) 3 = 0, 

где (3, V) = 1, (2, и) = 1, (и, V) = 1, 

(5) (4и3 + 31;3)3 + (4м3 - 3|;3)3 + (-6ш?2)3 + 2(-4н 3 ) 3 = 0, 

где (2, V) = 1, (3, и) = 1, (и, V) = 1, 

(6) (и3 + 6и3)3 + (и3 - 6и3)3 + (-6ш>2)3 + 2(-и 3 ) 3 = 0, 

где (2, и) = 1, (и, V) = 1, (3, и) = 1. 
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Тождества (3) —(6) легко объединяются в одно: 

(А2и3 + ВV3)3 + (А2и3 - ВV3)3 + (-бш;2)3 + 2(-А2и3)3 = О, 

где (А, В) = (6, 1), (3, 2), (2, 3), (1, 6), или, что то же, АВ = 6 (А, В - целые), 
(А,р)= 1, (В,и) = 1,(11,1,)= 1. 

Отметим попутно, что тождество (5) получено также в работе [1]. При и = 1 
тождество (6) дает известное представление числа 2 в виде суммы трех кубов 
целых чисел [2], стр. 37. 

Каждое из тождеств (3) —(6) при выполнении соответствующих условий 
описывает своё множество решений уравнения (1) в целых числах, непересекаю
щееся с тремя другими. 

Игнорируя эти условия, т.е. не исключая возможности (х, у, 2, г) Ф 1 (считая, 
однако, что (и, V) = 1), легко доказать, что решения уравнения (1) в целых 
числах могут быть описаны лишь одним тождеством. В качестве базисного 
может быть выбрано любое из них. В частности, например, тождество (6). 
В самом деле, пусть в (6) и = 6й (й — целое число), тогда получим тождество 
вида (3). Если и = Ъи, то получаем тождество вида (4). При и = 2й имеем 
тождество вида (5). 

Таким образом, доказана 

Теорема 1. Уравнение (1) имеет бесконечное множество решений в целых 
взаимно простых числах х, у, 2, г, при этом м?х = и3 + 6V3

9 \уу = и3 — 6V3, 
\^2 = — бш;2, и'/ = —и3, где и>, и, V — целые числа, причем (и, I?) = 1, н> = (и, 6). 

Очевидны и такие утверждения 

Теорема 2. Уравнение х3 + у3 = г3 + 213 имеет бесконечное множество 
решений в натуральных числах (взаимно простых), при этом ц?х = и3 + б*;3, 
му = и3 — 6V3, юг = 6^2, м?1 = и3, где и, V, ^-натуральные, причем (и, V) = 1, 
и> = (и, 6), и > V 1/б. 

Теорема 3. Уравнение х3 = у3 + 23 + 213 имеет бесконечное множество 
решений в натуральных взаимно простых числах, при этом \\>х = 6V3 + и3, 
и>у = 6V3 - и3, \У2 = 6м2, XVI = и3, где н>, и, V'}^атуралы^ые, причем (и, и) = 1, 
XV = (и, 6), V У(6) > и. 

Из тождеств (3) —(6) вытекает также 

Теорема 4. Система уравнений 

г3 = х3 + у3 + 2г3 = х\ + у1 + 2г\ = х\ + у\ + 2г\ = х\ + у\ + 2г\ 

имеет бесконечно много решений в целых числах: 

(7) 2 = бш;2 , х = и3 + 6V3 , у = и3 - 6V3 , I = -и3 , 

хг = 4н
3
 + ЗV3

 , у1 = 4и3
 - ^3

 , 1Х = -4м
3
 , х2 = 9и3 + 2V3

 , 
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У7р = 9и3 - 2У3 , 12 = -9и3 , х3 = 36м3 + V3 , 

у3 = 36м3 — V3 , 13 = ~Ъ6и3 , 

где и, V — целые числа. 
Легко видеть, что теорема 4 в известном смысле обобщает один из резуль

татов работы [1]. 
Заметим далее, что согласно полученным формулам выполняется условие: 

х + у = —2/ и т.п., из чего вытекает 

Следствие 1. Система уравнений 

А223 = В(х + у)(х- у)2 = В(хг + у,) (х, - у,)2 = 

= В(х2 + у2) (х2 - у2)
2 = В(х3 + у3) (х3 - у3)

2 

где А, В — целые числа, такие, что АВ = 6, имеет бесконечно много решений 
в целых числах, при этом 2 = 2Вт2; и х, у, х1,у1,х2,у2,х3,у3 определяются 
в соответствии с формулами (7). 

Полагая в (6) и = рк (р — целое), имеем 

Следствие 2. Уравнение х3 + у3 + г3 + 2г9к = О разрешимо для любого 
целого I, причем при любом натуральном к имеет бесконечное множество 
целочисленных решений. 

Легко доказывается также и 

Следствие 3. Уравнение х3 + у3 + 2(3 = 2ьк имеет бесконечное множество 
целочисленных решений для любого натурального к и разрешимо для любого 
целого 2, кратного 6. 

В самом деле, пусть в (6) и = 6р2, а затем 6Vр = ^к (р, ̂  — целые, к — нату
ральное), что возможно, например, при V = 2к~ггк, р = З ^ " 1 ^ (г,з — целые) 
и т.п. 

Замечание. Исходя из тривиально конструируемого тождества 

(8) (а + Ъ)3 + (а - Ъ)3 + (-6аЪ2) + 2(-а) 3 = 0, 

где а, Ъ — целые числа, нетрудно доказать справедливость следующих ре
зультатов. 

Утверждение 1. Уравнение х3 + у3 + 2{9(4к+1) = г4 имеет бесконечное 
множество целочисленных решений для любого целого к = 0, 1, 2, 3,... и разре
шимо при любом целом I, являющемся ушестеренным биквадратом целого. 

Действительно, пусть в (8) а = 6с2 (с — целое), а затем 6Ьс = Л1 (Л — целое), 
где Ь = а2, с = б/?2 (а, /? — целые). Положим далее /? = у3 (у — целое), и потре
буем, чтобы 6у4 = ет (е — целое), тогда е = 63 (3 — целое), откуда у4 = 6т" 13т 
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(т — натуральное). Пусть т = 4к 4- 1 (к = 0, 1, 2, 3,...), тогда, если (5 = д4 

(д — целое), то и получаем тождество, доказывающее сформулированное 
утверждение. 

Утверждение 2. Уравнение х3 4- у3 4- 2*3 = ^24 имеет бесконечно много 
целочисленных решений при любом целом /г и разрешимо при любом целом г, 
кратном 6. 

Доказательство. Пусть в (8) а = 6с2, при этом в условии 66с = й2 по
ложим: 6 = Асс2ц, с = Вр21г(о1, р,11,А, В — целые, причем АВ = 6), в резуль
тате получаем тождество 

(6В2р4р + Ла 2) 3 + (6В2Р4>1 - Ла2)3 + 2(-6Я204/|)3 = М6а0)4 , 

которое и доказывает утверждение. 
И, наконец, отметим, что т.к. х + у = —2/, то из утверждения 2 очевидным 

образом вытекает 

Следствие 4. Уравнение 3(х + у)(х — у)2 = 4\12.4 для любого целого /* имеет 
бесконечно много решений в целых числах и разрешимо при любом целом 2, 
кратном 6. 

./Tumepamypa 
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Adpec aemopa: HBaHOBO 14, jx. 5, KB. 11, CCCP. 
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