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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 90 (1965), Praha 

APPROXIMATIVE LÖSUNG DER FORMELN VON FRENET IM FALLE 
„KLEINER" QUOTIENDEN Q/P, RjP 

VLADIMIR PETRÜV, Praha 

(Eingegangen am 4. Februar 1964) 

In dieser Arbeit wird die Approximation der Lösung der Formeln von 
Frenet für Weltlinie gegeben und zwar in den Fällen, dass die Funktion q = 
= Qjp9 r = R/P die Bedingungen 0 < q < ei9 0 < r < e2 oder 0 < q < c, 
r = 0 erfüllen. Es wird auch der Wert des Fehlers abgeschätzt. 

Es wurde bewiesen:1) Sind die Funktionen P, Q,R stetig und nichtnegativ, die 
Funktion P positiv, dann bestimmen sie eine Weltlinie (eindeutig bis auf die Wahl 
des inertialen Systems), und zwar durch die ersten Funktionen fx vier Lösungen der 
Formeln von Frenet, die gewisse Anfangsbedingungen erfüllen. Die Beschreibung 
der Weltiinie geben dann gleich die Gleichungen 

(1) ~ ^ i \ (a = 1,2,3,4). 
dt 

Setzt man2) 

(2) «T = -Lfp( e)d e, 
/MC J o 

(3) , - _ , - = - , 

(4) j\=-n, f2 = i2, j"3 = i*3> Jl = H (a »-1,2, 3,4), 
c 

bekommt man aus den Formeln von Frenet ein ainfacheres System von DifFeren-
zialgleichungen für die Funktionen j \ der Veränderlichen a.2) 

Im Falle, dass r = 0 (d.i. R = 0) und die Funktion q positiv und stetig differenzier-
bar in gewissem Intervalle / = <0, a) (0 < a ^ + oo) ist, ist dieses System der Glei-

») siehe Ц], [2]. 
2 ) siehe [3]. 
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chung 

( 5 ) _L_i_£._L?i + (^_1)si + __ri-o ą.щ+ (-._,)_.+_ 
d<r g d<т2 d<r <j 

equivalent und es gibt ein inertiales System (ein einziges bis auf die Wahl des Zeit
raumkoordinatenursprunges) so, dass die Weltlinien, die der Funkt ion q entsprechen, 
mittels der G l e ichungen (1), (4 ) im Intervalle durch die Lösungen j \ (a = 1, 2 , 4 ; 
jl = 0) der G l e i chung (5) , die die Anfangsbedingungen 

«,) m,o,m,u&m,o, 
da da1 

m.o, -SSL.. «.,(»), 
der der 

"YCA.-
 d;K°)_0

 d2Ii(o)_i 
Mu . - - , — - u, 2 - ~ 

c da da c 
erfüllen, best immt sind. 

In a l lgemeinem Fal le , wenn in gewissem Intervall I = <0, a) (0 < a ̂  + oo) die 
Funkt ionen <_, r posit iv sind und die Funkt ion q stetige Able i tung zweiter Ordnung 
und die Funkt ion r stetige Able i tung erster Ordnung hat, ist dieses System der 
G l e i chung 

p, _i_(2_+^_i + r,! + ^_1__+_( '2_+ if)]_| + 
V V q rjOa' L < < l ( r/jd„» 

d<т' 

+ [_.(__ r}+__ + _|äi_r,. _„ + _Aii + -i)l-_o 
equivalent und es gibt ein inertiales System (ein einziges bis auf die W a h l des Zeit
raumkoordinatenursprunges) so , dass die Weltl inien, die den Funkt ionen q9 r entspre
chen, mittels der G l e i chungen (1) , (4) im Intervall I durch die Lösungen der G l e i chung 
(7) , die die Anfangsbedingungen 

(8) ,i(o)_o, m.u _Ä_,. «ä-.-,*(o), 
d<y d<r da3 

m,o, m.o, ÖM,,(„,, *m.m, 
da d<r der3 

àjЏ) „ 0 d 2 j 3 ( 0 ) d 3 j 3 ( 0 ) _ 

d<r ' dff2 ' dff3 Л(0)__0, -™-0, 2Ҙ1Ш.0, ^ = .(o)Ko), 

- V n . - 1 -V_(0) d 2 j t ( 0 ) _ l d 3 j?(0)_ 
c da der c da3 

erfüllen, bestimmt sind.3) 

3) siehe [2]. 

161 



Der Fall, dass die Funktionen q9 r konstant sind, wurde schon gelöst.4) Studieren 
wir jetzt den Fall, dass die Funktionen q, r „klein" sind (genauer: q = stf r = s2gf 

wo j / | _s 1, \g\ ^ 1). Lässt man in diesem Falle in den Gleichungen (5), (7) die Glie
der, die ß2 enthalten, d.i. die Glieder mit q2 und r2, aus, bekommt man Differential
gleichungen, dessen Lössung sich höchstwahrscheinlich nicht viel von den Lösungen 
der Gleichungen (5), (7) unterscheiden wird. Die Untersuchung dieser Gleichungen 
ist der Inhalt dieses Artikels. 

I. DER FALL r = 0 

Ist q = ef | / | g 1, bekommt man aus (5) die Gleichung 

_ ; ^ + ( e 2 / - _ 1 ) ^ + ^ = 0 , *Ћ-Ł*Ћ + (_гf*-1\ţй. + Ł« 
daг fda2+KJ }da + f 

Lässt man in dieser Gleichung das Gleid mit e2 aus, entsteht die Gleichung 

__i __:__! ___ + £,-« - o 
da3 / da2 da f 

d.i. die Gleichung 

(9) _4___S__!+_fl_o. 
da q da2 da q 

Lösen wir diese Gleichung. Wir bringen sie zu der Form 

(_-f)(_M---
Wir setzen 

d2j\ 

und lösen zuerst die Gleichung 

Л = м 
d(72 ^ 

du'-<Ĺu* = 0. 
da q 

Wir bekommen (Ca beliebige Konstante) 

u* = C"q . 

Die Gleichung (10) ist dann und nur dann erfüllt, wenn 
d2n 
^ ~ ñ - c ą 

4 ) sihe [3]. 
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Lösen wir jetzt diese Gleichung. Das Fundamentalsystem der zugehörigen homogenen 
Gleichung bilden z.B. die Funktionen sinh <r, cosh er und die Lösung der nichthomo
genen Gleichung bekommt man durch Variation der Konstanten: 

j\(a) = Da(<r) sinh a + Da
2(a) cosh <r . 

Für Ableitungen der Funktionen Da, D2 bekommt man Bedingungen 

d ö l ( * ) ' t. _L. dD2(0) U 
— i w s m h a H ^-^ cosh <r = 0 , 

d<r d<r 
dDi((r) t dDa

2(a) ^ , , 
— - ^ cosh a + — * w s m h a = CacI(<r), 

d<r da 
aus welchen folgt 

d ö i W ™ , x -. dD?(<r) ^ a ( v . ^ 
— 1 L 2 = Ca#(ör) cosh <r , —2-^-2 = - Caq(a) sinh <r ; 

d<r der 

eine Lösung der n ichthomogenen Gleichung ist also 

per /»«r 

j*(a) = sinh <r. I Caq(o) cosh Q dQ — cosh <r . I Caq(o) sinh g d# = 
Jo Jo 

cosh Q — sinh Q cosh <r) g(g) d# = Ca q(o) sinh (a — Q) dQ . 
•]:• 

Die allgemeine Lösung der Gleichung (9) ist dann 

= Ca (sinh <т < 

(11) j\(a) = A a sinh <r + £ a cosh <r + C* q(o) sinh (er - Q) dQ , 

wo A[a, £ a , Ca beliebige Kons tan ten sind. 

Wir werden jetzt die Kons tan ten A a , Ba, Ca (a = 1, 2, 4) so wählen, dami t 
die Anfangsbedingungen (6) erfüllt wurden. Weil die Funkt ionen sinh <r, cosh er, 
jl q(o) $inh (a — o)dQ der Reihe nach die Anfangsbedingungen 0 , 1 , 0 ; 1 , 0 , 1 ; 
0, 0, q(0) (der Wer t der Funkt ion , der ersten u n d der zweiten Ablei tung für <r = 0) 
erfüllen, sieht m a n , dass m a n 

A4 = C4=0, ß 4 = - ; A 1 = C1=0, B 1 = l ; A 2 = £ 2 = 0 , C2 = 1 
c 

nehmen muss. M a n b e k o m m t so aus (11) 

Cc 1 
(12) j\(a) = sinh a, j\(a) = q(#) sinh (<r - Q) dQ , j\(a) = - cosh <r. 

Jo c 

163 



Um zu erfahren, wie viel sich die Funktionen (12) von den Lösungen der Gleichung 
(5), die die Anfangsbedingungen (6) erfüllen, unterscheiden, schätzen wir allgemein 
die Differenz zwischen der Lösung j \ der Gleichung (5) und der Lösung k\ der 
Gleichung 

(13) ^_i:^i_^i + i:fc. = o 
da q da2 da q 

ab, und zwar unter der Voraussetzung, dass die Funktionen j \ und k\ dieselben 
Anfangsbedingungen erfüllen, d.i. 

(t4) m - m •• Ä - d-m. *W - d j m • 
v ; w w da da da2 da2 

Wir wissen schon,5) dass die Gleichung (5) dem System 

(15) àj\ - Ф*2 ;« . •« Ф* ~ :* 
— =Ji> — = J l + ЧJъ> - ЧJl 
da da da 

equivalent ist. Wir wollen ein ähnliches System finden, das der Gleichung (13) 
equivalent wäre. Zu diesem Zweck definieren wir die Funktionen k*2, k*3 durch die 
Gleichungen 

Ak* Ab* 

(i6) : r = k-> ? * - * - • + «*-• 
da da 

Wenn man die letzte Gleichung differenziert, hat man 

d2k*2 dk\ , i a dk*3 
— ~ = —- + q k% + q — 1 

da2 da da 

und von da mittels der Gleichungen (16) 

|3lJ* d3k\ dk\ q' (d2k\ A dfc' î--í(2И-« wз 
der3 der # \da2 ') * da 

Weil q positiv ist, ist also die Gleichung (13) der Gleichung 

(17) ^ = 0 
der 

equivalent. Aus den Gleichungen (16) und (17) bekommt man also ein System der 
Differenzialgleichungen 

(18) T * " * - . ^ = fc"+«k3» ~ = °> da da da 

das der Gleichung (13) equivalent ist. 

5 ) siehe [3]. 
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Die Lösung j \ der Gleichung (5) entspricht der Lösung fx,j\9j\ des Systems (15) 
und die Lösung k\ der Gleichung (13) entspricht der Lösung k\, k\y k\ des Systems; 
(18). Aus der Gleichung (14) und den ersten zwei Gleichungen der Systeme (15) und 
(18) folgt gleich, dass diese Lösungen wieder dieselben Anfangsbedingungen 

(19) ft(0) = k\(Ö) (/ = 1,2,3) 

erfüllen. 
Wir schätzen jetzt die Differenz k\{a) — j\{a) für festes a e (0, a) ab. Nach dem 

Mittelwertsatz ist 

k\(a) - j\(a) = (k\(a) - j\(a)) - (k\(0) - j\(0)) = o [ £ (k\(o) - fi(o))\ _, 

wo 0 < er < a ist. Aus den ersten zwei Gleichungen in (15) und (18) bekommt man 

(20) k\(o) - j\(o) = o(k'2(ä) - j'2(ö)). 

Schätzen wir ähnlich die Differenz k\{a) - j\{a) für a e (0, a) ab: 

m - m = *[£ tед -«] 
wo 0 < at < a, was wegen den zweiten Gleichungen in (15), (18) gibt 

k\(a) - m = °WM - rM + 4(°t) (*"sK) - £(*.))] • 
Daraus, weil q g e ist, .folgt 

\k'2(a) - m\ = WM - J'M\ + «|*5(*i) - fM\) • 
Wegen der Bedingung (19) bekommt man durch nochmaliges Benützen des Mittel
wertsatzes und der ersten und dritten Gleichung in (15), (18) 

\k"2(a) - f2(o)\ =• ooßkiiot) - j'2(a2)\ + s\q(a3) j'2(o3)\) -
= «*•.(.*-("-) " ß("-)| + s2\kl(o3) - (k\(o3) - j'2(a3))\) = 

£ «ra.(^1*5(^)1 + \k'2(o2) - j"2(o2)\ + e2\kl(o3) -fM\)> 

wo 0 < a2 < al9 0 < a3 < a{. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man 
voraussetzen, dass z.B. Jk5((T2) — j\{a2)\ ^ (^(o^) "" JÜta)!» wegen at < a bekommt 
man so 

\k\{a) - j\{a)\ ^ a2{e2\k\{a3)\ + (1 + e2) \k\{a2) - j\{a2)\) . 

Im Intervall <0, ä> ist die Funktion k\ beschränkt: \k\{a)\ ^ K für 0 ^ a <£ ö. Man 
hat so die Abschätzung: Zu jedem a e (0, cr> gibt es ein a0,0 < a0 < a so, dass 

(21) \k'2(a) - f2(o)\ = " W + (1 + e2) |*SK) ~ fMÜ • 
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Aus den Gleichungen (20), (21) folgt: Zu jedem a e (0, a) gibt es ein a0,0 < a0 < a 
so, dass 

(22) ]*?(<-) - n{o)\ Z o*[Ke2 + (1 + e2) \k2{o0) - j'2{o0)\] . 

Wir werden jetzt diese Behauptung beweisen: Zu jedem n (n = l, 2,...) gibt es 
ein an9 0 < an < a so, dass 

(23) \k\{o) - j\{o)\ ^ 

<; o3[Ke2"l (1 + e2)< <r2< + (1 + e2)» «r«-1) |fe2(a„) - ^(cr,))] . 
1 = 0 

Beweis durch Induktion nach n: Für n = 1 folgt (23) gleich aus (22), wenn man sich 
noch erinnert, dass a0 < a ist und wenn man at statt a0 schreibt. Es soll jetzt (23) 
für den Wert n gültig sein. Auf der rechten Seite auftretenden Ausdruck jk^^«) "~ 
— j2(an)\ kann man nach (21) abschätzen, es ist also 

.*?(*) - JÍ{o)\ = o3[Ke2 X (1 + e2)1 a2' + (1 + e2)" a2"Ke2 + 

+ {l + e*y+1o2»\k*2{o0)-f2{o0)\], 

was, wenn man an+t = a0 schreibt, gerade die Ungleichung (23) für den Wert n + 1 
ist. 

Bezeichnet man C = max \ka
2(a) — &(<*% dann ist 

«KP,?) 

(1 + B2f a2*~» \k\(an) - f2(an)\ = C(l + B2f a2«'» 

und die rechte Seite dieser Ungleichung konvergiert für n -> + oo zur Null, wenn 
(1 + e2) a2 < 1 ist, d.i. wenn 

<24) H<VöW 
Nimmt man in (23) den Grenzwert für n -> + oo, hat man 

!*?(') - TiWI ^ -&V I ( 1 + a2)' *2( = | **?„ 2 -
*=o 1 - (1 + B4) a* 

Wir haben so folgende Sätze bewiesen: 

Satz 1. Im Intervall I = <0, a) (0 < a ^ +oo) so// die Funktion q positiv und 
stetig differenzierbar sein und es soll q ^ B gelten. Es mag j \ eine Lösung der 
Gleichung (5) und k\ eine Lösung der Gleichung (13) im Intervall I bezeichnen und 
diese Lösungen sollen dieselben Anfangsbedingungen (14) erfüllen. Bezeichnen wir 

\dk\{a)\ 
Jшln <0, (1 + є2) -*) , K = sup 

tтєJ åo 
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Es gilt dann für alle ae J die Ungleichung 

(-5) ҜW-ЛИ 1 - (1 + є > 2X^.2 

Bemerkung. Sucht man eine Lösung k\, dessen Differenz von der genauen Lösung 
j \ kleiner als >/ > 0 sein soll, bekommt man aus (25) nach und nach 

Ke2a3 x 

< ^ , Ks2a3 + (1 + e2) a^ < m 1 - ( l + e2)cr2 

weil J cz <0, 1) ist, ist a3 < a2 und die letzte Ungleichung wird sicher erfüllt, wenn 

KeV + (1 + e2) a\ < ^ 
d.i. 

(26) | a | < 
7(1 + e2 + (K/>0e2) 

Für a = 0, die die Bedingung (26) erfüllen, gilt dann 

| ; » - k\{a)\ < n. 

Satz 2. Im Intervall I = <0, a) (0 < a g +oo) soll die Funktion q positiv und 
stetig differenzierbar sein und es soll 0 < q <£ e gelten. Es soll r = 0 sein. Dann 
gib* es ein inertiales System so, dass die Funktionen j{, j \ , j \ = Q,.jj, die in diesem 
System den Weltlinien, die der Funktion q entsprechen, angehören, sind approxi
mativ gleich den Functionen: 

J a 1 

q(q) sinh (a - Q) AQ , j\(a) s - cosh a. 
o ' c 

Die Grösse des Fehlers schätzt der Satz 1 ab. 
Bemerkung. Nach (1) — (3), (25) kann man auf Grund dieser Sätze die approxi

mative Beschreibung der Weltlinie mit der Abschätzung des Fehlers bekommen. 

IL DER FALL r> 0 

Ist q = Eib, \f\ ^ 1, r = e2g, |g| = 1, bekommt man aus (7) die Gleichung 

0-(27'^)S + [^ + «-'-^7'(27'^:P-
+H5-f)-5+f]£-[*,-5+^+^--
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Lässt man in dieser Gleichung die Glieder mit e2, ei weg, entsteht die Gleichung 

_a_(,£+_}_a_r,+£_£(,£+_}i-_i + 
d«. - V / .. d«> L / / V / »AI ->* 

•^•9S+[^H-f)]*-* 
d.i. die Gleichung 

(27) _a_i'_5_ + __\__fi_r1 + ____:/a_: + r\i_a + 
KJ da* \ q r) da3 |_ 9 9 V « »vJ da2 

+ f,_:+ir)4i + r_:_£f,*:+-r)]-.o. 
V « rj da L« « \ « '•/J 

Lösen wir diese Gleichung. Man kann sie leicht auf die Form 

« {£-(^^[H(^«HH 
bringen. Wir setzen 

Allx i'Л 
* . - " - ' 

und lösen zuerst die Gleichung 

(2,) £-(2_: + -}S--r_:-i:(2£ + _si,_,. 
der2 V « r / dor L^ q \ q r/J 

Versucht man u* =- # zu legen, sieht man, dass die Funktion q eine Lösung der 
Gleichung (29) ist. Durch Substitution u* = qz* erniedrigt man den Rang der 
Gleichung (29). Man bekommt so die Gleichung 

d V rf dz* _ 
der2 r der 

woraus (C*, D* beliebige Konstanten) 

z*(a)~C*+ D*(*r(Q)<lQ; 

also die allgemeine Lösung der Gleichung (29) ist 

u%a) = C*q(a) + D*q(a)f*r(Q)dQ. 
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Die Gleichung (28) ist dann und nur dann erfüllt, wenn gilt 

(30) pj - jl = C'q(a) + D'q(a) frfo) dg . 

Bezeichnen wir einfachheithalber 

(31) r0(a)=j°r(Q)de. 

Ganz ähnlich wie im Falle I. bekommt man, dass die allgemeine Lösung der Gleichung 
(30) und also auch die allgemeine Lösung der Gleichung (27) durch die Gleichung 

(32) j\(a) = Aa sinh a + ß* cosh a + 

+ Ca q(Q) sinh (er - Q) dQ + Da \ q(Q) r0(Q) sinh (a - Q) dQ 
Jo Jo 

gegeben ist. 
Wir werden jetzt die Konstanten Aa, ff1, Ca, Da (a = 1, 2, 3, 4) so wählen, damit 

die Anfangsbedingungen (8) erfüllt wurden. Weil die Funktionen sinh a, cosh a, 
jo Q(Q) sinh (a ~" o) dÖ> Jo 4(Q) ro(o) $**& (a ~~ Q) d£ d e r Reihe nach die Anfangs
bedingungen: 0,1, 0,1; 1,0,1,0; 0,0, q(Ö), q'(0); 0, 0,0, ^(0) r(Ö) (der Wert der 
Funktion, der ersten, zweiten und dritten Ableitung für a = 0) erfüllen, sieht man, 
dass man 

Al = l, Bl = Cx=09 2)* = - A A* = B2 = D2 = 0, C2 = l; 
r(0) 

A3 = B3 = C3 = 0, D3 = 1 ; F* = ~, _44 = C4 = D4 = 0 
c 

wählen muss. Aus (32) folgt dann: 

(33) j\(a) = sinh a - ^ [q(Q) sinh (er - Q) dQ , 
K°)Jo 

}\(°) = Q(Q) sinh (er - Q)dQ, 

-/?(*) = (<*(o) KM) dM s i n h (* " ö) d£ , 
Jo Jo 

j*(a) = - cosh a . 
c 

Um wieder abzuschätzen, um wie viel sich die Funktionen (33) von den Lösungen 
der Gleichung (7), die die Anfangsbedingungen (8) erfüllen, unterscheiden, schätzen 
wir wieder allgemein die Differenz zwischen der Lösung j \ der Gleichung (7) und der 
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Lösung k\ der Gleichung 

04) *&-UL + ±yjs. _r, + £_tut + ca*s + 

\ 4 rj da lq q \ q r)\ 

ab, und zwar unter der Voraussetzung, dass j \ und k\ dieselben Anfangsbedingungen 
erfüllen, d.i. 

(35) j"1(0) = fcl(0), Ä . Ä ) , **M = MMt d3jt(0) d3fcl(0) 
der der d a 2 der2 ' der3 der3 

M a n weisst 6 ) , dass die G l e i chung (7 ) dem System 

( 3 6 I — I2 > — - -h + ftte > — = ~ #I2 + rI4 > — = - r/3 
da der der der 

equivalent ist. Wir wollen jetzt ein ähnliches System, das der Gleichung (34) equi-
valent wäre, finden. Zu diesem Zweck definieren wir die Funktionen k*2, k%, k\ durch 
die Gleichungen 

(37) T^ = k 2 ' T 1 - * - + «*-• IT'***' 
der der der 

Differenziert man die letzte G l e ichung, bekommt man nach und nach wegen der 
G le ichungen (37) und den G l e ichungen, die aus ihnen durch Differenzieren fo lgen 

d2k% , f . d k l 

der2 der 

r 2 d f c t t
4 ^ r d 2 f c g

3 r ,dfc*3 ? 

der da da 

2dk% d3k"2 d2k\ „ ,, ,„ , ,,dk"3 

«rV = r 7 T - r T T - « rfc- ~ (2qr + qr ) T^ da da3 da* da 

, , dfcl d4fcí d2fc"1 /-í-f 
A 2 ^ = «»-тт - Í ' Ť S - (2«'r + ^ ( ø - ̂ ) 

+ [<Z'(2<?> + qr') - M " r ] fc«3, 

dfcl , d4fc"i ,„ , ,.d3k"t 

- [<?2r + qq'r - q'(2q'r + qr')] ^ + 
der 

dk* 
+ (2q'r + qr') f i + [ M ' r - t2'(2c2'r + «-')] k? 

der 

*) siehe [3]. 
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Dividiert man die letzte Gleichung durch q2r, sieht man, dass ihre rechte Seite der 
linken Seite der Gleichung (34) gleich ist. Es ist also die Gleichung (34) der Gleichung 

(38) ^ = 0 
da 

equivalent. Aus den Gleichungen (37), (38) bekommt man so das System der Differen-
zialgleichungen 

(39) ^ = k\, ^ = k\ + qk'3, ^ = rkl, ^ = 0, 
der der da da 

das der Gleichung (34) equivalent ist. 
Der Lösung j \ der Gleichung (7) entspricht eine Lösung;*, fl97*3,1*4 des Systems 

(36) und der Lösung k\ der Gleichung (34) entspricht eine Lösung k\9 ka
2, k%, kA des 

Systems (39). Aus der Gleichung (35) und aus den ersten drei Gleichungen der 
Systeme (36), (39) foglt gleich, dass die Anfangsbedingungen dieser Lösungen in 
folgender Weise gebunden sind: 

j\(0) = fc't(0) , /2(0) = fc*2(0) , f3(0) = fc3(0) , f(0) = fc°4(0) + -? jl(o), 
r 

d.i. 

(40) k\(0) - f(0) = 0 (l = 1, 2, 3) , k4(0) - jl(0) = - ^ k'2(0) . 
r(0) 

Wir werden jetzt die Differenz k\(a) — j\(a) für festes a e (0, a) abschätzen. Es ist 
wieder (der Mittelwertsatz) 

k\(o) - j\(o) = a[± (k\(a) - j\(a))] _, 

wo 0 < <x < er ist. Aus den ersten Gleichungen in (36) und (37) bekommt man 

k\(o) - j\(o) = a(k"2(ä) - f2(ä)) . 

Nützt man nochmals den Mittelwertsatz und die zweiten Gleichungen in (36) und (37) 
aus, hat man 

k\(o) - j\(a) = a . ä[(k\(ä) - j\(ä)) + q(ä) (k%(a) - f3(ajj] , 

wo 0 < er < ä ist. Daraus folgt, weil q S &i und ä < a ist, dass 

(41) |fcl(<r) - j\(a)\ < a2(\k\(ä) - j\(~a)\ + 8.|fc"3(ä) - f3(ä)\) , 

ist, wo 0 < er < 5 ist. 
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Schätzen wir ähnlich die Differenz k%(a) - j\(a) für ae(09 cr> ab; mittels der 
Gleichungen (36), (37) bekommt man 

*SO) - ;50) - *[«0')j50') + K«0 (*tf*0 - jSOO)], 

wo 0 < <r' < <rist. Daraus folgt, weil q <, eu r <. e2 ist, dass 

1*50) - j50) l ^ *0il*50')l + «il*5O0 - j50')l + «2.JSO0 - j,0')l) 

ist. Auf dem Intervall <0, ä> ist die Funktion k"2 beschränkt: \k"2(a)\ <, Kt für 0 g 
<. er <. <7, so dass 

1*50) -j50)l ^ « i x , + «0.1*300 -T20') | + e2|*«4O0 -jSOOl) 

ist. Wendet man jetzt auf die Ausdrücke *3O0 - j50')> *JO0 ~ Jl(a') n o c n einmal 
den Mittelwertsatz an, bekommt man nach den zweiten und vierten Gleichungen 
in (36), (37) und nach (40): 

1*50) - j50)l = astKt + oLo'\(k\(o") - n(o") + 

+ q(o") (k'3(o") - j"3(a"))\ + e2 [ f ® fc«2(0) + o'\r(o'") f3(o"')\^, 

wo 0 < a" < a\ 0 < a'" < a' ist. Auf dem Intervall <0, a} ist die Funktion fc£ 
beschränkt: \k%(a)\ g K2 für 0 g a :g a; weiter ist q £ ei9 r £ e2, a" < ä9 a'" < a, 
also 

1*50) - j50) l = « i-- i + ^«i--! + «»2-^1*5(0)1 + 

K°) 
+ " 2 N * K ) - jUOl + *?l*5O0 - £001 + «Sl*5(0 - J'50w)l] • 

Bezeichnen wir a0 den der beiden Punkte a"9 a
m in dem der Wert \k% — jl\ grösser 

oder gleich dem Wert in dem anderen ist. Wir bezeichnen weiter 

* o = ^ | 1*3(0)1. K°) 
Man hat dann 

(42) |*S0) - jS(<r)| £ oetKt + oh\K2 + oe2K0 + 

+ ^O-Ifc^O - n(a")\ + OJ + e\)\ k"3(o0) - j'3(a0)\) , 

wo 0 < a" < a, 0 < o0 < a ist. 
Definieren wir A„, B„ folgendermassen: 

(43) At = 1, Bt = 1 

(44) A,+ t =A„ + e\Bn, BH+1 = AH + (e\ + e2
2)BH (n = l ,2 , . . . ) -
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Wir werden beweisen, dass es gilt: Zu jedem n = 1, 2 , . . . gibt es Zahlen am a'n, 
0 < an < er, 0 < an < a so, dass 

(45) \k\(a) - j\(a)\ = (ah2Kt + a\ßlK0 + a^2K2)"EV2(*~1} + 
* = i 

+ a2"(An\k\(an) - j1(crÄ)| + e ^ f c ? « ) - f3«)l) -

Beweis durch Induktion nach n: Für n = 1 folgt (45) gleich aus (41), wenn man 
<rt = a\ = a setzt (die leere Summe ist gleich Null). Es soll also (45) für den Wert n 
gelten. Die auf der rechten Seite auftretenden Ausdrücke \k\(an) — j\(<fn)\> Ifc*^) ~~ 
~ j"(a'n)\ schätzt man mit Hilfe von (41) und (42) ab. Man bekommt 

\k\(0) - Ji(*)l = ( ^ i ^ i + a\ß2K0 + ( x V ^ I ^ * " " 1 * + 
*=i 

+ B . y + ^ K , + Bll<T2',+1e1e2K0 + Bna
2n+h^2K2 + 

+ <r2"+2[(-4B + &
2Bn) \k\(an+i) - /;(cr.+l)| + 

+ « ^ + (e2 + e2) Bn) \k*3(a'n+i) - jl(an+i)\] , 

wo man (7,,+! gleich dem der zwei Zahlen a, a"9 in dem der Wert \k\ — j \ \ 9 und an+i 

gleich dem der zwei Zahlen <x, <r0, in dem der Wert |fc* — ;5I grösser oder gleich dem 
Wert in dem anderen ist, gesetzt hat. Wegen den Gleichungen (44) sieht man, dass 
die letzte Ungleichung gerade die Ungleichung (45) für den Wert n + 1 ist. 

Die Zahlen An9 Bn sind durch die Gleichungen (43), (44) eindeutig bestimmt. Wir 
wollen zuerst die Zahlen Bn bestimmen. Aus der zweiten Gleichung in (44) für n = l 
bekommt man 

(46) J52 = 1 + ej + ê  . 

Es ist auch klar, dass man die zweite Gleichung in (44) auf die equivalente Form 

(47) Bn+i = A n + i + -an
bringen kann. 

Nimmt man die zweite Gleichung in (44) für den Wert n + 1 und subtrahiert 
davon die zweite Gleichung in (44) für den Wert n9 bekommt man 

Bn+2 - Bn+i = An+i - An + (e? + ê ) Bn+i - («* + 5
2

2) Bn, 

woraus wegen der ersten Gleichung in (44) 

(48) Bn+2 - (1 + e2 + ^2
2) Bn+i + ^2

2Bn = 0 

folgt. Die Gleichung (48) zusammen mit den Gleichungen (46) und 

(49) BL = 1 

bestimmt die gesuchten Bn eindeutig. 
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Die Form der Gleichung (48) und der Gleichungen (46) und (49) führt uns dazu, 
die gesuchten Zahlen Bn wie Polynome in (l + e\ + el) mit Koeffizienten, die von ex 

nicht abhängen, zu suchen, d.i. in der Form 

(50) Bm = X lamtk(l + e\ + e2)k 

ft = 0 

wo amtk von e2 aber nicht von ex abhängen dürfen. Aus dem Gleichungen (49), (46) 
bekommt man 

(51) a1>0 = l , a2j0 = 0, a2 A = 1 . 

Das Einsetzen von (50) ins (48) gibt dann 
m - l 

£(<*m + 2,* ~ am+l,k-l + *!*«,*) (1 + ß? + 4f + (am+2,0 + ^m,o ) + 
*=1 

+ (am+2,m - ßm+l,m~l)(l + «? + «!)" + 

+ (<W2,m+l - «m+l,m)(l + e\ + ß *) m + 1 = 0 . 

Weil der Voraussetzung nach aitJ nicht von et abhängen, ist diese Gleichung dann 
und nur dann erfüllt, wenn die Koeffizienten bei allen Potenzen von 1 + e\ + e\ 
gleich Null sind, d.i. wenn 

(52) am + 2>0 Ä "~ ß 2 a m , 0 > a m + 2 , m + l = = ö m + l , m ? 

m + Z,m — am+l,m-l > a m + 2,* - «« + l Д - l - вfв-J. ( f c = 1, 2, ..., ÍИ - 1) 

gilt. 
Wir werden zuerst beweisen, dass 

(53) amtk = 0 ist, wenn m + k gerade ist. 

Beweis durch Induktion nach m: Für m = 2 ist fc = 0 und (53) gilt wegen (51). 
Es soll (53) für alle Werte m ^ n + 1 gelten; wir werden beweisen, dass es dann auch 
für.den Wert m = n + 2 gilt. Ist; m = n + 2 gerade, ist die Zahl an+2t0 gleich Null 
wegen der ersten Gleichung in (52). Die Zahl an+2tH ist gleich Null wegen der dritten 
Gleichung in (52). Die Zahl an+2tk (fc = 1, 2,. . . , n - 1) ist gleich Null im Falle, 
dass n + 2 + k gerade ist, wegen der vierten Gleichung in (52), weil dann auch 
n + k gerade ist und deswegen die Zahlen an„lk„1 und an>k nach der Induktions
voraussetzung gleich Null sind. 

Im Falle, dass m + k ungerade ist, setzen wir jetzt (für fc = 1, 2, . . . , m - 1; 
m = l,2,. . .) 

n - / tVm- f c~1 ) / 2 pm~k"1h "m,k — V l) e2 Omk . 

Aus (51) folgt dann 

(54) blt0 = 1, b2tl = 1 
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und aus (52) bekommt man (die dritte Gleichung wird selbstverständlich weggelassen, 
sie ist nach (53) sicher erfüllt) 

(55) "m + 2,0 = ^m,0 > bm + 2,m+l = ^ m + l . m , 

bm+2,k = ^m+i,ik-i + bmk (k = 1, 2,.. . , m — 1). 

Die erste Gleichung in (55) und die erste Gleichung in (54) geben gleich durch 
Induktion, dass 

(56) bm,0 = 1 für ungerades m 

ist. Die zweite Gleichung in (55) und die zweite Gleichung in (54) geben wieder gleich, 
dass 

(57) bm+itm = 1 für allem 

ist. Die vierte Gleichung in (55) erinnert uns an die Gleichheit 

C;;H/:K) 
Wir setzen deswegen 

(59) * - * " ( / ) 

wo 

(60) p = am + ßk + £ , / = ym + ök + £, 

dk Zahlen a, /?, y, <5, £, f (soweit es möglich sein wird) wollen wir so bestimmen, 
damit (56), (57) und 

w w,-(,;.). w-(;;;) 
gelte. Wenn es uns gelingt, dann werden die Zahlen (59), wo p, / durch (60) gegeben 
werden, die Gleichungen (55) erfüllen. 

Die Gleichungen (61) geben wegen (59) 

p = a(m + 1) + ß(k - 1) + {, / + 1 = y(m + 1) + ö(k - 1) + C, 

p + 1 = a(m + 2) + ßk + £ , / + 1 = y(m + 2) + ök + C . 

Setzt man P, / aus den Gleichungen (60) hinein, bekommt man 

« = /? = i , 7 = 1, <5= ~il 

so dass (60) die Form 
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(62) p^^m + k) + i, l = ^m-k) + C 

hat. Die Gleichungen (56), (57) bestimmen dann f und (: 

Es ist also 

--(E-îi.D-ГГ4) 
(fc ss 0,1,. . . m — 1; m = 1, 2,...; m + fc ungerade) . 

Daraus und aus (53) folgt: 

(63) 
m - 1 

*.-• 1 (-•)*-'-"(«'» + '->))«.-»-.(! + el + tVf ( m . l l 2 , . . . ) . 
m + k ungerade \ * / 

Nimmt man in (45) den Grenzwert fü%w -• +oo, ensteht in dem ersten Glied die 
Reihe 

(64) E ß ^ - 1 ) . 
m = l 

Wenn wir die Konvergenz dieser Reihe beweisen, dann wird lim Bma2m = 0 sein. 
m-+ +oo 

Aus der Gleichung (47) folgt dann, dass auch lim Ama2m =- 0 ist. Weil alle am a'n 
m-+ + oo 

aus dem Intervall <0, a} sind, sind die Ausdrücke \k\(an) — ji(crn)|, |fcS(crn) -
— j%(o'n)\ durch eine von n nicht abhängige Konstante beschränkt. Es ist also 

lim o2\An\k\(an) - ft(an)\ + ßlBn|fcs«) - f3(a'n)\) - 0 • 
«-> +co 

Der Grenzwert für n -+ + oo gibt dann aus (45) die Abschätzung 

(65) \k*t(a) - jl(a)\ £ (ah\Kx + a\s2K0 + a%e2K2)*f Bma2<m"» . 

Wir müssen also die Reihe (64), d.i. die Reihe 

+ oo / m—1 

(66) +f( "Ě1 ( - l ) * ( - t - 1 ) f Í ( m +
|

f e " 1 ) V Í " 1 ( 1 + 8í + fi-)* 
m « l \ k-*0 \ fc / 

^ ( m - l ) 

k+m ungerade 

untersuchen. Die Reihe (66) wird sicher konvergent (sogar absolut konvergent) sein, 
wenn die verallgemeinerte Reihe 

(67) + f "i;1 f i ( w +
f

f c ~ 1 ) V - " * _ 1 ( 1 + £> + e-)kff2(m"1) 

m=-l k = 0 \ fc / k+m ungerade 
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konvergieren wird. Weil m + k ungerade ist, ist m -f k - 1 gerade. Setzen wir 
n = (m + k — l)/2 ein; die Bedingung fc ̂  m ~ 1 gibt fe <£ n und (67) ist also 
gleich 

i f t (T) £2("_t) ( - + ß 2 + * D k °mH~k) = 
„=o *=o \k/ 

= £ a2%l + e2 + e\ + E\a2f -
1 - a2(l + e\ + e2 + e2*2) 

soweit 
(68) a2(\ + B\ + B\ + B2

2a
2) < 1 

ist. Soweit also (68) gilt, konvergiert die Reihe (67) und deswegen auch die Reihe (66) 
und man kann die Reihe (66) ganz beliebig ordnen. Durch dieselbe Weise, wie wir 
die Reihe (67) addiert haben, bekommen wir auch die Summe der Reihe (66): 

(69) 1 
1 - a2(\ + B\ + B\ - B\O2) 

Wir haben so folgende Sätze bewiesen: 

Satz 3. Im Intervall I = <0, a) (0 < a :g 4- oo) soll die Funktion q zweimal, die 
Funktion r einmal differenzierbar sein und es soll 0 < q :g BU 0 < r ^ e2 gelten. 
Es mag j \ eine Lösung der Gleichung (7) und k\ eine Lösung der Gleichung (34) 
im Intervall I sein und diese Lösungen sollen dieselben Anfangsbedingungen (35) 
erfüllen. Bezeichnen wir J den Intervall der ael, die die Ungleichung (68) erfüllen, 

r(0) 
K! = sup 

CГЄJ 

dk\(a) 
, K2 = SUp 

<rєJ r(0) 
K! = sup 

CГЄJ áa 
, K2 = SUp 

<rєJ 

Es gilt dann 

(70) 

Ф 

U,*(J\ :*{J\\ <? ° (gj-^i + 51^2-^0 + B1B1K2a) 
« l W "" Jl\C)\ = ~< T< 2 2 2 2\ 2 

1 - (1 + B\ + B\ - s\a2) a2 

(a)\ áa2 }) 

für alle ae J. 

Bemerkung 1. Im Falle, dass Bt -= B2 = e ist, hat die Abschätzung (70) die Form: 

(71) \k'(a) - i'(a)\ < g V ( * ° + g . + <*--a) 

Die Bedingung (68) lautet dann a2(l + B2(2 + <x2)) < 1, 

durch ihre Auflösung hat man 

g2 - ! - 2e2 + V[(l + 2s2)2 + 4s2] 
2e2 
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PI) 0 < . < M 1 * " ' ^ - ' - - 1 t . 

Bemerkung 2. Den Ausdruck in (72) rechts kann man von unten durch den 
Ausdruck 

(73) [1 + l(8e2 + 4e4) - |(8e2 + 4e4)2 - 1 - 2e2] : 2e2 = 1 ,- 7e2 - 8e4 - 2e6 

abschätzen, soweit 8e2 + 4e4 < 1 ist, d. i. soweit 

(74) e 2 < - 4 ± V 2 0 = v ( 1 + , ) _ 1 

4 

ist. Die Zahl in (74) rechts kann man wieder von unten durch die Zahl 1 + f ~ ~~ 

~ i(l)2 " 1 = ^ abschätzen; solange also 

(75) 0 < e < ^1 
} 8 

ist, gilt (74) und der Ausdruck (73) lässt sich noch weiter durch den Ausdruck 1 — 8e2 

abschätzen. Man bekommt so im Satze 3 die einfachere Abschätzung: Ist 0 < e < 
< \jl: 8 (e = et = e2), dann gilt die Abschätzung (71) für alle die <re J, für die die 
Bedingung 

(76) 0 < a < ^ ( l - 8e2) 

erfüllt ist. 

Bemerkung 3. Wenn man wissen will, für welche ael sich die Funktion k\ von 
der genauen Lösung j \ sicher um weniger als rj unterscheidet, bekommt man nach und 
nach aus (71) 

cr3e2(K0 + Kx + sK2a) < ti[l - (1 + 2e2 - e2<r2) er2] , 

(e3K2 - *je2) a4 + e2(K0 + K±) a3 + rj(i + 2e2) a2 < rj ; 

weil er < 1 ist (siehe (68)), ist a4 < a3 < a2 und die letzte Ungleichung wird sicher 
erfüllt, wenn 

(rj + rjs2 + e2K0 + e2K! + e2K2) a
2 < Y\ 

ist, d. i. wenn 

(77) 0 < a < — 
>/[l + ß2(l + (K0 + Kt + sK2) : i,)] 

ist. Für aely die die Bedingung (77) erfüllen, gilt dann die Ungleichung 

l*i(tf) - AW < n 
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Satz 4. Im Intervall I = <0, a) (0 < a :g +00) solí die Funktion q zweimal, die 
Funktion r einmal differenzierbar sein und es soll 0 < q ^ ei9 0 < r ^ e2 gelten. 
Es gibt dann ein inertiales System so, dass für die Funktionen j \ (a = 1, 2, 3, 4), 
die in diesem System den Weltlinien, die den Funktionen q, r entsprechen, ange
hören, die approximativen Gleichungen 

j\(a) s sinh o - ^J-l q(o) sinh (o - Q) ÚQ , j\(a) s q(Q) sinh (a - Q)ÚQ, 
nO)Jo Jo 

j\(a) £. (q(o) r(p) d/i. sinh (a - Q)\ dQ , j*(o) s - cosh er 

gelten. Die Grösse der Differenz gibt der Satz 3. 

Bemerkung. Nach (1)—(3), (70) kann man aus diesen Sätzen die approximativen 
Gleichungen der Weltlinie und die Grösse des Fehlers bekommen. 
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Souhrn 

PŘIBLIŽNÉ ŘEŠENÍ FRENETOVÝCH FORMULÍ V PŘÍPADĚ 
„MALÝCH" PODÍLŮ ß/P, R/P 

VLADIMÍR PETRŮV, Praha 

V práci je dokázáno, že v jistém inerciálním systému platí pro funkce j \ , které 
pomocí rovnic 

dxa áxa 1 1 Г 
^ - = i«, Л -.-'•?, a = i P(в) 
dт c цcjo 

àQ 

souvisí s rovnicemi světočáry, tyto přibližné rovnice: 
1. Je-li R = 0, je 

Ca 1 
j\(o) s sinh o, j\(o) g q(Q) sinh (or - Q) &Q , j\(o) = 0, fi(a) £ - cosh o 

Jo c 
(kde q =-= QjP, třetí rovnice je přesná). Odhad chyb je dán vzorcem (25) věty 1. 
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II. Je-li JR Ф 0, je 

j\{a) s sinh a - ^ \ q(g) sinh (a - g) dg, j\{a) s í q(o) sinh (a - g)dg, 
K°)Jo Jo 

j\{°) = Í U(Q) [ V ) d/i sinh (a - g)\ dg , j\{a) s i cosh a 

(kde g = Q/P, r = K/P). Odhad chyby je dán vzorcem (70) věty 3. 

Резюме 

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ФОРМУЛ ФРЕНЕ 
ДЛЯ СЛУЧАЯ „МАЛЫХ" ЧАСТНЫХ й/Р, Я/Р 

ВЛАДИМИР ПЕТРУВ (У1аШгтг Ре*шу), Прага 

В работе доказывается, что в определенной инерциальной системе имеют 
место для функций }\, которые связаны с уравнением мировой линии при 
помощи соотношений 

Н * а 1 1 Гт 

их С [1С ^ 0 

следующие приближенные уравнения: 

Если К = 0, то 

С* 1 
]\(а) ^ БШЬ а , )\(а) ^ ^(^) §шЬ (а - о) ^ , ^(а) = 0, ^(о) ^ - созЬ а 

^ о с 

(где д = <2/Р, третье уравнение точное). Оценка погрешностей дается формулой 
(25) теоремы 1. 

Если 1̂  ф 0, то 

Л(сг) ^ $тЬ а - ? У в ( в ) 81пЬ (а - ^)й^, Л(сг) =" «($) зшЬ (о - #) с1<2, 

к ° ^ о ^о 
]1(а) =- ^ д(е) г(д) с1д 8шЬ (сг - <э) | с^ , Дет) 9Ё - совЬ а 

(где # = <2/Р, г = .К/Р). Оценка погрешностей дается формулой (70) теоремы 3. 
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