Casopis pro péstovani matematiky

Leo Bocek

Eine Verschirfung isoperimetrischer Ungleichungen fiir Kurven und Polygone

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 115 (1990), No. 2, 142--146

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108369

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1990

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/108369
http://project.dml.cz

115 (1990) CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY No. 2, 142—146

EINE VERSCHARFUNG ISOPERIMETRISCHER
UNGLEICHUNGEN FUR KURVEN UND POLYGONE

Leo BoCek, Praha

(Eingegangen am 29. 1. 1988)

Zusammenfassung. In der Betrachtung werden isoperimetrische Ungleichungen bewiesen
die die Ungleichungen aus [1] verschidrfen und gleichzeitig die in [2] und [3] abgeleiteten Unglei--
chungen fiir euklidische Riume beliebiger Dimension verallgemeinern.
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Im ersten Teil der Arbeit werden rektifizierbare Kurven im n-dimensionalen eukli-
dischen Raum E, betrachtet. Wir behalten die Voraussetzungen und Bezeichnungen
aus [2], nur ist jetzt k, I. p,ge{1,2, ..., n}.

Es sei also

x;, = x,(1), 1€<0,2n)

eine Parameterdarstellung einer geschlossenen Kurve €, wo x,, x,, .... X, kartesische
Koordinaten in E, sind und der Parameter 7 proportional zur Bogenlinge s der
Kurve € ist, t = 2x s/L, List die Gesamtlinge der Kurve.

Wir setzen wieder
2 .
Fo =4 [37 (xix) — x3x;) dt.

Fir k # 1 ist le,l der Flacheninhalt des Bereiches, der in der (x,x,)-Ebene durch
die orthogonale Projektion der Kurve & begrenzt ist, wobei man noch mit gewisser
Vielfachheit arbeitet.

Sind ¢;; (k < I) beliebige reelle Zahlen, die nicht alle gleich Null sind, so wurde
in [1] (Satz 2) die Ungleichung
(1) 2 z24n C™Y2Y ¢ Fu

k<l

bewiesen, wo C = Y ¢}, In den Arbeiten [2] und [3] wurde diese Ungleichung

k<l
fiir die Falle n = 4 und n = 5 verschirft, was wir weiter fiir beliebiges n verallge-
meinern. Wir setzen zuerst ¢, = 0 und ¢,; = —¢, fiir Kk > [ und stellen uns die

Frage, wie man diese Zahlen bei einer Koordinatentransformation dndern muss,
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wenn der Ausdruck

Z caFu =% cufu

k<l k.l
invariant sein soll. Es ist leicht zu zeigen, dass sich die ¢;, wie dic Koordinaten ciner
antisymmetrischen Bilinearform verhalten. Da wir nur die Koordinatentrans-
formationen betrachten, die von einem kartesischen Koordinatensystem zu wieder
so einem fiihren, die also durch eine orthonormierte Matrix gegeben sind, sind auch
die Werte C und

D zki,lzp,q(q,c,,‘, + Cplut + CigCrp)?

invariant. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass D = 0 genau dann gilt, wenn
die durch ¢, gegebene Bilinearform ein Monom ist, also eine Bilincarform, die man
als antisymmetrisches Tensorprodukt zweier Linearformen bekommt. Invariant
gegeniiber unseren Koordinatentransformationen sind auch alle Eigenwerte der
Matrix (ck,), die entweder gleich Null oder rein imaginér sind.

Zuletzt benutzen wir aus der linearen Algebra die bekannte Behauptung, nach der
man zu jeder antisymmetrischen Bilinearform eine orthonormierte Basis so wéhlen
kann, dass fiir die Koeffizienten ¢,; dieser Form gilt

S — , = 1 , — —
(2) Cipg = —Cyy = Ay C34 = —Cq3 = /Lgyeun,

Car~1.2r = ~Cop2r~1 =)‘r’ )"1 2}222;r>0*
alle andere ¢, sind gleich Null.

Der Rang der Bilinearform ist dann gleich 2r und sie ist genau dann ein Monom,
wenn r = | ist.

Satz 1. Ist C eine geschlossene rektifizierbare Kurve in E, und (cy,) eine von der
Nullmatrix verschiedene antisymmetrische n x n-Matrix, dann gilt fiir die Linge L
der Kurve € die Ungleichung
(3) > 24127y oyFu s

k<l
wo A das Maximum der Betrdge der Eigenwerte der Matrix (c,‘,) bezeichnet. Das
Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn die Kurve eine Kreislinie ist, deren Ebene
die folgende Eigenschaft besitzt: Alle Vektoren u = (u,.u,,....u,) dieser Ebene
entsprechen dem Eigenwert 2i, d.h. Y ccqu; = —2%u,, p=1.2,..., n.
k.l

Beweis. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, das
Koordinatensystem so gewihlt zu haben, dass (2) gilt, es ist dann 2 = ¢;,. Wir
setzen weiter voraus den Nullpunkt des Koordinatensystems im Schwerpunkt der
Kurve ¢ gewihlt zu haben, also gilt
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[¢" x, dt = 0 und nach dem Lemma von Wirtinger ist
.fo xk Ydr =z 50 x; d

das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x, = a, cos T + b, sin 7 ist. Es ist also
Lz/n=2Zj O dr >}:j0 X dr+§§§"x:drg

2n 2n 12

2r
32 dT+ZJ. '(x2,1+x2,)d'c>
i=k

k<l

, 4
22 Z J (x2r 1 X5 — xz,xz,_,)dr = 1 Z ciFyy

womit die Ungleichung (3) bewiesen ist. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann,
wenn X,,_; = Xx,, = 0 fiir die ¢, fiir die 4, < A ist, x, = 0 fir kK > 2r und x,,_; =
= a,cosT + b,sint, x,, = —b,cos T + a,sin 7 fir die ¢, fiir welche 4, = 4 gilt.

Den Beweis des Satzes konnten wir auch mittels der Fourierschen Reihen fiihren.
Der Satz stellt erstens eine Verschirfung der Ungleichung (1) dar, wobei (1) und (3)
nur dann identisch sind, wenn ¢, ein Monom bestimmen. Zweitens ist der Satz
eine Verallgemeinerung der Behauptungen aus den Arbeiten [2] und [3], wo er
fiir n = 4 und n = 5 bewiesen ist.

Ein dhnliches Verfahren konnen wir auch fiir geschlossene Polygone in E, an-
wenden und damit eine Verschiarfung der Ungleichungen aus dem Satz 3 in [1]
bekommen. Wir miissen dann nur die diskrete Analogie des Lemmas von Wirtinger
benutzen. Nach diesem Lemma gilt fiir Vektoren x,, x,, ..., x,, = x, die Ungleichung

(4) % = x;-4]|* = 4sin? ul > =07
j=1 mj=1

m

sobald ) x; = 0 gilt. Das Gleichheitszeichen gilt in der Ungleichung genau dann,
j=1

wenn x; = a cos 2nj/m + b sin 2mj/m ist.

Ist also ein geschlossener Polygon in E, durch die Eckpunkte mit den Ortsvektoren
X; = (Xj1, Xj2s .03 Xju)s Xo = X, j = 1,2,..., m gegeben und lassen wir den Null-
punkt des Koordinatensystems mit dem Schwerpunkt des Polygons zusammenfallen,
so gilt (4). Es seien weiter ¢;; (k, | = 1,2, ..., n) reelle Zahlen, die nicht alle gleich
Null sind und fiir die ¢, = —c¢y, gilt. Es sei fiir k + [

m
= %'Zl(xj—l,kle - xj—l‘lxjk)

der ,,orientierte” Fliacheninhalt des Vielecks, das durch die orthogonale Projektion
des Polygons in die Ebene der Achsen x,, x; entstanden ist. Wir méchten wieder
eine obere Grenze fiir den Ausdruck Y ¢,,F,, finden.
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Satz 2. Fiir ein geschlossenes m-Polygon in E, mit den Eckpunkten x, und fiir
jede antisymmetrische von der Nullmatrix verschiedene Matrix (c,) gilt

(5) Z ”xj - xj~1”2 = 427! tgE Z cuiFy
Jj=1 mek<i

wo A das Maximum der Betrige der Eigenwerte der Matrix (c,,) bezeichnet. Das
Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn das Polygon eben und regelmdssig ist
und die Vektoren der Ebene des Polygons wieder dem in Betrag maximalen Eigen-
wert der Matrix {cy,) entsprechen.

Beweis. Genauso wie im ersten Teil der Arbeit kdnnen wir auch hier voraussetzen,
das Koordinatensystem und entsprechend die Zahlen ¢, so gedndert zu haben, dass
(2) gilt und den Nullpunkt des Koordinatensystems im Schwerpunkt des Polygons
gewdhlt zu haben. Es gilt dann

21”’9 = xj—xHZ = %<1 — tg? ;:%)jz:, ij - xj—l|[2 +
¥ %(1 ¥ tgzﬁ)z %, = %,
mj j
> %(1 —tng)zux,- SR (R )4 P el -

m; j
1Y x; = x;_q|? + 4 tg? %(42 2 = 2 % — x-4]?) =

v

N

X = x| + S tg? %Z Ix; + x;-41[? 2

v
N
u [\/] 3

r
Z [( Xj2t-1 — xj—l,zr—1)2 + (xj,Zt - xj—l,z:)z] +

2

A
+7tg :n_ Zl 21 .2 [(x] 2t—1 +x_}—1 2t— l) +(xj 2t+x1—12t)]
j=1t=1 A

m r
2 Z z - tg——[ (xj 20-1 — xj—1,21—1)(xj,2t + Xj_1,2) +
=14

+ (xj,ll - xj—l,z:) (xj,Zt—l + xj—l,lt—l)] =

2 TC m r

= -tg— z th(xj.zrxj—l,h—l - xj.Zt—lxj—l,zr) =
A mij=1:1=1
4

T « 4 =
= -1g— Z'ltht—-l,Zt =;tg— Y cuFi -

A mi=1 L mk<i

Das Gleichheitszeichen gilt in (5) genau dann, wenn X, ,,_; = X; ,, = 0 fiir alle j
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und die ¢, fiir die 4, < 1 ist, weiter x;, = O fiir alle j und k > 2r und

2nj . 2mj

Xj2t—1 = a,COS = + b, sin 2
’ m m
2nj . 2mj

Xj 2 = —b, cos + a,si 2nj
m m

fiir ¢+ mit der Eigenschaft A, = A, womit der Satz bewiesen ist.
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Souhrn

ZOSTRENI ISOPERIMETRICKYCH NEROVNOSTI PRO KRIVKY A POLYGONY

LEo BoCEK

V praci jsou dokazany isoperimetrické nerovnosti, jeZ jsou zostfenim nerovnosti z prace [1]
a soufasné& zobeciiuji nerovnosti odvozené v [2} a [3] na euklidovské prostory libovolné dimenze.

Pe3ome

VCWJIEHUE M3OIIEPUMETPUMYECKUX HEPABEHCTB
IJ1s1 KPUBBIX U ITOJIMUTOHOB

Leo BoCek

B pa6ote mokasaHbl M30NEPUMETPHYECKME HEPABEHCTBA, KOTOPbIE SIBJIAIOTCS YCHIIEHHMEM Hepa-
BeHCTB M3 paboTsl [1] u ogHOBpeMeHHO 0000mMeHneM HepaBeHCTB U3 [2] u [3] Ha eBKIMOOBBLI NPO-
CTPaHCTBA NPOU3BOJIBHONM Pa3MEPHOCTH.
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