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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 92 (1967), Praha 

ESTE O JEDNEJ TRIEDE RACIONÁLNYCH KRIVIEK 

NIKOLAJ PODTJAGIN, Bratislava 

(Došlo dňa 27. januára 1966) 

Cielom tohoto článkuje zovšeobecniť výsledky, ku ktorým dospěl autor vo svojom 
pr-edchádzajúcom článku [1]. Použitím rovnakej metody sa v ňom dokazuje, že 
všetky epiepicykloidy, epihypocykloidy, hypoepicykloidy a hypohypocykloidy, 
pokiafsťLuzavřete, sú racionálně křivky. Ich stupeň sa dá určiť jediným, pre všetky 
tieto křivky spoločným vzorcom. 

1. Parametrické rovnice kriviek triedy PP. Východiskom naších úvah je nasledu-
dujúca úloha: Úsečka O A sa rovnoměrné otáčka pkolo bodu O. Druhá účseka AB 

Obr. 1. 

sa rovnoměrné otáča okolo pohyblivého konca A prvej úsečky O A. Tretia úsečka 
BM sa rovnoměrné otáča okolo konca B úsečky AB. Třeba určiť křivku, ktorú pri 
tomto zloŽenom pohybe opisuje koniec M úsečky BM (obr. 1). 

Tie hladané křivky, ktoré sú uzavřete, považujme za prvky istej množiny, ktorú 
pre stručnosť nazveme triedou PP. 
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V ďalšom budeme písmenami a, b, c označovať samotné úsečky OA9 ABf BM i ich 
dížky. 

Zo samotnej definície kriviek triedy PP vyplývajú tieto ich vlastnosti: 

1) křivka móže prechádzať pevným bodom O len vtedy, keď dlžky úsečiek a, b, c 
vyhovujú podmienkám 

a ^ b + c, b ^ a + c, c ^ a + b , 

2) vzdialenosť bodov každej křivky od pevného bodu O nie je váčšia ako a + b + c. 
Pri určovaní rovnic kriviek triedy PP postupujme takto: Zvolme pevný bod O 

za počiatok pravouhlej súradnicovej sústavy XY a predpokladajme, že v okamihu 
začatia pohybu body A9 B9 M ležali na osi X9 pričom bod A sa nachádzal medzi 
bodmi O a f i a bod B sa nachádzal medzi bodmi A a M. Predpokladajme ďalej, že 
za istý čas t sa úsečka a pootočila o uhol a, úsečka b o uhol p vzhladom.na úsečku a, 
teda o uhol a + p vzhladom na súradnicovú sústavu a úsečka c o uhol y vzhladom 
na úsečku b, teda o uhol a + p + y vzhladom na súradnicovú sústavu. Ak pre-
mitneme vektory OA9 AB9 BM, 0*M do súradnicových osí, dostaneme rovnice 

(1) x == a . cos a + b . cos (a + p) + c. cos (a + P + y) , 

y = a . sin a + b . sin (a + j3) + c . sin (a + p + y), 

kde x a y sú súradnice bodu M v čase t. 
Označme v uhlovú rychlosť otáčania sa úsečky a, vf uhlovú rýchlosť otáčania sa 

úsečky b vzhladom na úsečku a, v" uhlovú rýchlosť otáčania sa úsečky c vzhladom na 
úsečku b. Vzhladom na súradnicovú sústavu uhlové rychlosti otáčania sa úsečiek 
a, b, c postupné budu v9 v + v'9 v + v' + v". Z rovnic 

a = t?.í, P = v'. ř, y ** v" .t 

potom dostaneme 

£ -vl 
— 9 

y _ V" 
a v CC V 

Ak teraz poměr rychlostí v'\v označíme písmenom m a poměr rychlostí v"\v zasa 
písmenom m'9 rovnice (1) mdžeme písať v tvare 

(2) x = a . cos a + b . cos (1 + m) a + c . cos (1 + m + m') a , 

y « a . sin a + b . sin (1 + m) a + c . sin (1 + m + m!) a . 

Možno sa lahko presvedčiť, & rovnice (2) určujú uzavretú křivku, teda křivku 
triedy PP, vtedy a len vtedy, keď poměry mam' rychlostí otáčania sa úsečiek a, b, c 
sú vyjádřené racionálnymi číslami. 
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Položme m * p/f, m! m ýfa', kde p a q ako i p' a q' sú nesúdeUtelné čísla. Po
ložme ďalej ajqq' « co. Potom rovnice (2) nadobúdajú tvar 

(3) x -» a . cos ##'co 4- b . cos (p 4- q) g'co 4- c . cos (p'q + pq' 4- ##') co , 

y -»' a . sin g '̂co + b . sin (p 4- q) q'co 4- c . sin (p'q + pq' 4- qq') co . 

Ak sa úsečky b, c otáčajú v zmysloch opačných zmyslu otáčania úsečky a, podiely 
rychlostí otáčania m » p/g, m' =- p'\q' sú záporné. V ďalšom pre určitosť budeme 
předpokládat, že čísla q a flr sú kladné. Čísla p a p' sú potom kladné, ak zmysel 
otáčania sa úsečky b a c je zhodný so zmyslom otáčania sa úsečky a, čísla p a p' sú 
záporné* ak zmysel otáčania sa úsečky b a c je opačný zmyslu otáčania sa úsečky a. 

Súradnice x a y bodov křivky triedy PP, definované rovnicami (3), sú periodické 
funkcie parametra co. Ich spoločná perioda je určená každým z troch zlomkov 

/jtv - 2kn 2ktn 2k2n 
(4) • -qq' \p + q\ q' \p'q + pq' + €g' | ' 

kde fc, fci, fc2 sú najmenšie celé kladné čísla, pre ktoré je splněná podmienka ich rov
nosti. 

Podmienka (4) je rovnocenná s podmienkou 

h _ \P + q\ kz _ \p'q + pq' + qq'\ ^ 
k q ' fc qq' 

Označme q najvlčší spoločný dělitel čísel q a q' a položme 

4 = f . qi» 4' = q >q2 . 

Predchádzajúce rovnosti potom možno písať v tvare 

fei ^ b + ffl fc2 „ ,P'<?i + M2 + ^€2! 
fc q*q\ ' k q-qi-q2 

PretoŽe čísla p a q ako i čísla p' a #' sú nesúdelitelné, zlomky na pravých stranách 
týchto rovností sa nedajú už zjednodušiť. Najmenšie hodnoty konstant fc, ku fc2, 
ktoré vyhovujů týmto rovniciam, teda sú 

k * f • q% *q2 , fci - \p + s| -2a > 2̂ - |p'€i + Pq% + €£2 | . 

Pre tieto hodnoty konítánt fc, kt9 fc2 každý zo zlomkov (4) sa rovná 2n\q. Súradnice 
xf y bodov křivky triedy PP sú teda periodické funkcie parametra co so spoločnou 
periodou 2ir/|: pri zmene parametra m od nuly do 2n\q křivka bude celá opísaná. 
V ďalšom budeme predpokladať, že parameter co je nezáporný a mění sa v intervale 
[0,2*/f). 
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Pretože křivky triedy PP podlá definície sú vytvořené otáčanim sa troch úsečiek 
a, b, c, konstanty a, b, c, p9 q9 p\ q' nemóžu sa rovnaťnule. Pretože ďalej pre p + q = 
= 0 alebo pre p'q + pqf + qq' = 0 rovnice (3) urČujú v článku [1] už podrobné 
preskúmané křivky triedy P, v ďalšorn budeme tiež predpokladať, že 

p + q*09 p'q + pq' + qq' 4=0. 

2, Základné typy kriviek triedy PP. Predpokladajme, že po pevnom kruhu A 
(obr. 2) o poloměre R sa rovnoměrné valí v kladnom zmysle, tj. v zmysle opačnom 
otáčaniu sa hodinových ruČičiek, 
kruh B o poloměre rt a po kruhu 
B sa rovnoměrné bez smyku valí 
vzhladom na kruh B v kladnom 
zmysle kruh C o polmere r2. 

Keď sa kruh B valí mimo kru
hu AI a kruh C mimo kruhu B9 

křivku, ktorú pri tomto zloženom 
pohybe opisuje bod M, pevné 
spojený s kruhom C, nazýváme 
epiepicykloidou [2]. Keďsa kruh 
Uvalí po obvode kruhu Aizvnútra 
a kruh C sa valí po obvode kruhu 
B zvonka, křivku, ktorú opíše bod 
M, nazýváme epihypocykloidou. 
Keďsa kruh B valí po obvode kru
hu A zvonku a kruh C po obvode 
kruhu B zvnútra, křivku, ktorú opíše bod M nazýváme hypoepicykloidou. Napo-
kon, keď sa kruh B valí po obvode kruhu A zvnútra a kruh C po obvode kruhu B 
tiež zvnútra, křivku, ktorú opíše bod M, nazýváme hypohypocykloidou. 

Je zrejme, že velkosti polomerov R9 rí9 r2 kruhov A9 B9 C ešte neurčujú křivku, 
ktorú opíše bod M. Táto závisí tiež od poměru rychlostí valenia sa kruhov B a C. 

Uvažujme napr. epiepicykloidu. Predpokladajme, že za určitý čas sa kruh B otočil 
o uhol tt a za ten istý čas sa kruh C otočil o uhol t3. Z obr. 21ahko najdeme hodnoty 
súradnic bodu M Madanej křivky: 

(5) x = (R + rt) cos t + (rx + r2) cos (t + tt + t2) + h . cos (t + tt + t2 + t3)9 

y = (R + rx) sin t + (rt + r2) sin (t + tt + t2) + h. sin (t + t% + t2 + ř3), 

kde h je vzdialenosť bodu M od středu kruhu C. 
Pre h = r2 epiepicykloidu nazýváme prostou, pre h > r2 predíženou a pre h <r2 

skrátenou. 

Obг. 2. 
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Prctože otáčanie sa kruhov B a C s a děje bez Smyku, musíme mať 

rttt « R . t, r2ř3 = r t . t2 . 

R Ar2 , 
ri r. 

Z toho 

(6) 

kde A «• ř3/í je dáaé číslo, ktoré závisí od poměru rychlostí otáčania sa kruhov B a C. 

K — • 

Obr. 3. Obr. 4. 

Eahko by sme sa mohli presvedčiť, že bod M opíše uzavretú křivku vtedy a len 
vtedy, ked čísla A, Rjrx a r2jrt sú racionálně. 

Po dosadení hodnot (6) uhlov tu í2, í3 do rovnic (5), dostaneme 

x =. (R + rx) cos í + (r t + r2) cos t + 

+ h.cos^±n±áLL±iút 

/** \ . / \ . Jx 4* r« 4~ Xr<r y - (R 4- r t ) srn í 4- (rx 4- r2) srn ± * ř 4-

Ř , . R 4- r t 4- A(rt 4- r2) 4- A . srn i a-* ^ ř. 

Možno sa lahko presvedčiť, Že epiepicykloidy, určené týmito rovnicami, sú křivky 
triedy PP, ktoré sú dané tiež rovnicami (3), v ktorých 

p R 4- Ar2 
, л » 

« 9 »Ч 
, & = R + rlt Ь =» r t + r 2 , c = h 
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Pře c = h s* r2 příslušná křivka je prostá epiepicykloida. Jednoduchý výpočet nám 
ukáže, že to bude vtedy, keď konstanty rovnic (3) vyhovujú podmienke 

At = aqq' - b(p + q)q' + c(p'q + pq' + qq') « 0. 

Analogickým postupon najdeme rovnice ostatných zovšeobecnených epicykloíd 
a hypocykJoíd. 

Epihypocykloida je určená rovnicami (obr. 3) 

x = (jR - rt) cos t + (rx + r2) cos —~~ 1 ~~ r% t + 
r% 

. R — rt — k(rt + r2) 
+ h . cos v 1 2 / t, 

*"i 

y = (JR - rx) sin ř - (^ + r2) sin — ~ x ~"—- t -
r 

, . JR — r± — A(ri + r2) 
- h . sm 5ui £1 1 . 

ri 

Hypoepicykloida je určená rovnicami (obr. 4) 
x =. (R + rx) cos ř + (r t - r2) cos r i """ r% t + 

r% 
. R + rt+ k(rt - r2) ^ + h . cos *-= =-• ř, 

ri 

/_ \ . / \ . R + r% — kr>> 
y = (R + rx) sm ř + (r! - r2) sm t + 

. . R + rt + k(rt - r2) 
+ ft . sm i =* *. 

**i 

Hypohypocykloida je určená rovnicami (obr. 5) 
x == (R — r ^ cos ř + (r t - r2) cos -= = í + 

r% 
rt - R + k(rt - r2) 

+ ft . cos -= ^4 =-? ř, 

y - (.R - r^s inř + (r t - r2)sin r i ~ R " A r * ř + 
f i 

, , . rx - R + k(rt - r2) + ft . sm -i ---i ti t. 
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Rovnic* (3) ur6ujá prostu epihypocykloidu, ak platí 

A2 = aqq' + b(p + q) q' - c(p'q + pg' + qq') ==. 0 , 

prostu hypoepicykloidu, ak platí 

A% m nqq' ~ b(p + q)q' - c(p'^ + p#' + M ' ) ^ o 

a prostu hypohypocykloidu, ak platí 

A4 = a$g' + b(j> + 4) #' + c(p'q + pg' + ##') = o . 

Obг. 5. 

Pretože podlá předpokladu je p + q =t- 0, p'q + />#' + 33' #= 0, možno sa Tahko 
presvedčiť, Že keď jeden z výrazov J l t . A2, -43, A4 sa rovná nule, ostatné tri musia 
byť od nuly rdzne. Pri zachovaní počiatočných poloh kruhov B a C , vyplývajúcich 
z obrázkov 2, 3,4 a 5, avšak pri zmene zmyslu ich valenia sa, znamienko parametra X 
sa v uvažovaných rovniciaeh kriviek mění. Přitom však uvedené tvary výrazov A% 

(i *- 1,2, 3,4) se nemenia. 

3. Základné vlastnosti kriviek triedy PP. Z rovnic (3) pre vzdialenosť Q = 
•* *J(x2 + y2) bodu křivky od podiatku súradnicovej sústavy dostaneme 

(7) Q% = aa + b 2 + c 2 + 2ab. cos pq'w + 2ac. cos (p'q + p#') CÖ + 

+ 2bc. cos p'qco . 

PretoŽe konstanty a, b, c sú kladné, usudzujeme, že bodom, vzdialeným od počiatku 
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súradnicovej sústavy na vzdialenosť Q = a + b + c, odpovedajú len tie hodnoty 
parametra co, pre ktoré platia rovnosti 

(8) cos p'qco = cos pq'co = 1. 

Táto podmienka zrejme platí pre co = 0. Je však splněná aj pre 

/ r A 2kn 2k*n 
(9) ( » = - — = pJ-~., 

\P\ * H « 
kde k a fex sú celé kladné Čísla. 

Označme teraz p najváčší spoločný dělitel čísel jjp| a |p'| a položme p = p . pu 

P' — P -P2- Vzorec (9) možeme potom písať v tvare 
/.̂ x 2k7i 2k*n 
(10) CO = :— : = r~~ . P9\Pi\9i PZ\Pi\4i 

Čísla k a kt musia potom vyhovovať podmienke 

(a) k i - H ^ f c . 
|Pl|«2 

Pretože |p 2 | «i a |Pi| «2 sú celé nesúdelitelné čísla, číslo k musí byť nasobkom čísla 
\Pi\ «2» Keďpoložíme k = jpi] q2k2, kde fc2 je opáť prirodzené číslo, z rovnosti (11) 
dostáváme kt = |p 2 | «ifc2

 a z rovností (10) potom máme 

(12) co = - ^ . 

Pretože pre všetky hodnoty co máme c» < 2njq, z toho usudzujeme, že na každej kriv-
ke triedy PP vždy existuje presne p bodov, vzdialených od počiatku súradnicovej 
sústavy na vzdialenosť Q = a + b -F c, určených vzorcom (12), kde fc2 = 0,1, 2,... 
. . . , p - l . 

Dokážeme, že všetky tieto body sú rdzne, tj. že každému z týchto bodov odpovedá 
len jedna hodnota parametra CD. Predpokladajme opak, tj. nech napr. niektorému 
bodu, vzdialenému od počiatku súradnicovej sústavy na vzdialenosť Q = a + b 4- c 
odpovedajú dve rózne hodnoty parametra co: 

2k'n 2k"n 
cox = , co2 = — - , 

M P« 
ke k! < k". 

Pretože pri splnění podmienok (8) rovnice (3) nadobúdajú tvar 
x « (a + b + c) cos qq'm, y = (a + b -h c) sin qq'co, 

301 



vidíme, že musia nutné platiť aj rovnosti 

cos qq'(o2 = cos qq'(ot, sin qq'(o2 = sin qq'(ot. 

Tieto však m6žu byť splněné len vtedy, keď qq'(o2 - qq'(ox = 2fc'"7t, kde fc'" je isté 
prirodzené číslo. Musíme teda mať 

2qq'k"n _ 2qq'k'n = 2 f c W 

pq pq 
alebo 

fc* - k' « - Í - fc'". 

PretoŽe celé čísla j> a qq2 nemajú spoločných delitelov, celé číslo fc'" musí byť děli
telné číslom qq2. Ak položíme fc'" = qq2 . fc, kde fc je opáť celé kladné číslo, dosta
neme fc* — fc' .-= f. fc. Avšak celé nazáporné čísla fc' a fc" nie sú váčšie ako číslo 
p - 1. Posledná rovnosť nemóže byť teda splněná pre fc' 4= fc". 

Z rovnic (3) ďalej dostaneme 

(l3) ( £ T + ( £ ) 2 = aV*'2+bV2(p+*)2+c2{p,q+M'+**,)2+ 

+ 2ábqq'(p + g) cos pqr(o + 2aeg#'(p'# + pq' + #g') cos (p'# + pq') m + 

+ 2bcq'(p + q) (p'q + pq' + ##') cos p'̂ co . 

Za podmienok (8) má táto rovnica tvar 

(14) (áx\á(of + (dyjdw)2 « [a^^' + fc(p + <?)«' + c(p'€ + M ' + qq')? = 4 . 

Viděli sme. Že na kaŽdej krivke triedy PP existuje p bodov, pre ktoré Q = a + b + c 
a ktorým odpovedajú jediné hodnoty parametra (o. Rovnica (14) nám hovoří, že 
všetky tieto body sů regulárně body u všetkých kriviek triedy PP s výnimkou prostých 
hypohypocykloíd, pre ktoré, ako sme viděli* platí A4 =-= 0. 

Pre 

(15) cos pq'co = — 1, cos p'qco -* 1 

z rovnosti (7) dostaneme Q » ja - b - c|. Podmienky (15) sú splněné pre 

(O » 
(2fc + 1) % _ 2ky% 

\PW ~\P'W 

kde k je celé nezáporné číslo a fc* je celé kladné číslo. 
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Ak napíšeme tieto rovnosti v tvare 

( 1 6 ) g , - ^ 1 * * - 2 f e * « 
P\Pí\ Mi p\p2\ qq% 

dostaneme 

(17) 
2kl = ЩЗ±(2k+l), 

\Pi\ qг 

Pretože čísla |p 2 | qx a \px\ q2 nemajú spoločných delitelov, rovnosť (17) mdŽe platiť 
len vtedy, keď aspoň jedno z čísel \p2\ a qx je číslo párne. Avšak keď číslo \p2\ qx je 
párne, Číslo \px\ q2 musí byť nepárne. Mdžeme tedy položiť 2fc 4- 1 » (2fe2 + 1). 
• |Pi| qi> kde fe2 je celé nezáporné číslo. Vzorec (17) teraz nadobúda tvar 2kx «• 
= (2fc2 + 1) |j>2| qx. Z rovností (16) potom dostaneme 

(18) o > - ( 2 f c a + 1 ) n , ( f c 2 « 0 , l , 2 , . . . , p - l ) . 
M 

Z toho usudzujeme, že na každej krivke triedy PP pre |p 2 | qx párne vždy existuje p 
bodov, vzdialenosť ktorých od počiatku súradnicovej sústavy je Q =- |a — b — c| 
a ktoré sú určené vzorcom (18). 

Aj tu by sme sa mohli presvedčiť, že v případe, keď rovnosť (7) nám dává Q ==-
= |a — b — c| len za podmienok (15), každému bodu, vzdialenosť ktorého od 
počiatku súradnicovej sústavy je Q = |a — b — c| > 0, odpovedá len jedna hodnota 
parametra co. Avšak móže sa stať, že pre niektoré hodnoty konstant a, b, c rovnosť 
(7) dává Q =- |a - b — c| nie len pre hodnoty parametra co vyhovujúce podmienkám 
(15), ale i pre niektoré iné jeho hodnoty. Avšak z rovnosti (7) mdžeme dostať rovnosť 
Q =- |a — b — c| len pre určitý konečný počet izolovaných hodnot co e [0,2njq). 
To ale znamená, že pre |p 2 | qx párne na každej krivke triedy PP vždy existujú inter
valy (co\ CO*) € [0, 2njq) také, v ktorých sa nachádzajú body, určené jedinými hodno
tami parametra co e (co', a>"), definovanými vzorcom (18). Pre a — b — c =- 0 
počiatok súradnicovej sústavy je aspoň p násobným bodom. 

Za podmienok (15) rovnosť (13) dává 

(£Y+ (£)*- Þм' - HP + q)q'- <P'I + w' + мOľ - *\ 

Vidíme, že body určené rovnosťami (15) v spomenutých intervaloch (a/, co") pre 
J 3 =f= 0 sú bodmi regulárnymi. A pretože A3 a AA sa nemóžu súčasne rovnať nule, 
vyplývá z toho, že u prostej hypohypocykloidy pre \p2\qx párnom a pre a ~ b ~ c 4= 
=j= 0 vždy existujú intervaly, v ktorých sa nachádzajú jej regulárně body, ktorým 
odpovedajú jediné hodnoty parametra co. 

Ak pre \p2\ qx párne máme a — b — c •» 0, křivka prechádza počiatkom súradni
covej sústavy, ktorý je aspoň p násobným bodom tejto křivky. Avšak aj v tomto 
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případe existujú intervaly (co', co"), v ktorých počiatku súradnicovej sústavy odpovedá 
len jedna hodnota parametra co z týchto intervalov. 

Podobnými úvahami mohli by sme dokázať, že na každej krivke triedy PP pre 
|.Pi|» |j>2|> €I> €2 nepárne existuje aspoň p rázných bodov, ktorých vzdialenosť od 
počiatku súradnicovej sústavy je Q = |b - a — c| > 0 a ktoré sú definované vzorcom 
(18) a pre \p%\ q2 párne p bodov, ktorých vzdialenosť od počiatku súradnicovej 
sústavy je Q =- |c — a — b| > 0 a ktoré sú definované tým istým vzorcom (18). Pre 
b . - a - c - s O v prvom případe a pre c - a - b = 0 v druhom případe křivka 
prechádza počiatkom súradnicovej sústavy, ktorý je jej aspoň p násobným bodom. 

Analogicky sa možno tiež presvedčiť aj o tom, že u prostých hypohypocykloíd 
vždy existujú intervaly (co', <o") také, v ktorých všetky spomenuté body sú bodmi 
regulárnymi, ktorým v týchto intervaloch odpovedajú jediné hodnoty parametra co. 

4. Základná veta. Teraz dokážeme tuto základnu vetu: 

Veta: Křivky triedy PP, určené rovnicami (3), sú racionálnymi křivkami. Ich 
stupeň n je daný vzorcom 

(19) n - \p'q\ + \pq'\ + \p'q + pqf + 2qq'\, 

keď konstanty p a p' majú rovnaké znamienka. Tento vzorec platí aj v týchto dvoch 
pripadoch: 

1) P' < 0» P > 0, p'q + pqf + 2qq' £ 0, í 

2) pf > 0, p < 0, pfq + pq' + 2qq' £ 0. 

V pripadoch, keď 

1) pf < 0, p > 0, pfq + pq' + 2qq' < 0, 
2) P' > 0, p < 0, p'q + pq' + 2qq' > 0, 

platí nerovnost 
n < \pfq\ + \pqf\ + \p'q + pq' + 2qq'\. 

Dókaz. Napišme rovnice (3) v tvare 

x s* - (e**ťm + e"~***'m) + - feiip+q)9'm + e
mmtiP+*')*'»'] 4. 

2 V J 2l J 

.4-!? ry<p*f+«*'+««')• + e--(.p'«+i»f'+««')«»"T 
2 

y m JL (f1**'* - #-<••'•)•+ J i [<-'(!»+«)«'<» _ e*-i(l>+f)«'-»] + 

4 £.. ry(*'f+i*'+f«')to _ e-i(p'q+p*'+««')»! 
2iL J 
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a položme e = T. Tieto rovnice potom budu mať tvar 

(20) х = - [а(т«' + г - " ) + Ь(т и ' + «' + т - и ' - « ' ) + 

+ c I т P'« + P«' + ««' + T-P'«-P«'-««'\"| 

y = - l [ a (т € € ' - т~€€') + b ( т м ' + € € ' - T " и ' " « ' ) + 

+ c f т p € + P € + € € — т~"P €~P€ "~€€T| 

mamě Ďalej 

^^Hmř^m-^[(fHm-
Z toho, čo sme povedali už skór, vyplývá, že na každej krivke triedy PP existujú 

intervaly (co', co"), v ktorých sa nachádza aspoň jeden bod, ktorému odpovedá jediná 
hodnota parametra T, pre ktorú platí nerovnosť 

(fHfH 
Položme ďalej 

^ k l Xo XІ x2 v 
x = — , y = - i , т = - . 

x 3 X3 /i 

Rovnice (20) potom nadobudnú tvar 

(21) ^ i T a f í + ^ U b ^ 
v ;

 JC3 2L V * v€€7 ^ i« ' *« ' VM'+««7
 T 

/vP'« + M'+««' »p'9 + P«'+««'\-J 

^p'« + P«'+««' VJ>'« + M'+««'JJ ' 

*3 2 L v 1 ^ ' v € € 7 + \nn'*m' vM '+€€ '/ 

( vP'« + P«'+4«' „*'« + P«'+««\- | 

^P'«+M'+««' ~~ vP'«+M'+««') I * 
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Rozoberme teraz tieto možné případy: 
1) p' > 0, p > 0. Ak napíSeme rovnice (21) v tvare 

žl « ; ra( vp'fl+p«'+2«4' p'«+P4' + 

x 2 v p f + P € ' + € € ' i |P'«+^«'+ f f ' 

^ vP'« + P«'»P'«+Pf' + 2ffl' ^ WvP'« + 2pfl' + 2flfl' p'fl ^ 

+ vP'«UP € + 2 p , + 2 € € ' ) + c(v2(p'€ + P € + € € ) + i|2(P'* + M'+««')\"J 

** » , A * , , ,x , [a(vp '€ + P € '+ 2 €V'*+^ -

x 2 V P «+P« +«« i|P « + P « +«« L v 

_ VP'« + P«'„P'«+P«'+ 2«fl'\ _̂  ^/VP'4 + 2P4' +244'„P'4 _ 

_ vP'«„P'« + 2pfl' + 24fl'\ ^ c/v2(p'fl + pfl' + flfl') _ „2(p'fl + pfl'+flfl')yi 

vidíme, že homogenně sóradnice xl9 xl9 x3 bodov kriviek, definovaných rovnicami 
(3), v danom případe móžeme určií týmito binárnymi formami parametrov v a It: 

<rxi -e a(vP€+P€+2p€ 'uP€+P€ + vP€+P€ uP€+P€ +2€€>) + 

+ b(vP€+2p€ '+2pp 'uP€ + V P € JU P € + 2 P € + 2 € € ) + 

+ c(v2(p€+P€ +€€ * + u2(P€+P€+€€ *) 

cx2 = -i[a(vp'€+P€'+2€€'/ip'€+P€' - v
p'€+P€'jup'€+P€'+2€€') + 

+ b ( v P € + 2 p € + 2 f € ' U P € — vP'«i|P'« + 2P4' + 2flfl'\ ^ 

+ c ( v 2 ( P € + P € + € € ^ — „2(p'fl + pf' + flfl')\ 

ax3 « 2vp '€+P€ '+€€V€+P€ '+€€ ' , 

kde a je koeficient úměrnosti. 
Z toho vidíme, Že křivka triedy PP je v danom případe racionálnou křivkou stupňa 

2{p'q + pq' + qq'\ A pretoŽe podlá předpokladu p' a p sú čísla kladné, móžeme 
písaf 

2(l>'9 + P«' + M') = |p'4| + | M ' | + \p'q + P3' + 2qq'\. 

2) p' < 0, p < 0, p'q + pg' + 2qq' > 0. Z rovnic (21) v tomto případe určíme 
tieto binárně formy pre homogenně súradnice x%9 xl9 x3 bodov křivky triedy PP: 

<?xt - a(v2f€' + M2i*') + b(vP€ '+2€€>"M ' + v-«>w '+ 2 M ' ) + 
+ c ( v P € + JP€' + 2««'i|""P'«-P«' 4. v-P'«~P«'»P'« + Pfl' + 2flfl'\ 

ax2 . - -~i[a(v2€€' - M2**') + b ^ ^ V * * ' -

v 
-P«'iiP«' + 2fft\ j ^ c/vP'«+P«' + 2««'^-p'fl-pfl' 

V 
*P'«-P«'liP'«+Pf' + 2flf' '„ř-+«' + -« Y| 

crx3 - 2v««y«'. 
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Vidíme, že křivka triedy PP v uvažovanom případe je racionálna křivka stupňa 
2qq'. Pretože teraz p a p' sú čísla záporné a p'q + pq' + 2qq' > 0, máme 

2qqf = \p9q\ + | M ' | + \p'q + W' + 2qq'\ . 

3) p' < 0, p < 0, p'# + pq' + 294' | 0 . V tomto případe z rovnic (21) možno 
určiť 

axx = a(v~p'€~P€'/rp'€~P€'~2€f' + v~|,'€~M'~2€€>~,,'€~|,€') + 

+ \)(V"~p'*n~"pq~"2pť~"2qť + v~P€~2p€'~2€€'/i~P€) + 

ax2 = -/[a(v"J[,'€~,,€>"p'€~,,€'"2ff' - v~p'€~P€'~2€€'/rp'f~pf') + 

+ b(v~P€u~P€~2p€ ~2€€ — v~P€~2p€ ~2€€'u~P€) + 

+ c(v~2(P€+P€+€€) — i|~2<-''€+-'€'+€€'>Y| 

<rx3 = 2v~p'€~P€'~€€'/Tp'€"P€'~í€'. 

V danom případe rovnice (3) určujú racionálnu křivku, ktorej stupeň sa rovná 
—2(p'q + pq' + qq'). Avšak aj teraz máme 

-%j>'q + W' + ««') = |p'«| + N I + |l>'« + M' + 29«'|. 
4) p' < 0, p > 0, p"q + pg' + 2##' ^ 0. V tomto případe homogenně súradnice 

xi9 x2, x3 bodov triedy PP možno určiť binárnymi formami 

axi = a(vM'+2€€'juM' + v M y f ' + 2 M ' ) + b(v
2(pf '+ff ') + ^pť^ť)) + 

+ c(v
p'«+2p€'+2€€'»~*,,'€ -f v~P€ju|,'f+2p€'+2f€') 

<xx2 = -í[a(vw '+2ffM | , f ' - vpťfipť+2qť) + 
+ b(v2(p€ + € € ) — fi2^'"^^')) 4. c(v-

?'€+2->€'+2€€'u~"p'€ — 

__ V-P'4„P'«+2P9' + 2««'\"1 

<TX3 m 2vPť+qťHPq'+qť . 
Křivka triedy PP je v tomto případe racionálnou křivkou, ktorej stupeň sa rovná 

2(pq' + qq'). To však znamená, že jej stupeň je opat daný vzorcom (19), pretože aj 
teraz máme 

2(p<ť + qq') = \p'q\ + \pq'\ + \p'q + pq' + 2qq'\ . 

5) pr < 0, p > 0, p'q + pq' + 2##' < 0. Homogenně súradnice x t, x2, X3 
bodov křivky triedy PP sú teraz dané binárnymi formami parametrov v a ju tvaru 

axx - a(v~pVp '€~2€€ ' + v~p'€"2€€>-p'€) + 

+ b(vPf'~P'f/i-"P'€~P€'""2€€' + y--l'«--í«'-2«€'jtiM'--l'«) -F 

+ c(vpf'iu"2p'€"P€'~2€€' + v~2p'€""P€'*"2€f>pf') , 
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ax2 - -i[a(v-p'*/i- | ,'4-2«' - v-r'*-2<»i'n-r'<) + 

+ W~>P*'-p'9U.-pq-p9'-2ii' — y-p'<-M'-2qq'pq'-p'q\ + 

+ c(vP9'u,-2p'q~pq'-2n' — y-2*'*~F>'-2**' uM'X\ 

ax3 = 2v-p ' a-«'u-"'4-«'. 

Pretože polynomy, ktoré sme určili pre xu x2 majú spoločných delitelov s polynó-
mom, ktorý sme našli pre x3, křivka triedy PP je v tomto případe racionálnou 
křivkou, ktorej stupeň n je daný nerovnosťou 

n< -2(p'q + qq'). 

Avšak teraz máme 

-2(p'q + qq') = \p'q\ + \pq'\ + \p'q + pq' + 2qq'\ . 

6) p' > 0, p < 0, p'q + pq' + 2qq' «_ 0. Homogenně súradnice x_, x2, x3 bodov 
křivky triedy PP sú teraz binárnymi formami parametrov v a JÁ tvaru 

ax_ = aO^Vr*'"2*' + v-
M'"2ff>-pf') + 

4- b(pC2m'"~2qq' + v-2**'-2**') + 

-F c(vP9u"~P9~"2pq "~2qq' -F v" i P f-2 p f'-2 f f'íi í'' f) 

ax2 « -i[a(v" P f '/i" | , f '- 2 f f ' - v"*' 1 " 2 *^"^') + 
W»-2ii_'-2_c2' __ y-2p_'-2gf'\ _̂ Qíyp'q -p'q-2pq'-2qq' ^ 

V 'p'q~2pq'-2qq'np'f П]. 
<rx3 = 2 v " F f ' " f f > " M ' " f f ' . 

V tomto případe křivka triedy PP je racionálna křivka stupňa — 2(pq' + qq') 
a opáť máme 

~2(pq' + qq') - \p'q\ + \pq'\ + \p'q + pq' + 2qq'\ . 

7) p' > 0, p < 0, p'q + pq' + 2qqř > 0. V tomto případe mdžeme P í s a í 

<rx_ « a (v * ' f + 2 f V € + v * V ' f + 2 f f i ) + 
+ bfvp ' f+M '+2f f ' / ip ' f" f f ' + vp'f""M'iip'f+M'+2f€') + 
_^ C / V 2_>' . + M ' + 2««' - M ' _|_ V~M'»2p'q + pq' + 2qq'\ 

0X% m ~ í [a(v* ' f + 2 fV' € - v * V ' f + 2f f ') + 
+ b(vPf + Ff ' + 2ff'M-»'«~«' _- vP'«~M'„J»'«+M' + 2_«'\ ^ 

4- {^v2#'f"l"M'+2ff'u"**' — v"M'tí2p f + P f + 2 f f ' ) l 

o*s « 2y»' f+ fV' f+ f f ' . 
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V tomto případe křivka triedy PP je racionálna křivka, ktorej stupeň n je daný 
nerovnosfou 

n < 2(p'q + qq'). 

Avšak aj v tomto případe 

2(p'q + qq') = \p'q\ + \pq'\ + \p'q + pq' + 2qq'\ . 

Poznámka. Ak v dokázanej základnej vete položíme p' = 0, q' =» 1, nadobudne 
táto znenie základnej vety článku [1]. V tomto případe rovnice (3) skutočne urČujú 
křivky triedy P a platí 

\p'q\ + \pq'\ + \P'<1 + Pq' + 2qq'\ = \p\ + \p + 2q\ . 

Pri dókaze vety tohoto článku potom případ 3), pri ktorom je p > 0, p'q + pq' + 
+ 2qq' < 0, nie je možný a v případe 7), pri ktorom je p < 0,p'q + pq' + 2qq' > 0, 
polynomy, ktoré sme určili pre xx a x2. nemajú spoločných delitelov s polynómom, 
ktorý sme určili pre x3. 
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Резюме 

ЕШЕ ОБ ОДНОМ КЛАССЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ КРИВЫХ 

НИКОЛАЙ ПОДТЯГИН (И^коЩ РоЭДашп), Братислава 

В статье рассматривается класс кривых, названных автором кривыми класса 
РР, которые являются обобщением кривых класса Р, исследованных автором 
в его статье [1]. 

Эти кривые даны уравнениями 

х = а СОЕ ^^'со + Ъ со$ (р + д) ^со + с со& (р'# 4- р$ + ^^') со, 

у = а 8И1 ^^со + Ъ §т (р + #) ^со + с §т (р'# •+- р^ + ^^') со . 

где со — параметр, изменяющийся в интервале [0, 2я/#), р я ^9 как и р' и #', 
целые числа, не имеющие общих делителей, причем числа ^к^' положительны, 
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3 — общий наибольший делитель чисел ^ и #', а, Ь, с — любые положительные 
числа. 

В статье доказывается, что к кривым класса РР принадлежат так называемые 
ехшепщщклоиды, эш!Хипоциклоиды, гипоепициклоиды и гипогипоциклоиды. 
Доказываются некоторые свойства этих кривых. 

Доказывается, что если положить 

Р = РРх > Р' =* РРг 

где р — общий наиболыпий делитель чисел \р\ и |р'|, то: 

1) На каждой кривой класса РР существует р точек, удаленных от начала 
координат на расстояние а + Ь + с. У всех кривых класса РР, за исключением 
простых гипогипоциклоид эти точки являются обыкновенными точками. 

2) При \р2\^x четном на каждой кривой класса РР существует по меньшей 
мере р точек, удаленных от начала координат на расстояние (а — Ь — с|. При 
а — Ь — с =* 0 начало координат является кратною точкою по меньшей мере 
порядка р. 

3) При \рх\, |р2|> €1» Яг нечетных на каждой кривой класса РР существует по 
крайней мере р точек, удаленных от начала координат на расстояние |Ь — а — с|. 
При Ь — а — с — 0 начало координат является кратною точкою по меньшей 
мере порядка р. 

4) При \рх\ ^2 четном на каждой кривой класса РР существует по меньшей 
мере р точек, удаленных от начала координат на расстояние |с — а — Ь|. При 
с — а — Ь =8 0 начало координат является кратною точкою по меньшей мере 
порядка р. 

5) Кривые класса РР являются рациональными иривыми. Их степень п дана 
формулой 

п = |р'«| + | И ' | + |р'« + р# + 2ад'| 

если постоянные р и р' имеют одинаковые знаки. Эта формула имеет место 
и в двух следующих случаях: 

1) р' < 0, р > 0, р'# + М' + 2Ш' ^ °> 

2) р' > о, р < о, р'# + р^ + 2^^' ^ о. 

В остальных случаях; 

1) р' < 0» р > 0, р'# + р$ + Чч.' < 0 
2) р' > о, р < о, р'# + р$ + 2^^' > о 

имеет место неравенство , 

я < Ш + |и'| + |Р'« + РЧ' + Чч'\. 
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Résumé 

ENCORE SUR UNE CLASSE DE COURBES ALGÉBRIQUES 

NIKOLAJ PODTJAOIN, Bratislava 

Dans cet article on étudie une classe de courbes nommées par l'auteur les courbes 
de la classe PP qui sont d'une généralisation des courbes de la classe P étudiées par 
l'auteur dans son article [1]. Ces courbes sont données par les équations 

x = a cos qq'co + b cos (p + q) q'co + c cos (p'q + pq' + qq') co , 

y = a sin qq'co + b sin (p + q) q'co + c sin (p'q + pq' + qq') co , 

où le co figure comme un paramètre changeant dans l'intervalle [0, 2njq), p et q9 aussi 
que p' a q' sont les nombres entiers, n'ayant pas de diviseurs communs, q a q' étant 
de plus positifs, q est le plus grand diviseur commun des nombres q a q'9 a, b, c sont 
des constantes positives arbitraires. 

Dans l'article on démontre qu'aux courbes de la classe PP appartiennent les soi-
disantes épiépicycloïdes, épihypocycloïdes, hypoépicycloïdes et hypohypocycloïdes. 

On montre quelques propriétés générales de ces courbes. 
En posant 

P = PPi*> P' = PPi> 

où p est le plus grand diviseur commun de nombres \p\ et \p'\9 on démontre, que 

1) Sur toute courve de la classe PP existent précisément p points éloignés de 
l'origine à la distance a + b -f c. Pour chaques courbes de la classe PP, sauf les hypo
hypocycloïdes simples, ces points sont les points ordinaires. 

2) Dans le cas où le nombre \p2\ qt est pair, sur toute courbe de la classe PP 
existent au moins p points éloignés de l'origine à la distance |a — b — c|. Dans le 
cas où a — b — c = 0, l'origine est un point multiple au moins d'ordre p. 

3) Dans le cas où tous les nombres \px\9 \p2\9 ql9 q2 sont impairs, sur toute courbe 
de la classe PP existent au moins p points éloignés de l'origine à la distance 
Jb — a — c|. Dans le cas où b — a — c = 0, l'origine est un point multiple au moins 
d'ordre p. 

4) Dans le cas où le nombre \px\ \q2\ est pair, sur toute courbe de la classe PP 
existent au moins p points éloignés de l'origine â la distance |c — a — b|. Dans le cas 
où c — a — b = 0, l'origine est un point multiple au moins d'ordre p. 

5) Toute courbe de la classe PP est une courbe rationnelle. Leur ordre n est donné 
par la formule 

n = \p'q\ + \pq'\ + \p'q + pq' + 2qq'\ , 
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si les nombres p9 p' ont les mêmes signes. Cette formule a lieu aussi dans les deux cas 
suivants: 

1) p' < 0; p > 0; p'q + pq' + 2qq' £ 0, 

2) p' > 0; p < 0; p'q + pq' + 2qq' S 0. 

Dans les deux cas restent 

1) p' < 0; p > 0; p'q + pq' + 2qq' < 0, 
2) p' > 0; p < 0; / « + pq' + 2̂ fg' > 0 

a lieu l'inégalité 

n < \p'q\ + | M ' | + |jp'« + pq' + 2fl«'| . 
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