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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 92 (1967), Praha 

POZNÁMKA O HUSTOTĚ AKO MNOŽINOVEJ FUNKCII 

BELOSLAV RIEČAN, Bratislava 

(Došlo 27. júla 1965, přepracované 8. februára 1966) 

V práci [1] vyšetřoval N. F. G. MARTIN vlastnosti Lebesgueovej hustoty v danom 
bode na priamke ako množinovej funkcie. V tejto poznámke sú rozšířené Martinové 
výsledky v dvoch smeroch: 1. Pre symetrickú hustotu lim m(E n c(x, r))jm(c(x, r)), 

r-*0 + 
kde c(x, r) je sféra v metrickom priestore so stredom vxa polomerom r. 2. Lebesgueo-
vu hustotu meratelných podmnožin euklidovského priestoru lubovolnej dimenzie. 

Ďakujem prof. J. MAŘÍKOVI za cenné pripomienky, ktoré přispěli k zlepšeniu 
výsledkov. 

1. Definície a označenia. X je abstraktny priestor, si a-algebra podmnožin X, X, 
&* systémy podmnožin X,Jťcsi, m je konečné aditívna nezáporná funkcia na si, 
konečná a kladná na X. 

Definícia 1. Postupnost* {£„} podmnožin X konverguje (vzhladom k ď), ak k lu-
bovo!nému Te &" existuje N tak, že pre všetky n > N je En c T Pre Iubovolné 
E € s/ označme znakom D(E) suprémum množiny 

{lim MII2M : {£„} konverguje, En e A , 
(„-.co m(En) J 

znakom D(E) jej infímum. Stále budeme predpokladať, že existuje aspoň jedna kon-
vergentná postupnost 

Definícia 2. Znakom & budeme značiť systém všetkých E € si pre ktoré D(E) » 
-» 25(£). Ak E € 9, povieme, že JE má hustotu rovnu číslu D(É) = D(E) = D(E). 

Definicia 3. Znakom Jí budeme značiť systém všetkých A es/ splňajúcich pre 
lubovolné E e si rovnosť U(JB) = B(E n A) + D(E - A). 

Příklad 1. Nech X je metrický priestor, si systém všetkých borelovských množin, 
b € X$ Jť «• 3T je systém všetkých uzavretých gul so stredom v b. V tomto případe 
nazveme D(É) symetrickou hustotou množiny E v bode b. 
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Příklad 2. Nech X je euklidovský priestor, si systém všetkých lebesgueovsky 
meratelných množin, k l , / systém všetkých ohraničených intervalov do uzáverov 
ktorých patří b, ST je systém všetkých otvorených množin. Takto obdržanú hustotu 
budeme nazývať Lebesgueovou. 

2. Všeobecné tvrdenia. Lema 1. Ae@ vtedy a len vtedy, keďD(A) + D(X — AI) = 
= 1. 

Dokaž. Ak Ae2, tak, ako lahko nahliadneme, X - AeB a platí D(A) + 
+ D(X - A) = D(Á) + D(X - A) = D(X) = 1. K ddkazu opačnej implikácie si 
stačí uvedomiť vzťah D(A u B) £ D(A) + D(B). Ak je potom B = X - A, D(A) + 
+ D(B)=> 1,}QD(A) + D(B)~ 1 = D(X) = D(A v B) a teda D(A) = D(Á). 

Lema 2. D je nezáporná, subaditívna funkcia definovaná na systéme sé. 
n 

Ddkaz. Prvé tvrdenie je zřejmé. Ak A, A{ e sá (i = 1, 2,..., n), A c \J Ái9 tak 
n n í = l 

m(J n -4)/m(J) ^ ^ m ( J n Ai)lm(J) P r e v š e t k y J € **• t e d a 5 ( 4 ) á E ^(.4*). 
i-=l i=-l 

Lema 3. Jí cz 2. 

Ddkaz. Nech AeJÍ, položme £ = X. Zrejme 1 = D(X) = .0(X - AI) 4- D(A), 

teda podlá lemy 1 je A e 0 , 

Lema 4. *# obsahuje systém všetkých Ae2, pre ktoréje D(A) = 1, alebo D(A) = 
= 0. 

Dókaz. Ak D(Á) = 0, tak D(E n A) = 0 pre všetky E e si, teda D(E) = 

= 5(£ - AL) = D(E - Á) + 5(£ n i4) Ž -5(£). Ak je D(^) = 1, tak D(X - A) = 
= 0 a platí D(E) = D(E - (X - 4)) + 0(£ n (X - 4)) = 5(£ n i ) + D(E - 4). 

3. Symetrická hustota. V ďalšom pre každé r > 0 je C(r) e si, 0 < m(C(r)), pričom 
lim m(C(r)) = OapreO < r < sjeC(r) c C(s). Položme *T = <3f = {C(r) : r > 0}. 

r-+0 + 

Zrejme J5(£) = lim sup m(E n C(r))jm(C(r)), D(E) = liminf..., D(£) = lim ..., ak 

tá limita existuje. 

V celom 3. odstavci budeme predpokladať právě uvedenu Špecíálnu volbu systé-
mov Jť, ď'. VŠimnime si, že k ddkazu nasledujúcej lemy stačí predpokladať subadi-
tívnosť množinovej funkcie m. 

Lema 5. Nech A{Bsé (i = 1, 2,..., k). Potom existujú také množiny A\esé, že 

A\ e Ah D(A't) = D(At) (i = 1, 2,..., k), D( U A'ň - tóaat'^,). 
i* i i 
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P d k a i . Zvolme lubovoíné čísla a[9 b[ (i «- 1,2,..., k) tak, aby a\ > b\ > a\ > 
> b\> ... > a\ > &*.Nech » > 1 a predpokladajme, že sme už definovali a{ pre 
i < », j m 1, 2,..., k. Určme teraz a{ (j «= 1, 2,..., fe) tak, aby platilo 

bUx > "l >K> al>bl> ... > ak> bk>0, 

^ n c K ) ) i ( í , 1 2 i . . J i ) > 
m(c(a,,)) n 

m(C(a')) * m(C(^)) y , i t ( C ( 0 ) . 1 
m(C(i,í_0) «-»«(CW)) & m(C(fc')) n ' 

Tým sme definovali an, bn (i = 1,2, ...,k) pre všetky n. Položme A\ = A, n 

^ ( U (C(an) - C(6/,))) (i = 1,2,..., fc). Pre každé n je zřejmé C(b'n) u (A; n 

n C(a^)) D i { n C(aí). Je teda 

m(A\ n C(aj)) m(Až n C(a*)) m(C(ftfl) 
m(C(ai)) - m(C(a*)) m(C(a<)) ' 

Odtial vyplývá, Že Ď(A't) ž -Q^), teda B(Arž) = ^(A^) (i = 1, 2,..., fc). 

Pre každé r > 0 položme teraz f(r) = m(( U ̂ 0 n C(r))/m(C(r)). Ak je 0 < 
i = l 

< r __ fc^1? je zrejme A) n C(r) c C(a^+1) pre j < i a A) n C(r) c. C(a^) pre 
j > I. Ak je teda bn < r š b^"1 (í = 2, 3,..., fc), je 

f(r) _ m ( Л í n c ( r ) ) i £ m ( c ( f l "ţ» ) ) i £ _____)< 
m(C(r-)) jťi m(C(bl

n)) i=r+i m(C(6')) 

<; m ( ^ ° C(r)) + w (C(«^i)) + y _______) + 
~ m(C(r)) m(C(bn)) jkm(C(b{l\)) 

+ y m(C(fl̂ )) £m(A,n(C(r)) . 1 ( 1 

> r + i m(C(._-1)) ~ m(C(r)) n + 1 n 

Pre bH < r < ^ . . j e 

f M < "0« i"<f r ) ) * m(C(a;j)) «(A. n C(r)) * _m___£)_ 

' U - * m(C(r)i) ,km(C(bn)) ~ m(C(r)) jkm(C(bi'x)) 

< _ _ _ _ _ C _ _ + 1 
m(C(r)) n 

Odtiaí vypfýta ímeď, že Ď( (j A$ « limsup/(r) S max !?(__;). Pretože Ď(A) - U^'*), 
? -t , , i*-!.. *-*0 + * i 

platí rovnost 
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Veta 1. M je systém právě tých Es si pre ktoréje D(E) =- O, alebo D(É) = 1. 

Ddkaz. Vzhladom na lemy 3 a 4 stačí dokázať toto tvrdenie: Ak 0 < D(A) < 1, 
tak existuje množina Ees/9 pre ktorú D(E) < D(E n A) -F D(E - A). 

Položme At = A, A2 = X — A9 E = A\ u A29 kde ^ i , A2 sú množiny z lemy 5. 
Podlá předpokladu je D(AX) > 0, D(A2) > 0, teda podlá lemy 5 je D(E - A) + 
+ D(E nA) = D(A,

i) + D(Af
2) > max (D(At)9 D(A2)) = D(E). 

Dosíedok. Nech X je metrický priestor9 beX9 C(r) uzavretá gula so stredom v b 
a poloměrom r, m je miera na systéme všetkých borelovských množin, kladná 
a konečná na systéme gút. Nech Ji je systém tých Ae sš9 ktoré pre každé Eesč 
spfňajú rovnost' D(E) = D(E n A) + D(E — Á)9 pričom D(M) je horná symetrická 
hustota množiny M v bode b. Potom M je systém právě tých Ee sé pre ktoré existu
je symetrická hustota D(E) a je rovná 0, alebo 1. 

4. Lebesgueova hustota. X je metrický priestor, C(r) je uzavretá gula o poloměre r 
so stredom v bode b e X, !T = \C(r) :r > 0}, Jf je systém množin. Ďalej je daná 
množina R c X9 ktorá spolu so systémom Jf spíňa nasledujúce podmienky: Pre 
každé E e Jf, pre ktoré m(E n R) > 0 (resp. m(E - R) > 0), je E n R e ď (resp. 
E - R 6 Jf). Ku každému r > 0 existujú E9 F e Jf tak, ž e £ u F c C(r), E cz R9 

F c Z - R. 

Lema 6. Nech existuje D(M). Potom D(M n R) = D(M) = Í)(M - R). 

Dokaž. Podlá předpokladu existujú EneJť tak, že £„->&, £„ c i?. Odtial 
Iahko vyplývá, že D(M) g JSfM n R); zrejme tu platí rovnosť. Podobné sa dokáže 
vztah D(M - R) = D(M). 

Lema 7. Pre každé Mes/je D(M) == max (D(M n R)9 D{M - R)). 

Dókaz. Zrejme max (D(M n R)9 D(M - R)) S D(M). Predpokladajme, že v pre-
došlom vztahu platí ostrá nerovnosť; odvodíme spor. Existuje číslo e9 pre ktoré 
max (D(M n R)9 D(M - R)) < c < D(M). Existuje r > 0 že pre všetky E e Jf pre 
ktoré E cz C(r) je m(M n R n E) S c m(É). Majme také E. Ak je m(E n R) > 0, 
je podlá předpokladu E n R e Jť a teda m(M n E n R) = m((M nR)n(En R)) á 
S c m(E n R); táto nerovnosť je zřejmá, ak platí m(E n R) « 0. Podobné sa dokáže 
vzťah m(M n(E - R))£c m(E - R). Je teda m(M n E) £ c m(E)9 takže D(M) á 
š c, čo je spor. 

Lema 8. Nech 0 < D(Á) < 1. Položme E - (4 - ií) u (_R - AI). Potom 
B ( £ n i ) + B ( £ - 4 ) > i 3 ( £ ) . 

Ddkaz. Podlá lemy 6 je D(E n A) « D(A - R) m D(A)f B(E - A) - B(R-
- A) =-- D((X - A)nR)~ D(X - ,4) =- 1 - D(_4), takže U(£ n A) + U(-S -
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- A) - 1. Podlá lemy 7 je Ď\E) » max (Ď\E n R), J5(£ - R)) - max(15(R - A), 
Ď\A - R)) - max (1 - D(,4). I>(^)) < 1. 

Veta 2. .4T je systém právě tých množin EesJ, pre ktoré je D(E) = 0, alebo 
D(E) m 1. 

Ddkaz. Vyplývá z liem 3, 4 a 8. 

Ddsledok. Nech D(E) resp. D(É)je Lebesgueova hustota resp. horná hustota mno
žiny E v bode b, M systém množin EBSÍ, ktoré splňajú rovnostD(F) = D(F n É) + 
•f D(F —' É) prí fubowtnom Fe&f. Potom Jf je systém právě tých E € $/, ktorých 
Lebesgueova hustota existuje a rovná sa 0, alebo 1. 

Ddkaz. Vezmime "systém X všetkých ohraničených intervalov do uzáverov 
ktorých patří b =- (bu ..., &„). Ďalej položme R = {x = (x l f . . . , x„): xt 2s &J. 

[1] Martin N. F. G.: Lebesgue density as a set function, Pacific J. of Math., 7 (1961), 699—704. 

Adresa autora: Bratislava, Gottwaldovo nám. 2a, (Slovenská vysoká Škola technická). 

Pe3K>Me 

3AMETKA O nJIOTHOCTH KAK O ^YHKIÍHH MHOICECTBA 

BEJIOCJIAB PHEHAH, (Beloslav Riečan), EparaaraBa 

H. €>. T- MapTHH H3ynaji HeKOTOpHe cBoňcTBa HJIOTHOCTH Ha npaMOH KaK (j>yHKrrHH 
MHoacecTBa. B Hacrojnuei crmrhe pacnpocrpaHHiOTCH pe3yjn>TaTH MapTHHa no #ByM 
HanpaBjíeHHHM: %m cHMMeTpuraecKofi HJIOTHOCTH (reopeMa 1) H #jia HJIOTHOCTH 

JleSera B CBKJIH^OBOM npocTpaHCTBe mo6oŘ pa3MepH0CTH (TeopeMa 2). 

Summary 

NOTĚ ON THE DENSITY AS A SET FUNCTION 

BELOSLAV RIEČAN, Bratislava 

N. F. O. Martin has studied some properties of Lebesgue density on the line as 
a set function. In this article Marthťs results are extended in two directions; for 
symmetric density (theorem 1) and for Lebesgue density in Euclidean space of any 
dimension (theorem 2). 
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