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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 108 (1983), Praha

UBER ORDNUNGSVERHALTNISSE AUF AFFINEN EBENEN

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 4. Dezember 1981)

In den Arbeiten [1] und [2] hat W. Junkeisein Ordnungsverhiltnis auf einer
affinen Ebene definiert als eine Abbildung der Menge  aller angeordneten Tripel
(0, 4, B) kollinearer Punkte mit O + 4, B in eine Gruppe, wobei zwei zusitzliche
Forderungen (T1), (T2) erfiillt sind. In [1] wird bewiesen, daB das Bild ©(J") von
wieder eine Gruppe fiir jedes Ordnungsverhéltnis 7 ist.’

In der vorliegenden Abhandlung wird zunichst gezeigt, daB 1(J") eine Gruppe
bildet, wenn 7 : 7 — % den Forderungen (T1) und (T2) geniigt, aber ¥ nur ein
Gruppoid ist. Dies bedeutet, daB sich die Gruppe ¢ in der Definition des Ordnungs-
verhéltnisses 7 : 7 — ¥ in [1] dutch ein Gruppoid ersetzen liBt. Mittels eines Ko-
ordinatensystems in der affinen Ebene o/ lassen sich ein Terndrkorper T und durch T
eine multiplikative Loop # erkliren (Ist &/ desarguessch, so bildet # eine Gruppe)
(siehe etwa [3]). Zu jedem Ordnungsverhiltnis t auf o/ gibt es ein zu 7 dquivalentes
Ordnungsverhiltnis ¢ : 7 - #, wo # eine Faktorgruppe von Z ist (Satz 3). Im
AbschluB des Artikels sind alle Ordnungsverhéltnisse (bis auf Aquivalenz) einer
desarguesschen Ebene durch die Normalteiler der Gruppe # beschrieben.

Vorgegeben sei eine affine Ebene & = (2, %, €) (vgl. etwa [3]). Eine durch ver-
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schiedene Punkte P, Q € & bestimmte Gerade p € & bezeichnen wir mit p = PQ und
mit P = p[] q bezeichnen wir den Schnittpunkt P der Geraden p,q mit p ¥ g.
Das Symbol L(A, a) bedeutet eine Parallele zur Geraden a durch einen Punkt 4.

Es sei ein Kootdinatensystem von &7, d.h. ein Tripel (x, y, E) mitx, ye &, Ec #
und x ¥ y, E¢x, y, gegeben. Wir setzen O = x[1y, e = OE, ¢ = L(E, y) und
0={X |Xee} (Fig. 1). Setzen wir X, = L(X,y)Me und X, = L(X, x)Me
fiir einen Punkt X, dann ist X — (X, X,) eine bijektive Abbildung von Zauf Q x Q '
und es 1dBt sich X: = [X;, X,] schreiben. Konstruieren wir zu einer Gera-
den a mit a ¥ y die Punkte N' =a[ly, N=LIN,x)[Ne, M' =L(0,a) ¢,
M = L(M',x)Me (Fig. 1), dann ist a - (M, N) eine bijektive Abbildung der
Menge %, = {pe & I p & y} auf @ x Q und es 1Bt sich a: = (M, N) schreiben.
Setzen wir X, = #(M, X;, N) <> [X,, X,] € <{M, N} fiir (M,X;,N)e Q x Q x Q,
dann ist ¢ eine ternire Operation auf Q und das Paar T = (Q, t) heiBt ein Ternér-
korper [3]. Definieren wir eine bindre Operation o auf der Menge R = Q\ {0}
durch die Vorschrift Ao B = 1(4, B, 0) VA, Be R, dann gilt [B, A. B] € (4, 0)
und nach Vorangehendem erhalten wir 4’ = L(4,x) [ ¢/, <4,0) = 04, B’ =
= L(B,y)[1 04, AoB = L(B, x) M e (Fig. 2). Nach [3] bildet # = (R, o) eine
Loop mit Einselement E.

Definition 1. J sei die Menge aller geordneten Tripel (O, A, B) kollinearer
Punkte 0,A,B mit O + A,B und 9 = (G, *) sei ein Gruppoid. Unter einem
Ordnungsverhdltnis (auf & in bezug auf 9) verstehen wir eine Abbildung ©:J —
— ¥, fiir welche folgendes gilt:

(T1) Fiir je vier kollineare Punkte O, A, B, C mit O + A, B, C gilt 1(0, 4, B)
.10, B, C) = (0, 4, C).

(T2) Gehen drei kollineare Punkte O, A, B mit O + A, B durch eine Parallel-
projektion in Punkte 0', A’, B’ iiber, so gilt 1(0, 4, B) = 1(0’, A’, B').

Satz 1. Es seien O, A zwei verschiedene Punkte von o und sei (P, M, N) aus 7.
Auf der Geraden OA gibt es einen Punkt B, so daB (P, M, N) = (0, A, B) fiir
jedes Ordnungsverhdltnis © auf o gilt. .

XO#’ A B/ a \O=PJA \B N

Fig. 3 Fig. 4'
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Beweis. Wir setzen a = 04 und m = PM.
1. Essei P = 0.

a) Wir nehmen m # a an. Setzen wir B = L(N, AM) [ a, dann nach (T2) gilt
©(P, M, N) = ©(0, A, B) fiir jedes Ordnungsverhéltnis t auf o (Fig. 3).

b) Wir nehmen m = a an. Durch den Punkt O fiihren wir eine Gerade m’ mit
m’ # a und auf m’ wihlen wir einen Punkt M’ mit M’ % O (Fig. 4). Setzen wir
N' = LN, MM’)[l m’, B = I{N', AM’) [ a, dann ist o(P, M, N) = (0, M’, N') =
= 1(0, 4, B).

2. Essei P + O.

a) Wir nehmen O ¢ m an. Durch O fiihien wir eine Gerade m’' mit m’ + OP, a
und setzen wir M’ = L(M, OP) [ m’, N' = L(N, OP)[Tm’ (Fig. 5). Dann ist
(P, M, N) = (0, M’, N’) und nach 1a) erkliren wir den Punkt B, so daB (0, M’,
N') = (0, 4, B) gilt.

b) Wir nehmen O € m an. Durch P fiilhren wir eine Gerade m’ mit m’' + m und
auf m’ wihlen wir einen Punkt M’ mit M’ % P. Setzen wir N’ = L(N, MM') [ m’,

dann ist ©(P, M, N) = t(P, M’, N’) und nach 2a) bestimmen wir einen Punkt B € a
mit (P, M’, N') = 1(0, 4, B).

Bemerkung 1. 7 sei ein Ordnungsverhdltnis auf /. Setzen wir ©(J) =
= {(P,M,N)|(P,M,N)e T} und To,={(0,4,BleT |Be0A}, (T o4) =
= {1(0, 4, B)| (0, 4, B)e To,} fiir zwei verschiedene Punkte O, 4, dann gilt
(T 04) = (7).

\0 A/ B/ a

Fig. 5

Satz 2. Ist 1: I — 9 = (G, *) ein Ordnungsverhdltnis auf o/, dann ist (1(7), -)
eine Gruppe.

Beweis. Wir wihlen zwei verschiedene Punkte O, 4 und setzen a = OA.

1. («(T), +) ist ein Gruppoid: Es seien «, f € 7(7). Nach Bemerkung 1 gibt es
Punkte B, C auf a mit & = (0, 4, B), p = ©(0, 4, C). Zugleich gibt es nach Satz 1
einen Punkt D auf a = 0A = OB mit 1(0, 4, C) = 1(0, B, D). Dann ist of =
= 1(0, 4, B) (0, B, D) = 1(0, 4, D) e t(7).
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2. In(«(), -) gibt es ein Einselement 1 mit 7(P, X, X) = 1 fiir je zwei verschiedene
Punkte P, X: Es seien P + X. Erkliren wir einen Punkt Be a mit 7(P, X, X) =
= 1(0, 4, B) nach der Konstruktion aus dem Satz 1, so ist A = B. Es geniigt also
1(0, A, A) = 1 zu beweisen. Fiir a € 1(J) gibt es einen Bea mit a = 7(0, 4, B)
und wegen 7(0, A4, 4) = 1(0, B, B)erhalten wira (0, 4, A) = 1(0, 4, B) (0, 4, A) =
= 1(0, 4, B) 1(0, B, B) = 1(0, 4, B) = a,1(0, 4, A) a = 1(0, 4, A) . 1(0, 4, B) =
= 1(0, 4, B) = «. Hieraus folgt,daB (0, 4, A) das Einselement 1 von (¢(7), -)ist.

3. Essei 7(P, M, N) € (7). Nach (T1) gilt 7(P, M, N). «(P, N, M) = (P, M, M) =
= 1 und (P, N, M) (P, M,N) = 1(P, N, N) = 1. Somit ist t(P, N, M) ein inverses
Element zu (P, M, N).

4. Das Gruppoid (1(7), *) is assoziativ: Es seien o, f, y € 7("). Nach Bzmerkung 1
gibt es B, C, Dea mit « = 1(0, 4, B), B = 1(0, 4, C), y = 1(0, 4, D) (Fig. 6).

0 A, B C/D,D M Q F

Fig. 6

Durch O fiihren wir eine Gerade m mit m % a und auf m wihlen wir zwei von O
verschiedene Punkte P,, P, mit

(1) AP, | CP,.
Wir setzen E = L(P,, P;B) 1 a, also
) . P,B| P,E.

Nach (T2) erhalten wir 7(0, 4, C) = (0, Py, P,;) = 1(0, B, E) und folglich «f =
= 1(0, 4, B) (0, 4, C) = 1(0, 4, B) (0, B, E) = 40, 4, E). Ferner sei P; =
= L(D, AP,) [ 'm, F = L(P;, P,E) [ a, also

(3 AP, | DP;,

4 : P.\E “ P,F.

Dann ist 1(0, 4, D) = 1(0, P, P3) = (0, E, F) und (aB)y = (0, 4, E) 1(0, 4,
D) = (0, 4, E)1(0, E, F) = 1(0, 4, F). Setzen wir M = L(P5, P,C)[1]a, dann
gilt

() P,C| P;M
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und (0, 4, D) = 1(0, P,, P;) = (0, C. M), also By =1(0, 4, C)1(0, 4, D) =
= 1(0, 4, C) (0, C, M) = 1(0, A, M). SchlieBlich setzen wir P, = L{M, AP1) Mm
und N = L(P4, P,B)[1 a, also

(6) AP, | MP,,
@] P,B| P,N.

So erhalten wir ©(0, 4, M) = 1(0, P,, P,) = 1(0, B, N) und o(By) = (0, A B).
.1(0, A, M) = 1(0, 4, B)1(0, B, N) = 1(0, 4, N).

Wir wollen («8)y = aBy), also 1(0, 4, F) = 1(0, 4, N) beweisen. Nach (3) ist
1(0, 4, D) = 1(0, P, P;), nach (5) ist (0, C, M) = 7(0, Py, P;) und (1), (6)
implizieren (0, C, M) = 1(O, P,, P,). Setzen wir D' = L(P,, AP,) [ a, dann gilt
1(0, 4, D') = 1(0, P,, P,), woraus wir (0, 4, D) = (0, C, M), (0,4, D’) =
= 1(0, C, M) und (0, 4, D) = 1(0, A, D) erhalten. Nach (4) ist 7(O, E, F) =
= (0, P,, P;) und aus (7), (2) folgt P,E | P,N, was ©(0, E,N) = (0, P,, P,)
bedeutet. Wegen 1(0, 4, D) = 1(0, 4, D) gilt (0, Py, P;) = ¢(0, P,, P;) und
1(0, E, F) = 1(0, E, N).

Definition 2. Zwei Ordnungsverhdltnisse ©,: T —» Ny, 1,: T - N, auf A
sind dquivalent, falls es ein Isomorphismus & der Gruppen t,(7), (7)) gibt,
daf t, = &ny, also 1,(0, 4, B) = &1,(0, A, B), fiir alle (0, A, B)e T gilt.

Satz 3. Es seien 1: 7 — 4 = (G, *) ein Ordnungsverhdltnis auf o und # =
= (R, o) eine zu einem Koordinatensystem (x, y, E) von & gehdrige Loop. Eine
durch die Vorschrift C ~ D(g) : <> (0, C, D) = 1 definierte Relation ¢ auf der
Menge R ist eine Kongruenz von R. Die Faktorstruktur # = (R|g, *) ist eine
Gruppe und es gibt ein zu t dquivalentes Ordnungsverhdltnis 6 : I — # auf .

Beweis. 7: 7 — 9 = (G, *) sei ein Ordnungsverhiltnis auf & und ¢ = (1(7), *)
sei die zu © gehorige Gruppe.

Zunichst beweisen wir, daB @ eine Aquivalenzrelation auf R ist: Wegen
1(0,C,C) = 1 gilt C ~ C fiir jeden Punkt Ce R. Aus C ~ D folgt 7(0, C, D).

.1(0, D,C) =10, D,C) =10, C,C) =1, was D ~ C bedeutet. Es sei C ~ D
und D ~ F,also 7(0, C, D) = (0, D, F) = 1. Nach (T1)ist ¢(0, C, D) (0, D, F) =
=1(0,C,F) =1, also C ~ F.

Ist A ein Punkt von R, dann sind die nachstehenden Aquivalezen erfiillt: C ~ D <>
< 1(0,C, D) = 1+ 1(0, C, A)1(0, 4, D) = 1 < 1(0, A. C) (0, C, A)1(0, A, D) =
= 1(0, 4, C) <= 1(0, A, A)1(0, A, D) = 1(0, 4, C) < 1(0, 4, D) = 1(0, 4, C). So-
mit gilt
(*) C~D<10,4,C) =10, 4,D).

¢ ist eine Kongruenz auf der Loop # = (R, ), d.h.aus C ~ Dfolt X o C ~ X o D
und C o X ~ Do X fiir jeden Punkt X e R: Es seien also C, De Rmit C ~ Dund X
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sei ein beliebiger Punkt von R. Die Punkte X o C = (X, C, 0), X « D = (X, D, 0)
erkldren wir nach Fig. 2 folgendermaBen: E' = I(X,x) [ ¢, C' = I(C, y) 1 OF/,
D' =LD,y)[MOE, XoC=LC,x)[Ne XoD=LD,x)[e (Fig. 7). Nach
(T2) gilt (0, E, C) = 1(0, E', C') = 1(0, X, X - C), (0, E, D) = (0, E', D') =
= (0, X, X o D), woraus {0, X, X - C) = #(0, X, X - D) und «(0, X o C, X « D) =

= 4(0,X+ C,X)1(0,X,X o D) = 1(0, X - C, X) 1(0, X, X - C) =

=1(0,X.C, X-C) =1 folgt. Dies bedeutet aber X o C ~ X o D. Die Punkte
C.X =1CX,0), DoX = (D, X, 0) erkliren wir folgendermaBen: E' =
= LC x)Me, E'=LD,x)¢, X =LX,y)[1 OE, X" = LX,y) OF,
CoX =LX',x)Me DoX = L(X",x) [ e (Fig. 8). Nach (T2) gilt 7(0, E, X) =

y e

: y e
. /S
B X
‘ A¢B Xl | DoX
A A En D Cox
E X
E
0] X 0 X
Fig. 7 _ Fig. 8

=1(0,E,X')=10,C,CoX)=10,E"X")=10,D,DoX) und nach (Tl)
erhilt mah (0, C,CoX)=1(0,C,E)1(0,E, CcX)=10,D,D.X). Wegen
1(0,E, C)1(0,C,E)=1 ist ¢(0,E,CoX)=1(0,E,C)1(0,D,DoX). C~D
impliziert nach *(x) ©(0, E, C) = 1(0, E, D), woraus (0, E, C - X) = (0, E, D).
1(0; D, D« X) = 1(0, E, D - X) folgt. Nach (x) also gilt CoX ~ Do X.

Bezeichnen wir mit gy jene Klasse von g, die den Punkt X enthilt, dann 148t sich
auf der Faktormenge R/Q eine Operation * durch gxoy = @x.y definieren und die
Struktur 2 = (Rfe, *) = (R, ) ist ein Gruppoid. Durch die Vorschrift a(gx) =
= 1(0, E, X) VX e R ist eine bijektive Abbildung von R auf 7(J) definiert: Zu-
nichst beweisen wir, daB « eine Abbildung ist. Ist Y e g5 gegeben, dann g11t Y~ X,
woraus nach (x) (0, E, X) = 1(0, E, Y) folgt, was abe1 a(gy) = a(oy) bedeutet.
Es sei y e 'r(.?' ). Nach Satz 1 und Bemerkung 1 gibt es einen Punkt X € Rmit y =
= (0, E, X), woraus afgy) = y folgt. Deswegen ist o eine Abbildung auf die Menge
(7). Aus a(ox) = «(oy) ergibt sich 7(0, E, X) = ©(0, E, Y) und nach (x) folgt
daraus X ~ Y, also gy = gy. Dies bedeutet, daB-« injektiv ist. o ist ein Isomorphismus
von J auf #: Es seien g, g€ R. Dann ist o(0405) = ®(@405) = ©(0, E, 4 - B).
Nach Fig. 2 ergibt sich (0, E, B) = 7(0, A’, B') = 1(0, 4, 4 - B), woraus ©(0, E, 4) .
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-1(0, E, B) = 1(0, E, A) (0, A, A+ B) = 1(0, E, A - B) und a(g,05) = 1(0, E, Ao
o B) = (0, E, A) (0, E, B) = a(o,) o(ep) folgt. Weil # eine Gruppe ist, ist auch #’
eine Gruppe.

Wir zeigen, daBl die Abbildung o = a™ !t ein Ordnungsverhaltnis auf & (in bezug
auf o) ist. Offensichtlich ist o eine Abbildung von 7 auf #.

Ad (T1)Es seien P, M, N, Q kollineare Punkte mit P + M, N, Q. Der Definition
von ¢ nach ist o(P, M,N)o(P,N, Q) =« '7(P, M,N)a"'t(P,N, Q). Da « ein
Isomorphismus von # auf ¢ ist, ist auch o' ein Isomorphismus von # auf J#,
woraus sich a™'t(P, M, N) o™ 't(P, N, Q) = a~(«(P, M, N) (P, N, Q)) =
= a~!((P, M, Q)) = o(P, M, Q) ergibt.

Ad (T2) Sind P, M',N’ die Bilder von P, M, N mit (P, M,N)eJ in einel
Parallelprojektion, dann gilt o(P, M,N) = o 't(P, M,N) = a~'7(P’, M’,N’) =
= o(P',M',N’).

Da o~! ein Isomorphismus von ¢ auf # mit o(P,M,N)= o 't(P, M,N)
V(P, M, N) € J ist, sind die Ordnungsverhiltnisse 7, ¢ dquivalent.

Satz 4. Es sei 1: 7 — 9 ein Ordnungsverhdltnis auf of mit (T) = 4. IstH#
eine Faktorgruppe von % beziiglich eines Normalteilers # von %, dann ist die
Abbildung 1, : T — # mit

14(P, M,N) = (P, M,N) Y(P, M,N)e T
ein Ordnungsverhdltnis auf .
Beweis. Wir beweisen, daB 7, die Forderungen (Tl), (T2) erfiillt.

Ad (T1) Nach den Eigenschaften des Ordnungsverhéltnisses © und der Faktor-
gruppe S erhalten wir

(P, M, N) (P, N, Q) = ©(P, M, N) «(P, N, Q) =

= 1(P, M, N)«(P, N, Q) = (P, M, Q) = 1,,(P, M, Q).

Ad (T2) Es sei (P, M,N)e 7 und seien P, M, N, die Bilder von P, M, N in
einer Parallelprojektion. Dann ist

T4(P, M,N) = 1(P, M, N) = t(P;, M;, N;) = (P, M;, Ny) .

Definition 3. Ein Ordnungsverhdltnis t auf </ heifit normal, wenn aus
WP, M,N) = 1 stets A = B folgt.

Bemerkung 2. Es sei &/ desarguessch. Dann ist # eine Gruppe und es gibt ein
normales Ordnungsverhiltnis © auf & [1]. Nach Satz 3 4Bt sich t als eine Ab-
bildung auf # begreifen. Nach Satz 4 wird durch jeden Normalteiler von £ ein
Ordnungsverhdltnis auf & erkldrt und nach Satz 3 lassen sich alle Ordnungsver-
héltnisse auf o (bis auf Aquivalenz) in dieser Weise ausdriicken.
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