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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 102 (1977), Praha

SHLUKOVA ANALYSA

ApoLF FILACEK, VAcLAv KouTNik a Jikf VONDRACEK, Praha
(Doslo dne 1. ¢ervna 1977)

Metody shlukové analysy (anglicky cluster analysis) se vyvinuly z potfeby analyso-
vat a vhodn€ koncentrovat informaci obsaZenou v mnohorozmérnych udajich.
Jednotlivé postupy FeSici problém klasifikace udajl se objevuji ve Etyficatych a pade-
satych letech. Teprve v posledni dobé vSak dochazi k pokusiim vybudovat ucelenou
teorii, ktera by umoziiovala analysu vlastnosti jednotlivych postupt, jejich porovnani
a posouzeni, za jakych podminek je moZno je pouzit. Nicméné je shlukova analysa
stile spiSe stfechovy nazev pro volny soubor heuristickych postupi neZ ucelena
disciplina aplikované matematiky.

Zikladni situaci pfi shlukové analyse mliiZeme popsat takto:

Je dano N objekti. Na ka¥dém objektu je zméfeno p charakteristik, takZe ziska-
vame N p-rozmérnych vektori X,, X,,..., Xy. MiZeme ztotoZnit pozorovani
a pfislu$né objekty, takZe v dal§im nazyvame vektory X; objekty. Oznaéme X mno-
Zinu vSech objektd, tj. X = {X,, X,, ..., Xy}. Ukolem shlukové analysy je seskupit
objekty X; do n shlukd Sy, S,, ..., S, (tj. mnoZina § = {S,, S, ..., S,} tvofi rozklad
mnoZiny X) tak, aby si objekty pattici do téhoZ shluku byly v jistém smyslu podobné
¢i blizké, kdeZto od objekti patficich do riiznych shlukid poZadujeme, aby byly odli§né
¢i vzdalené. Pfitom obvykle chceme, aby podet shlukii n byl podstatné mensi neZ
pocet objekti N. Ne&kdy je tloha shlukové analysy formulovdna obecnéji v tom
smyslu, Ze shluky nemusi byt disjunktni, a cilem neni rozklad, ale pokryti mnoZiny X
jejimi podmnoZinami.

Podle cile miZeme rozezndvat t¥i druhy uloh shlukové analysy:

1) Cilem je nalezeni rozkladu $ = {S1, Sz s S,}, kde poet shluki n neni pfedem
stanoven.
2) Cilem je nalezeni rozkladu S pfi pfedem daném po&tu shlukd n.

3) Cilem je vytvofit tzv. hierarchicky strom, tj. posloupnost rozkladi S, t =
=1,2,..,K, kde S = {{X,}, {X,}, ..., {Xy}}, $® = {X} a kaZdy rozklad S®
je zjemn&nim rozkladu S“*9,
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Zakladnim pfedpokladem tsp&Sného pouZiti shlukovacich metod je, Ze objekty
maji tendenci seskupovat se do shlukli a nemaji charakter vice mén€ homogenniho
chaosu. Ovéfeni tohoto pfedpokladu byva obtiZzné a neni mu vzdy vénovana néleZita
pozornost. Dal$im dileZitym problémem je volba vhodného shlukovaciho postupu.
Obecné pravidlo, jak zvolit pro dany problém optimalni postup, neexistuje a volba
byva &asto subjektivni. Vyznamnou roli zde hraje studium vlastnosti jednotlivych
postupt a vyuziti nékterych kriterii pro hodnoceni ziskanych shlukii z hlediska jejich
kompaktnosti a vzajemné isolovanosti.

Problematice shlukové analysy byl v€novan seminaf, ktery probihal v odd€leni
teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky Matematického ustavu CSAV.
Na semina¥f navazala Letni $kola shlukové analysy, kterou uspofadala v roce 1976
matematickd v&decka sekce Jednoty Ceskoslovenskych matematik? a fyzikd a libe-
reckd pobotka JCSMF. Letni $kola ukazala, Ze metody shlukové analysy se v Cesko-
slovensku na riizné trovni na fadé pracovist pouZivaji a vedou v mnoha pfipadech
k velmi dobrym vysledkim. Soudasné se projevila velkd nejednotnost v pouZivané
terminologii. To vyplyva ze skute€nosti, Ze o shlukové analyse nebyly dosud uvetej-
nény v eské matematickeé literatufe Zadné prace. Samotny termin cluster se vyskytuje
v &estin€ v riznych podobach jako hnizdo, shluk, svazek, trs apod. Nazev shluk
se nam jevil jako nejvhodnéj§i mimo jiné proto, Ze od slova shluk lze snadno tvofit
slova odvozend; miiZeme napf. hovofit o shlukovacich postupech a rozklad § &
pokryti M mnoZiny objektli nazvat shluknutim a jejich vytvafeni nazyvat shluko-
vdnim.

Ukolem tohoto &lanku je prehledn& zachytit zakladni my3lenky shlukové analysy
a piispét tak k dalSimu rozsifeni jejich metod, informovat o literatufe a pokusit se
o sjednoceni &eské terminologie. V prvni €asti pojedndme o mirdach nepodobnosti
(respektive podobnosti) objektii a shluki a funkcionalech kvality rozkladu. Druhé
&ast se zabyva jednotlivymi typy shlukovacich postupt. Cast tfeti je vénovana
vlastnostem téchto postupil.

1. MIRY NEPODOBNOSTI A FUNKCIONALY KVALITY ROZKLADU

Necht je ddna mnoZina N objektd X = {X,, X,, ..., Xy}. Ukolem shlukové analy-
sy je nalézt rozklad § = {S,, S,, ..., S,} mnoZiny X do n shlukd tak, aby objekty
patfici do téhoZ shluku si byly v jistém smyslu podobné a objekty patfici do riiznych
shlukd se svymi vlastnostmi co nejvice lidily. V nékterych pHpadech poZadavek
vzijemné disjunktnosti shlukti neodpovidd skute¢né situaci. Proto tilohu né&kdy
zobectiujeme v tom smyslu, Ze shluky S; se mohou vzdjemné piekryvat, a misto
rozkladu hleddme pokryti mnoZiny X shluky S;, tj. takovou mnoZinu § = {S;, S,, ...

.S}, aby X =U S,
i=1
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Podobnost ¢i odliSnost objektd X; posuzujeme na zdklad€ p urditych znakd,
jejichZz hodnoty na objektech zméfime a jeZ jsou zvoleny podle konkrétni ulohy.
Proto v dal§im budeme ztotoZiiovat objekty X; s vektory (xu, cen x,-p), kde x;; je
hodnota nam&fené na j-tém znaku i-tého objektu. (Pokud by na riiznych objektech
byly naméfeny stejné vektory, mohli bychom je rozlifit tfeba tak, Ze bychom formalng
pfipojili dalsi soufadnici oznalujici index objektu.) Zpravidla Ize vektory X, povaZo-
vat za prvky né&jakého prostoru X, ktery nazyvame zakladnim prostorem. Casto
byvd X eukleidovsky prostor &, nebo alespoii linedrni prostor.

Shlukovaci metody jsou obvykle zaloZeny na mirdch nepodobnosti (resp. podob-
nosti) objektii a shluk®, nebo na funkcionélech kvality rozkladu do shlukd.

1.1. Miry nepodobnosti objekti. Mira nepodobnosti na X je nezdporna reilna
funkce d definovand na X x X takovéd, Ze¢ d(X;, X;) = d(X;, X;) pro vSechna
X,X;eXadX,X)=0,i=12,..,N.

Miru nepodobnosti na X miZeme napf. zavést tak, Ze nejprve definujeme miru
nepodobnosti d na X a miru nepodobnosti na X definujeme jako restrikci miry
nepodobnosti d na X. Tuto restrikci budeme nazyvat indukovanou mirou nepodob-
nosti. Ziejmé kazdd metrika na X indukuje miru nepodobnosti na X.

Necht X = {X,, X, ..., Xy} a d je mira nepodobnosti na X. Z vlastnosti miry

nepodobnosti vyplyva, Ze d je jednoznaéné& uréena svymi (1;) hodnotami d(X,, X;)

pro i < j. MlzZeme proto d povaZovat za prvek (Z)-rozmémého eukleidovského
prostoru é”(N). Tato representace miry nepodobnosti d je uZiteénd, jestliZe chceme
2

definovat vzdalenost dvou mér nepodobnosti.

Miru nepodobnosti d na X nazyvame ultrametrickou, jestliZe d spliiuje tzv.
ultrametrickou nerovnost

d(X;, X;) < max [d(X;, X;), d(X), X,)] prokazdé X,X, a X,eX.

V tabulce 1 uvddime nekteré miry nepodobnosti definované na &,, které jsou
¢asto uziviny k zavedeni mér nepodobnosti na X v ptipadé, Ze¢ hodnoty znakd
méfenych na objektech jsou vesmés redlnd &isla.

O matici W v mife nepodobnosti dp, pfedpokldddme, Ze je positivn& deﬁmtm
W byva volena jako

w=>'§(xi—r)(x,—

kde X = (1/N)ZX‘, za predpolcladu |W| # 0. V takovém ptipad® se W nékdy

nazyva matice rozsevu.
Miry nepodobnosti d; a d, jsou zvla§tnim pfipadem miry d Dalsi miry nepodob-
nosti jsou uvedeny v [5] a [3].
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Tabulka 1: N&které miry nepodobnosti

Ndazev Tvar
P
l,-metrika dl(X;, X)=3 lxik - xikl
k=1
Eukleidovska 2
metrika dy(X, X)) = [k;(xik -1
P
J,,-metrika An(X 3, X;) = [ 3 2 = xa]"]H"
k=1

Sup-metrika

Mahalanobisova
zobecnéna metrika

Uhel sevieny X,
aX;

Uhel sevfeny
Xi - X‘axj - Xj

do(X, X ) = max {lxa = xal}

du(X X)) = (X; — X;) WX, —X))

P
: Z X kX jk
d(X; X;) = arc cos —*=1
P )4
[ 2 %k X x5]'?
k=1 k=1
d(X; X;) = arccos ry;,
p —
2 (xu — X) (x — X))
kde r,j = k=1 ’

Mira nepodobnosti je n€kdy zavadéna pomoci tzv. potencidlové funkce K(X » X))
definované na X x X, a to vzorcem

d(X,, X)) = J(K(X, X)) + K(X;, X;) - 2K(X, X))) ..

. )4
Je-li X < &, a volime-li K(X;, X;) = (X;, X;) = Y xuXp, dostaneme miru nepo-
. k=1 ‘

dobnosti d,. Potencidlovou funkci miZzeme definovat prostfednictvim nékteré pfiro-
zené miry nepodobnosti d na X jako nerostouci funkci d, napft.
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nebo
K(X,,Xj) = [1 + ozdz(X,-,Xj)]'1 , a>0.

Miry nepodobnosti na X je né€kdy vhodné kombinovat, coZz miZeme provést
nésledujicim zptsobem: jsou-li d,,d,,...,d, miry nepodobnosti na X a je-li V
symetrickd positivné semidefinitni matice typu k x k, potom d = d' Y d je zfejmé
mira nepodobnosti na X, kde d je vektor d = (dy, d,, ..., d;)’. Matici V = (v;;)
muiZeme interpretovat jako matici vah v;; a podobnosti v;; (i + j)mérdy, d,, ..., d.

Duélnim pojmem k mife nepodobnosti je mira podobnosti. Mira podobnosti na X
je redlna funkce sna X x X takovd, Ze 0 < s(X;, X;) = s(X;, X;) £ 1 pro viechna
X, X;eX as(X;,X,) = 1. KaZdé mife podobnosti s na X je pfifazena mira nepo-
dobnosti d, na X vztahem d(X;, X;) = 1 — s(X;, X).

Miry podobnosti jsou pouZivany ponejvice v pfipadé binarnich znakl. Ozna¢me

nyy ... poCet znakl k, pro které x; = x; =1,
n;; ... pocet znaki k, pro které x; = x; =0,
nis ... poCet znakl k, pro které x; =0, x; =1,
ny; ... poet znakl k, pro které xu =1, x;, =0,

Casto uZivanymi mirami podobnosti jsou nasledujici miry:

"u/("u + ng; + "u) ,
(nrs + ny)[p,
"u/P >

2ny,|(2ngy + ny; + ny),
2("11 + "u)/(P + ng; + nu) >

nyllng + 2(ng; + ny)]
(n1s + n)(p + ngj + ny).

Je-li s mira podobnosti a f neklesajici funkce takova, Ze f(0) 2 0, f(1) = 1, potom

f(s) je zfejm& mirou podobnosti na X. JestliZe f j _]e nerostouci funkce a fi (1) =0,
pak f(s) je mira nepodobnosti na X.

1.2, Miry nepodobnosti shlukd. Pfi mnohych shlukovacich metoddch, pfevdZné pak
u tzv. hierarchickych metod, o nichZ bude pojedndno v &asti 2, shlukujeme objekty
z X v 1. kroku shlukovaciho algoritmu na zakladé miry nepodobnosti objektil;
vytvofené shluky povaZujeme za nové ,,objekty, které v daldich krocich opét
shlukujeme na zéklad€ m&r nepodobnosti shlukii. Miry nepodobnosti shlukf jsou
obvykle definovany pomoci mér nepodobnosti objektli. N&které miry nepodobnosti
shlukii jsou uvedeny v tabulce 2, kde d znaéi miru nepodobnosti na X, a S, S,, jsou

> prvky rozkladu S. Symbol |S| znati v celém Elanku potet prvki mnoiny S.
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Tabulka 2: Miry nepodobnosti shluk

Nazey

Tvar

Vzdalenost
nejbliz§ich prvkid
shlukt S, a S,
(nejbliZsi soused)

Vzdéalenost
nejvzdalenéjSich
prvki shluki S,
a S, (nejvzdale-
n&jii soused)

Primérna vzdale-
nost prvki
shlukti S, a S,

Vzdalenost pri-
mérh shlukd
(centroidni)

Kolmogorovova
zobecnéna
vzdalenost

d,(Sy, S) = min  {d(X, X;)}

X{Esk ,XjeS,,.

dy(S, Sw) = max {d(X, X,)}

X €Sk, X j€8m

33(Sk7 Sm)

2 Y dX, X))

[Sk| lS,,, X €Sk X j€5m
d (S, Sn) = d(s,,, Sn) s

kde Y X,

I klxtesk

_a'(s,l,s) [lSkl o ) Z(d(X»XJ))]

XieSk Xj€Sm

Mira nepodobnosti shlukii d" zahrnuje jako zvlastni p¥ipad miry nepodobnosti d,

resp. d, resp. d; pfi r - —oco resp. r > + oo resp. r = 1.

1.3. Funkciondly kvality rozkladu. Funkciondl kvality rozkladu je redlnd funkce
f(S) definovan4 na mnoZin& viech rozkladd § mnoZiny objektt X. Ulohu shlukovéni
pak miZeme formulovat jako tlohu nalézt extrém vhodné zvoleného funkcionalu
f(S) na mnoZin& viech rozkladd nebo na né&které jeji podmnoZing. Funkcional
kvality rozkladu by mél vystihovat naSe apriorni pfedstavy o optimédlnim shluknuti
v konkrétni situaci.

Uvedme n&které b&#n& uZivané funkcionaly kvality rozkladu (d je mira nepodob-

nosti na X):

0,() =m§”§sm42(x‘, 5. ke S, =(Us.) ¥ X..

0,(8) = i Y dX,X),

m=1 X{,XeSm
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05(S) = det ( Y, |S,,,| W,), kde W, je vybérova kovarjagni matice shluku S,, ,
m=1
04(S) = T (det W)\,
m=1

0(8) = 1(5) + LiS), kde L(8)= T 3 d(X,5.) nebo L(5) = 0.(9)

i€Sm

a I(S)=c.n=c.|S|, kde ¢ >0 jekonstanta.

Funkcionaly Ql(S) — Q4(S) se pouZivaji pfi rozkladech na pevny podet shlukd
n < N nebo pro n spliiujici n; < n < n, < N. Funkcionél Qs(S) je pouZivan, neni-li
potet shluk@ n pfedem dén, a I,(S) hraje roli ztratové funkce zdvisejici na podtu
shlukt.

A. N. KoLMoGOrov pfedloZil obecné schéma, pouZivajici dvou funkcionald,
z nich¥ prvni je mirou koncentrace objektii v rozkladu S a druhy stfedni mirou po-
dobnosti objektl ve shlucich.

Mira koncentrace je ddna vztahem

Z,(S) = [ % :i (K%))]u

kde v(X,) je potet objektii ve shluku obsahujicim objekt X . Volba &isla s zvisi
na typu feSené ulohy shlukovani. Pro nékteré hodnoty s méa funkciondl ZS(S) tvar:

log Z(S) = ;ll—%l log 1S4 ,

N
Z.,(8) = .
20 =5 =G Ik
9=, (5.
2. = mox () |

Poznamenejme, Ze pro libovolné s md mira koncentrace minimélni hodnotu 1/N,
dosaZenou pro rozklad X na jednoprvkové shluky a maximélni hodnotu 1, kterou
nabyva pfi spojeni vSech objektili do jednoho shluku.

Stfedni mira podobnosti objektit uvnitf shlukd je d4na vztahem

1) =[5 25 @5 5oy |

1/r
9’
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kde d" je Kolmogorovova zobecnénd vzdalenost, &ili

13 1 1r
i Ires)=|- —_— dX, X))\ ,
%) [N i=21 IS(Xi)I x,eg(:x,)( (X4 l))]
kde S(X,) je shluk obsahujici objekt X .
Funkciondly kvality rozkladu na shluky jsou pak voleny jako funkce f(Z(S),

r(s)).

Zcela obecng uvedme, Ze vétSinu funkcional f(S) Ize vyjadfit ve tvaru

f8) = fluy, ..o uy),

kde u; = u,(S) jsou funkciondly vyjadfujici riizné vlastnosti, které oekdvame od
optimalniho rozkladu na shluky, a charakterizujici strukturu uvnitf shlukd nebo
mezi shluky, napf.:

u; ... stupent podobnosti objektli uvnitf shlukd,

u, ... stupen odli$nosti shluk,

u3 ... homogenita rozloZeni objektll uvnitf shlukd,

u, ... rovnomérnost rozloZeni objektd do n shlukt apod.

2. TYPY SHLUKOVACICH METOD

Mezi dosud navrZenymi metodami shlukovani miZeme vysledovat tfi zakladni
typy metod konstrukce shluki, a to metody hierarchické, metody paralelni a metody
sekvenéni. VétSinu znamych shlukovacich metod muiZeme zaclenit pod néktery
z téchto typi.

Pfi hierarchickych metoddch shlukovani se vytvati posloupnost S® (¢t =1, 2, ...
..., K) rozklad mnoZiny objektd X takova, Ze rozklad § je zjemnénim rozkladu
$prot <t,(t,t =1,2,..., K). Obvykle je rozklad $® tvofen jedinym shlukem,
mnoZinou X, a rozklad $¥) systémem jednoprvkovych mnoZin, z nichZ kazd4 obsa-
huje pravé jeden objekt z X. PfisluSnost objektli shluktim v posloupnosti rozkladi
Ize vyjad¥it tzv. dendrogramem. Hierarchie vytvafeni navzdjem nepodobnych skupin
podobnych si objekti je zadkladnim poZadavkem v biologické taxonomii. Proto
hierarchické shlukovaci metody jsou pomocnym nastrojem poznéni v této discipliné
a hlavnim pfedmétem studia tzv. numerické taxonomie.

Paralelni shlukovaci metody jsou nehierarchické iteraéni metody, které pfi kazdém
iteraénim kroku vyuZivaji pro konstrukci shluki vSech shlukovanych objektli X; € X.
Jejich cilem obvykle je urcit globalni nebo alespoii lokalni extrém né&jakého funkciondlu
kvality rozkladu. Mezi paralelni metody lze napf. zafadit metodu postupného pie-
nosu objektu ze shluku do shluku a postupy zaloZené na tzv. vzorovych mnoZinach.
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Sekvencni metody jsou iteracni shlukovaci metody, jimiZ jsou pfi kaZdém itera¥nim
kroku vytvafeny shluky na vybrané vlastni podmnoZin€ mnoZiny shlukovanych
objektil. Vyb&r podmnoZiny miZe byt realizovan napt. ndhodnym vybérem prvkii z X.
V kaZdém iteraénim kroku je mnoZina objektl vybranych ke shlukovani roz§ifenim
mnoZiny objektd shlukovanych v kroku predchazejicim.

JelikoZ pfi paralelnich shlukovacich metodich je v kaZzdém itera¢nim kroku zpra-
covavana vekerd informace obsaZend v méfenich na shlukovanych objektech, jsou
paralelni metody p¥i strojovém zpracovani velmi naroné na kapacitu paméti a stro-
jovy &as potitadd. Tim je omezena praktickd pouZitelnost paralelnich metod, které
jsou v&tSinou aplikovany na shlukovéni nevelkého (vzhledem k parametriim poéitaée)
poétu objektii. Naproti tomu jsou sekvenéni metody svymi vlastnostmi uréeny pro
shlukovani velkého poc¢tu objektil.

2.1. Hierarchické shlukovaci metody. Pfedpoklddejme, Ze pro objekty z X je ddna
mira jejich nepodobnosti d. Oznaime C(X) mnoZinu viech m&r nepodobnosti na X.

Posloupnost rozklada S, § .. §® mnoZiny X nazveme hierarchickou, _]e-h
rozklad S zjemnénim rozkladu S(‘ 3 prot<t,(tt =12,..,K)

Hierarchickou metodu miZeme chépat jako metodu p¥ifazeni prvkﬁ mnoZiny #(X)
viech kone&nych hierarchickych posloupnosti rozkladét mnoZiny X mérdm nepodob-
nosti z C(X). V tomto smyslu je hierarchickd metoda zobrazeni C(X) — #(X).

Rozklad mnoZiny objektt X na disjunktni shluky je jednozna&né urden ekvivalen-
ci na X, tj. reflexivni, symetrickou a transitivni relaci r definovanou na X. Relace r
je podmnozina X x X. Relace je

reflexivni, jestlize (X;, X;) € r pro viechna X; € X,

symetricka, jestliZe z (X, X;) € r plyne (X;, X,) er,

transitivni, jestlize z (X, X;) € r a (X, X,) € r plyne (X, X,) e r.

Je-li r ekvivalence, pak mnoZiny Sy, = {X;:(X;, X))er}, i =1,2,...,N, tvofi
rozklad mnoZiny X. Naopak, je-li § = {S,, S,, ..., S,,} rozklad mnoZiny X, je r =

= U S; x S; ekvivalenci na X.
NECht S, s@ . $%® je hierarchickd posloupnost rozkladii. Zapisme S, t =
=1,2,..,K, ve tvaru Y = {SP, 59, ..., S¥} a oznatme r(S®) = U S x S
i=1

ekvivalenci urlenou rozkladem S$®. Zfejmg je r(§®) = r(§“7), pro t < t'. Pfedpo-
kladame-li, Ze S® je tvofen jedingm shlukem, jimZ je mnoZina viech objekti (tj.
r($®) = X x X), je moZno vyjadfit hierarchickou posloupnost rozkladd tzv.
dendrogramem rozkladu X.

Oznatme E(X) mnoZinu viech ekv1valen01 na X. Dendrogram rozkladuy X je
funkce ¢ : [0, o0) — E(X), kterd mé vlastnosti:
' a) je-li 0 < h < I, pak c(h) <= c(h'),

b) existuje h tak, %e c(h) = X x X,

c). ke kaZdému h existuje 5 > 0 tak, Ze c(h + 6) = c(h).
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Nechf ¢ je dendrogram. Definujme na X x X funkci U, vztahem
(1) U X, X;) =inf{h: (X, X;)ec(h)}.
Potom ekvivalence ¢(h) je pro h € [0, o) uréena vztahem
) o(h) = {(X, X;) : U(X,;, X) < h}.

Snadno lze dokézat, Ze funkce U, je ultrametrickd mira nepodobnosti na X.
MnoZinu viech ultrametrickych mér nepodobnosti na X oznagime U(X). Plati
U(X) = C(X).

Z (1) a (2) plyne, Ze zobrazeni ¢ —» U, je jednojednozna&né. Konetné hierarchické
posloupnosti rozkladii z &(X) jsou tudiZ uréeny ultrametrickymi m&rami nepodob-
nosti na X. Hierarchickou shlukovaci metodu budeme proto definovat jako zobra-
zeni D : C(X) - U(X).

NejuZivan&j§imi hierarchickymi metodami jsou metoda nejbliZsiho souseda (D,),
metoda nejvzddlenéjsiho souseda (D,), metoda nevdZenych priiméri (D;) a vaZenpch
primérii (D,). PHi t&chto metodich je po&atetni rozklad S tvoten jednoprvkovymi
mnoZinami {X;}, X;eX, i =1,2,...,N. Do téhoZ shluku rozkladu $? =
= {S?, 8P, ..., S} jsou zafazeny vSechny objekty, jejichZ vzdjemn4 nepodobnost
je rovna m = min d(X; X,). Tedy pro X; #+ X; a X, X;€S", k =1,2,...,n,,

Xi,XjeX
plati d(X;, X;) = ;n Pro takto vytvofené shluky je zplisobem popsanym dile sta-
novena mira nepodobnosti shluki a postup se opakuje tak, Ze shluky povaZujeme
za objekty pfi dal§im kroku shlukovani. Proces se ukonéi, kdyZ vSechny objekty X
vytvoii jediny shluk.

Ptedpokladejme, Ze v t-tém kroku vytvofi shluky S{?, {7, ..., S{? shluk S{'*"
a shluky S, S, ..., S® shluk S{*V. Pfi metoddch D,, D,, D3, Dy jsou miry

nepodobnosti shlukt uréovany takto:
Dy: dy(S0, S5T0) = min 4, (S, SK),
J
Dy: d(S*0, 5¢0) = max d(S(0, 5%)
i
Dy: d(S™V, S470) = r7s™H Y TS, 58,
iJ

Des &S S =[S0 ISVl S SIS ) (s, 58

Miry nepodobnosti shlukt pro metody D,, D,, D jsou po fad& shodné s mérami d,
tabulky 2, (i = 1,2, 3).

Nejstarsi z téchto metod, metodu nejbliziiho souseda, kterd je n€kdy nazyvina
dendritovou metodou [7], miZeme charakterizovat nésledujicim zpsobem. Je-li
d, d’ € C(X), nazveme miru nepodobnosti d dominantni vzhledem k d’ a ozna&ime
d' < d, jestlie d'(X,, X;) < d(X,, X;) pro vSechna X, X; € X. Metoda nejbliz&iho
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souseda je zobrazeni D : C(X) — U(X), které méram nepodobnosti d € C(X) pfifa-
zuje prvky D(d) e U(X) takové, Ze D(d) je nejvétsi prvek z U(X), pro ktery D(d) < d.

Dalsi hierarchickou metodou je centroidni metoda (D,), pfi které pfedpokladame,
Ze objekty X ;€ X lze representovat jako prvky X; e X, kde zdkladni prostor X je
linearni. Necht je na X dana mira nepodobnosti d, ktera indukuje miru nepodobnosti
na X. Pfi centroidni metodé je mira nepodobnosti shlukii volena jako mira d,
tabulky 2.

Definici hierarchické shlukovaci metody lze zobecnit tak, aby zahrnula téz ptipad
nedisjunktniho pokryti mnoZiny objektd X jejimi podmnoZinami. Mnoiinu M =

= {M M,y oo M } podmnoZin M; < X nazveme pokrytim X, je-li U M, =X.

Konegnou posloupnost pokryti M, M@, . M& (M® = (M{, M(') e MY,
=1,2..,K, M cX) nazveme hierarchxckou, je-li pokryti M zjemnénim
pokryti M prot < t',t,t' =1,2,..,K

Oznatime-li .#(X) mnoZinu hierarchickych posloupnosti pokryti (jejiz prvky
splituji pfirozené poZadavky specifikované niZe), potom hierarchickou metodu mii-
Zeme v $ir§im smyslu chépat jako zobrazeni C(X) — .#(X).

Od metody shlukovani poZadujeme, aby vytvdfela pouze takova pokryti, kterd
maji rozumné vlastnosti. Z Gvah budeme zfejmé chtit vyloucit napf. takova zobrazeni
C(X) - #(X), ktera n&které mife nepodobnosti d € C(X) pfifazuji hierarchickou
posloupnost pokryti, v niZ existuje prvek M@ = {M{P, MP, .., MP} a i + j tak,
Ze M{? = M{?. MnoZinu #(X) proto vymezime podminkou, aby byla tvofena jen
takovymi hierarchickymi posloupnostmi pokryti, jejichz prvky maji v nékterém
smyslu dobrou strukturu pfekryvani.

Dobrou strukturu pfekryvani miZeme zavést napf. pomoci tzv. maximalné va-
zanych mnoZin. Nechtf r je symetrickd a reflexivni relace na X. MnoZinu M = X
nazveme maximdlné vdzanou vzhledem k relaci r, je-liM x M < r(atedyr n M x
X M je ekvivalence na M) a jestlize pro kazdé X;e X — M existuje X; € M tak, Ze
(X5 X)) ¢ r. KaZdé pokryti M = {M,, M,, ..., M,} mnoZiny X uruje relaci {M) =
=UM; x M;. Pokryti M nazveme pokrytim s dobrou strukturou prekryvdni,

i=1

tliZe M; jsou maximéIn€ vazané mnoZiny vzhledem k relaci n(M).

MnoZinu .#(X) pak definujeme jako mnoZinu viech hierarchickych posloupnosti
pokryti s dobrou strukturou pfekryvani. V dal§im pfedpokldddme, Ze ./l(X) je takto
definovana.

Je-li r symetrick4, reflexivni relace na X, pak mno¥ina M(r) = {M,(r), ..., M, (r)}
viech maximaln€ vdzanych mnozZin vzhledem k r tvo¥i pokryti X s dobrou strukturou
pfekryvani. Mezi reflexivnimi, symetrickymi relacemi na X a pokrytimi s dobrou
strukturou pfekryvani je tudiZ pfirozeny jednojednozna¢ny vztah. Pfitom pror, < r,
plati, Ze pokryti M(r,) je ziemn&nim pokryti M(r,).

Hierarchické posloupnosti pokryti z #(X) miZeme vyjadfit pomoci tav. Sfunkce
stratifikovaného shlukovdni.
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Ozname X(X) mnoZinu vSech reflexivnich, symetrickych relaci na X. Funkci
¢ : [0, ) = Z(X), kterd spliiuje podminky a), b), c) poZadované pro dendrogram
nazyvdme funkci stratifikovaného shlukovani. Funkce stratifikovaného shlukovani
je zobecn&nim dendrogramu; u dendrogramu jsou c(h) ekvivalence na X, kdeZto
u funkce stratifikovaného shlukovéni jsou c(h) reflexivni, symetrické relace na X.

Nechf ¢ je funkce stratifikovaného shlukovani, potom definujeme-li na X x X
funkci U, vztahem (1), je U, mira nepodobnosti na X (tj. U, € €(X)). Naopak, je-1i U,
mira nepodobnosti na X, potom je vztahem

(3 oh) ={(X:, X)) : U(X,X;) S h}, he[0, ),

uréena funkce stratifikovaného shlukovani a tedy hierarchickda posloupnost pokryti
z M(X).

Mezi funkcemi stratifikovaného shlukovani a mérami nepodobnosti tudiZ existuje
piirozeny jednojednozna&ny vztah. Hierarchickou metodu v $irS§im smyslu miZeme
proto definovat jako zobrazeni C(X) — C(X). Hierarchické metody v 3ir$im smyslu
pfifazuji méram nepodobnosti d € C(X) hierarchické posloupnosti pokryti s dobrou
strukturou pfekryvani. V tomto smyslu jsou hierarchické. ProtoZe vSak v literatufe
se hierarchickymi nazyvaji pouze takové metody shlukovani, které lze vyjadfit
dendrogramem a graficky zndzornit hierarchickym stromem, a tuto vlastnost
hierarchické metody v Sir§im smyslu obecné nemaji, budeme je nazyvat stratifikova-
" nymi metodami shlukovani.

Necht A c C(X), Z = C(X). Stratifikovanou metodu shlukovdni definujeme jako
zobrazeni D : A —» Z.

Triviélni metodou shlukovéni pfi A = Z je metoda D(d) = d, pro d € A. ProtoZe
metoda shlukovani objektil by méla koncentrovat informaci, kterd je obsaZena v mife
nepodobnosti d € A, je vhodné poZadovat A > Z. MnoZina mér nepodobnosti A je
nékdy nazyvana mnoZinou dat a mnoZina Z cilovou mnoZfinou.

Cilovd mnoZina Z miZe byt volena tak, aby stratifikovand metoda shlukovéni
vytvafela pokryti mnoZiny X s dobrou strukturou piekryvani a s nékterymi dalSimi
vlastnostmi struktury pfekryvani. Volime-li napf. Z = U(X), potom stratifikovana
metoda shlukovéni D : A - U(X) je hierarchickou metodou shlukovani, tj. metodou
vytvéfejici disjunktni shluky. Vzhledem k jednojednoznaénému vztahu mezi relacemi
re Z(X) a pokrytimi X s dobrou strukturou pfekryvani miZeme dal$i vlastnosti
struktury piekryvani formulovat jako vlastnosti relaci. Volba struktury pfekryvani
je tak volbou podmroZiny X*(X) < X(X). Stratifikované metody shlukovéni, které
vytvéfeji pokryti se strukturou pfekryvani Z*(X), jsou pravé takové metody, které
pfifazuji m&dm nepodobnosti funkce stratifikovaného shlukovéni c* : [0, o) —
~ Z*(X). Oznadme Z* = Z*(X) tu &st C(X), kterd odpovida takovym funkcim c*.
Potom kaZd4 stratifikovana metoda shlukovani, kterd vytvafi pouze pokryti se struk-
turou pfekryvani Z*(X), je zobrazeni D : A — Z*,
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PoZadujeme-li kupfikladu, aby stratifikovand metoda shlukovini vytvéfela jen
takova pokryti s dobrou strukturou piekryvani, jejichz mnoZiny se pfekryvaji nejvyse
v (k — 1) objektech, Ize dok4zat, Ze viechna takova pokryti jsou pravé uréena mnoZi-
nou Zy(X) viech tzv. slab& k-transitivnich relaci.

Relaci r € 2(X) nazyvame slabé k-transitivni, jestliZe z {{X} x SuSxSuUS x
x {X;}} = r plyne (X, X;)er pro viechna X, X;e X a viechna S < X takovi,
Ze ]Sl = k.

Cilova mnoZina Z; = C(X), kterd odpovidd podmince struktury piekryvani
Z(X), je mnoZina vech slabych k-ultrametrickych mér nepodobnosti na X.

Miru nepodobnosti d € C(X) nazyvame slabé k-ultrametrickou, jestliZe pro kazdé
ScX, |S| = k a libovolnd X;, X; € X plati tzv. slabé k-ultrametrickd nerovnost:

d(X, X)) < max {d(Y,Z): Ye S U {X, X,}, ZeS}.

V3echny stratifikované shlukovaci metody, které vytvafeji pokryti se strukturou
prekryvani Zy(X), jsou pravé viechna zobrazeni D:A — Z{. Pro k = 1 je Z{ =
= U(X).

V porovnani se slabou k-transitivitou je silné&j$i podminkou kladenou na strukturu
pfekryvani silna k-transitivita relaci ze 2(X).

Relaci r € 2(X) nazyvame silné k-transitivni, jestlize z {{X,;} x SuU S x {X;}}
< r plyne (X;, X;)er pro viechna S « X a |S| = k, X, X e X.

Ozna&ime-li Z;*(X) mnoZinu viech siln& k-transitivnich relaci na X, je Zp%(X) <
< Z§(X). VSechny shlukovaci metody, které vytvafeji pokryti se strukturou pfekry-
vani Zy*(X), jsou viechna zobrazeni typu D : A - Z* kde Z;* je 'mnoZinou viech
siln€ k-ultrametrickych mér nepodobnosti na X.

Miru nepodobnosti d € €(X) nazyvame silné k-ultrametrickou, jestliZe pro kaZdou
mnozinu S =X, |S| =k a viechna X, X;eX plati tzv. silné k-ultrametrickd
nerovnost

d(X, X;) < max {d(Y, Z): Ye {X, X}, Ze S}.

Ziejmé& Z;* < Z;}.

Stratifikované metody shlukovani jsou oproti metoddm hierarchickym lep$im
modelem shlukovéni v té€ch redlnych situacich, kdy méfeni x;; na objektech X jsou
provadéna s relativn€ velkou chybou, kterd mad ndhodnou povahu. Tehdy je moZno X
(pfi X;€8,), i =1,2,..., N, povaovat za realizace ndhodnych veli€in. Vzhledem
k nepfesnosti méfeni je pak pfirozen&j§i poZadovat, aby metoda shlukovéni vytvafela
pokryti a nikoli jen rozklady mnoZiny objektd X. Stratifikované metody shlukovani
vytvéfejici pokryti se strukturou pfekryvani Z*(X) resp. Z**(X) jsou prvnim krokem
aproximace takové redlné situace. Otevienou zlistava otdzka konstrukce algoritmu
t&chto metod. Doposud navrZené algoritmy stratifikovanych metod shlukovani se
strukturou pfekryvani Z*(X) resp. Z**(X) jsou velmi komplikované a neefektivni
pro vypoget i v pfipad® jednoduchych stratifikovanych metod [9].
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2.2, Paralelni a sekven¢ni shlukovaci metody. Nejéast&ji uZivanymi paralelnimi
metodami jsou metoda vzorovych mnoZin-a metoda pfenosu objektu ze shluku
do shluku. '

Necht X = {X,, X;, ..., Xy} je mnoZina shlukovanych objektd. BudiZ m,, my, ...

n
..., m, n-tice ptirozenych &sel, ). m; < N. Systém E = {E,, E, ..., E,} disjunktnich
i=1

podmnoZin E; < X, které maji postupné mohutnosti m,, m,, ..., m,, nazyvime
systémem vzorovych mnoZin. V pitipad€ m; =m, = ... =m, =1 hovofime
o systému vzorovych bodil.

Algoritmy shlukovdni metodou vzorovych mnoZin jsou zaloZeny na funkcich
@, Y. ¢(X,, A) je funkce definovana pro X, € X, A < X. Interpretujeme ji jako miru
moZnosti vyjadfeni objektu X; mnoZinou A. Y(X;, A) je rovn&% definovina pro
X,€X, A < X. Interpretujeme ji viak jako miru moZnosti vyjidfeni mnoZiny A
objektem X ;. Je-li d mira nepodobnosti na X, miZzeme funkce @, ¥ volit nap¥. takto:

o(Xo A) = T d(X0 ¥), ¥(Xs 4) = o(X,, 4).

Pfi shlukovani metodou vzorovych mnoZin vyjdeme z jistym zplsobem zvoleného
podategniho systému vzorovych mnoZin, kterému pomoci funkce ¢ pfifadime systém
shlukd (rozklad mnoZiny X). Takto vzniklému systému shlukd p¥ifadime pomoci
funkce ¥ novy systém vzorovych mnoZin a postup opakujeme. Proces ukon&ime,
kdyZ v souslednych iteragnich krocich dostaneme stejny rozklad.

Predpoklddejme, Ze podet shluki, které ma metoda vytvofit, je <n. Necht E© =
= {E{”, ED, ..., E®} je potate&ni systém vzorovych mno¥in. Systému E® pfifa-
dime rozklad $@ = S(E) = {S,(E®), S,(E), ..., S,(E®)} mnoZiny objektd X,
pomoci funkce ¢, vztahem

4 S = S(E®) = {Ye X : o(Y, E{”) < (Y, E{?) ;
i i
i*j’:i=1’2,'--yn}) i=1,2,...,n.

e

Do S{” jsou tedy zafazovany ty objekty, které jsou nejlépe representoviny mnoZi-
nou E{®. Jestlie pro n&kterd i,j,i +j a YeX je min ¢(Y, E{”) = o(Y, E{”) =
k

= (Y, E{”’), zatazujeme prvek Y do shluku s nejmensi hodnotou indexu.

K $© pfifadime pomoci funkce ¥ systém vzorovjch mnoZin E) = E(S©®) =
= (EL(S®), E(S®), ..., E, (S®)}. Necht F(S) = {Y X : (¥, 5{) < y(¥, 5
i*j,j=12..,n},i=12..n YV ptipadé rovnosti zatazujeme Y do mnoZiny
s nejmen¥ hodnotou indexu. Je-li |F{S®)| < m, poloZime E) = g (59) =
= F(§). Je-li |F(S©)| > m,, zafadime do E{(S'®) m, objektd Y& F{(S) s nej-
men3imi hodnotami funkce Y(Y, S{). :

Postup opakujeme a ukontime v t-tém kroku, jestlife E® = EC¢-1 ¢ g0
= §t-1) '
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Konvergence metody a vlastnosti rozkladu, ktery metodou ziskame, zfejme zavisi
na volb& funkci @, y. Necht E, E jsou dva systémy vzorovych mnoZin a S(E) rozklad
pfifazeny pravidlem (4) systému vzorovych mnoZin E. Oznatme Y(E,,, S{(E)) soudet

Y (Y, S(E)), kde = = (m;) je permutace mnoZiny indexdt 1,2,...,n.

YeEg,

Y(E,,, S{E)) je mirou moZnosti vyjadfeni vzorové mnoZiny E,, mnoZinou S(E).
Potom

A(E, E) = rri:in Zi.p(Em, S{E))

je globdlni mirou moZnosti vyjadfeni systému vzorovych mnozin E rozkladem S(E).
Vyjadfuje-li rozklad S(E) n&jaky systém vzorovych mnoZin E lépe neZ systém E,
z kterého vznikl, je pfirozené poZadovat, aby E bylo vyjadfeno shluky S(E) lépe nez
shluky S(E).
Proto poZadujeme, aby funkce ¢, Y splitovaly podminku

) z A, E) > A(E,E) plyne A(E, E) > A(EE).

Systém vzorovych mnoZin E = {E,, E,, ..., E,} je lokdIné optimdlni, jestlize pro
viechna Ye X — E;, Z € E; plati

Y(Y, S(E)) = ¥(Z, S(E)) pro i=1,2,...,n.
JestliZe funkce ¢, Y spliiuji podminku (5) a funkce ¢ je takova, Ze
(6) o(X,S)+ ¢(X,S) pro S, =X, SNnS =0 aviechna X,eX, -

potom E® — E, kde E je lokdIn& optimalni systém vzorovych mnoZin [4]. Podminka
(5) je zfejme spln&na napf. pro ¥ = ¢.
BudiZ E systém vzorovych mnoZin. PoloZme y = ¢, kde ¢ spliiuje (6), a definujme

Q(Si)=yi“,z<p(xsi), i=1,2..,n,

kde S, = {YeX : 9(Y,E) < o(%E);j * i,j = 1,2, ..., n}.

Potom H(S(E)) = Y Q(S;) miZeme povaZovat za hodnotu funkcionalu kvality
rozkladu S(E); v dalsim znatime H(E) = H(S(E)). V tomto ptipadé E® — E a H(E)
je lokalni minimum funkcionalu H(E). Ve specidlnim ptipad&, kdy E = {e,, e,, ..., €,}
je mnoZina') vzorovych bodd, Ize pfi volb& funkce ¢ = d*(X,, ¢,), X;€ X, ¢;€E,
kde d je mira nepodobnosti na X, funkcionil H(E) psit ve tvaru H,(E) =

=Y Y d*Xj,e;). Je-li mira nepodobnosti d na X takova, Ze d(X,, X;) = 0 pravé

i=1 X;eS8; «

!) Pro zjednoduseni zépisu ztotoZnime zde i v dal§im jednobodové mnoZiny {e;} s body
€; € X.

403



tehdy, kdyZ X; = X; a déle, Ze pro (X, X;) + (Y, ¥;), X, + X, plati d(X;, X;) +

-# d(Y,, Y;), potom paralelni postup zaloZeny na systému vzorovych bodd vede

k lokélni minimalizaci funkciondlu H,(E).
Poznamencjme je¥t&, e postup lze zobecnit na piipad volby prvki vzorovych
mnoZin ze zakladniho prostoru X. Je-li X linearni prostor, pak miZeme napf. volit

(X, 4) = d(X,, X(A)), kde X(4) = (l/lAl)xZeAX"

Ne&kdy je téZ vhodné definovat funkci ¥, kterou jsou pfifazovdny systémy vzoro-
vych mnoZin E rozkladim S, indukci tak, aby zdvisela na systému vzorovych
mnoZin E¢~Y, z n&hoz shluky S vznikly, tj. ¢ = y(X,, S?(E*~D)).

Ptikladem je funkce

X;, S{E)) o(X,, E;
‘l’(Xb Sj(E)) - (P( J( )) (P( : J) ,
(So(X, )

kde E je systém vzorovych mnoZin a S(E) = {S,(E), S,(E), ..., S,(E)} rozklad
tomuto systému pfifazeny pravidlem (4).

Paralelni postup shlukovéani se obvykle aplikuje na nékolik pocatecmch systémi
vzorovych mnoZin a z vyslednych rozkladl se vybira ten, ktery ma v jistém smyslu
nejlepsi strukturu. Je-li struktura napf. charakterizovdna funkciondlem, vybereme
ten rozklad, pro ktery je hodnota funkciondlu kvality rozkladu nejvétsi (resp.
nejmensi).

Postup lze zobecnit na ptfipad, kdy pocet shlukl ve vytvafenych rozkladech neni
omezen Cislem n < N. V tomto pfipadé€ se postupuje tak, Ze v prvnim kroku algoritmu:

1) Urd se ny, 0 < ny < N, pfirozena &isla m,, m,, ..., m, a polateni systém
vzorovych mnoZin E© = {E{”, E, ..., EQ}, kde [E{”| = m,.

2) Dale se zvoli tzv. prahova hodnota ¢, funkce ¢. Pomoci funkce ¢(X;, A4)
se systému vzorovych mno¥in E® ptifadi rozklad, jehoZ prvky tvofi mnoZiny

)] SO ={YeX:o(V,E®) < o(Y,E®); j*i,j=12...,n}nN
Nn{YeX :9(Y,E®”) < 0o}, i=12..,ng,

a dale jednoprvkové mnoZiny {X,}, kde X, jsou objekty, které nejsou vztahem (7)
zafazeny do mnoZin S{*.

3) Vytvofené shluky postupné spojujeme pomoci funkce lﬁ(S » S;), kterd je mirou
podobnosti shlukll S;, S; a miiZe byt volena napf. takto:

o 5) =3 |7 S S) + 17 )|

|S, YeS; I jl YeS;

Zvolime prahovou hodnotu ¥, funkce {(S,, S;) a spojime shluky, pro které {(S;, S;)

je minimalni a men¥i ne¥ V/,. Postup spojovant shlukii opakujeme a ukon&ime, kdyz
pro viechny dvojice shluki v rozkladu je funkce ¥ = .

Postup spojovéni zfejmé& nemusi byt jednozna¢ny. Nazna&me, jak shlukim vytvo-

fenym spojenim dvou shlukl pfifazujeme vzorové mnoZiny: jednobodové shluky
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{X,} povaZujeme za shluky vytvofené jednobodovou vzorovou mnoZinou X, a spo-
jeni §; U §; shlukd S, S, které byly vytvofeny vzorovymi mnoZinami E;, E;, pfifa-
dime vzorovou mnoZinou E;;, do ni¥ zatadime m;; = max (|E}, |E}|) prvkd Y€ X,
na kterych nabyva funkce !P(Y, S; U S;) nejmendich hodnot. Tak vznikne systém
vzorovych mnoZin E®) pro dalsi iteraéni krok algoritmu.

Metody shlukovéni zaloZené na vzorovych bodech miiZe byt v nékterych pfipadech
uZito k lokélni optimalizaci funkciondli kvality rozkladu (napt. funkciondld typu
H(E)).

Metodou, ktera je uZivana vyhradn& k optimalizaci funkciondld kvality rozkladu,
je metoda prenosu objektu ze shluku do shluku. Pfi této metod€ pfedpokladdme,
Ze objekty z X jsou uspofddany v posloupnost Xy, X,, ..., Xy. Metoda je zaloZena
na iteraénim algoritmu. V prvnim kroku vychdzime z po&iteéniho rozkladu $® =
= {8, 5O, ..., 5"} a bod X, se postupné pfen4si do vSech shlukd. Vzniknou tak
rozklady ${9, i = 1,2,..., n. Z nich vybereme rozklad S${», pro ktery je hodnota
0(8{?) daného funkcionalu Q(S) minimalni. V rozkladu S${» pfendsime bod X,
ze shluku do shluku a ze vzniklych rozkladd vybereme rozklad $$” s minimalni
hodnotou funkcionalu @, atd. Prvni krok algoritmu uzavie pfendfeni bodu Xy,
které vede k vyb&ru rozkladu S = S{, ktery je vychozim rozkladem daliiho kroku
algoritmu.

Metoda zfejm& zdvisi na poCiteénim rozkladu $® a na uspofdddni mnoZiny
objektit X v posloupnost. ‘

S paralelni metodou shlukovani zaloZenou na vzorovych mnoZinich je pfibuznd
sekvenéni metoda primeéril.

Predpokladejme X ,-e‘é’p. Metoda primér vytvafi postupné systém n vzorovych
bodd E® = {e{’, e}, ..., e{"}, kterému je funkci (X, A) pfifazovin rozklad
$® = S(E™) pravidlem (4). Poznamenejme, Ze pro aplikaci pravidla (4) v pfipad&
vesmés jednobodovych vzorovych mnoZin staci funkci ¢ definovat jen pro jedno-
bodové mnoZiny A = X. Nechf je mira nepodobnosti d’ na X indukovdna mirou
nepodobnosti d na &,. PoloZme ¢(X;, Y) = d(X,;, Y) pro X;e X, Ye &,.

Metoda primérti vychdzi z poddteiniho systému vzorovych mmnoZin E(® =
= {e{”, e, ..., &{?}, kterym jsou pfifazeny vihy v =0}’ =... =7 =1
Necht E¢™D = {e'™D, "1, ..., el "V} je systém vzorovych mmnoZin vytvofeny
v (t — 1) kroku a oznaéme v{*™P, v§~ ), ..., o™V postupn& vahy vzorovych bodi
e, e, .., e V. V t-tém kroku vybereme (napf. nihodng) z mnoZiny X
objekt X, Necht ¢{'"" je vzorovy bod z E“~Y, pro ktery d(X,, ef'" V) =
= min d(X,, ¢{'""). Potom E® = {e{"}7_, s vdhami {v{"}},, kde

j »

(1) (t—=1)y
— N U, = 0; + 1
oD+ 1 !

e =

)= D, o =D pro j4i, j=12..m.
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Potate&ni systém vzorovych mnoZin E© se n&€kdy vytvafi ndhodnym vybérem bez
vraceni na X. Vlastnosti metody priméri lze v ptipadé ¢ = d(X,, ¢;) = o(X;, e)),
kde ¢ je euk}eidovské metrika na &, charakterizovat pravdépodobnostng.

Pfedpoklddejme, Ze¢ & je p-rozmérna spojitd ndhodnd veli¢ina a nechf ji induko-
vana pravdépodobnostni mira P na &, ma vlastnost, Ze existuje uzaviend, omezend
a konvexni mnoZina U* < &, pro kterou P(U*) = [,.dP = 1 a pro jejiz kazdou
otevienou podmnoZinu U < U* s positivni lebesgueovskou mirou je P(U) > 0.

Necht S = &, a P(S) > 0. Oznatme u(S) = (1/P(S)) s YdP(Y) podmin&nou
stfedni hodnotu veli¢iny £ za podminky S. Je-li S ={S;,S,,..., S,} rozklad
prostoru &, takovy, Ze P(S;) > 0, i = 1,2, ..., n, oznatime

u[S] = (u(S1), 1(S2), ---» K(S,))

vektor podminénych stfednich hodnot veli€iny & vzhledem ke shlukim S, S,, ..., S,.

Budi E = {e;, e, ..., &} systém vzorovych bodi a S(E) = {S,(E), S,(E), ...

., S,(E)} rozklad prostoru &, pfifazeny systému E uZitim pravidla (4) pro Ye &,
Poznamenejme, Ze vzhledem ke spojitosti veli€iny £ ma mnoZina, na které je rozklad
nejednoznaény, nulovou pravdépodobnost.

MnoZinu vzorovych bodii nazjvame nestrannou, jestlize u[S(E)] = (ey, €5, ..., &)
PoloZzme

n

AE) =2 | (Y u(S(E) PEY)

= S(E)

0®)=3 [ one)ran).
Si(E)

~ Funkciondly Q,(E) a §,(E) jsou funkcionaly kvality rozkladu prostoru &, a jsou
zobecnénim funkciondlu Q,(S). Funkcionil §,(E) je zobecnéni funkciondlu H,(E).

Necht Y,, Y5, ..., Y,, ... je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in, které maji
rozloZeni pravdépodobnosti shodné s rozloZenim ndhodné veli¢éiny &. Necht pfi
metod? primérd je E® = {Y,, Y,,..., Y,} a X, = Y,4p, t = 1,2,.... Velitina X,
md vyznam ndhodného vybéru objektu v t-tém kroku algoritmu.

Za téchto pfedpokladt s pravdépodobnosti 1 plati

lim —— 3 3 P(S{") olu(S¥), &?) = 0.
s=0 § + 1i=0i=1

Dile platl [12], Ze posloupnost nahodnych velitin §,(E®) konverguje skoro
viude a s pravd&podobnosti 1 je lim J,(E®) = Q,(E), kde E je n&jakou nestrannou
mnoZinou vzorovych bodi. o '
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3. VLASTNOSTI SHLUKOVACICH POSTUPU

Z ptedchozi &asti vyplyva, Ze pro feSeni dané ulohy shlukové analysy mdme k dis-
posici velké mnoZstvi shlukovacich postupi. Stojime tedy pted problémem, ktery
postup zvolit. Jak jiZ bylo fefeno, ve shlukové analyse nejsou zndma pravidla, ktera
by umoZiiovala zvolit pro danou dlohu v jistém smyslu nejlep3i shlukovaci postup.
K usnadnéni volby shlukovaciho postupu se definuji riizné Zadouci vlastnosti, které
by rozumné shlukovaci postupy mély mit, a pak se zkoum4, které shlukovaci postupy
tyto vlastnosti maji. Takové postupy se nékdy nazyvaji pfipustné shlukovaci postupy
vzhledem k dané vlastnosti ([6]). Budeme tohoto nazvu pouZivat, i kdyZ neni zcela
vhodny. Mohl by totiZ svddét k domné&nce, Ze nepfipustnost shlukovaciho postupu
znadi jeho nevhodnost pro aplikace. SpiSe viak jde o to uvédomit si, jaké pfednosti
a nedostatky dany shlukovaci postup m4 a zd2 jeho vlastnosti odpovidaji poZadav-
kiim kladenym na feSeni konkrétni ulohy shlukovani. Pfipustné shlukovaci postupy
mizeme definovat dvojim zptsobem. V prvém pfipadé klademe podminky pfimo
na shlukovaci postup. Casto viak nejprve definujeme pripustné rozklady a poZadu-
jeme, aby dany postup vytvarel pouze pfipustné rozklady.

Je zcela ptirozené poZadovat, aby shlukovaci postup pouZity na mnoZinu objektd,
kterd ma vyraznou strukturu, tuto strukturu odhalil. Rozeznavame tfi druhy dobré
struktury objektd. Objekty X, X,, ..., Xy maji dokonalou strukturu, jestliZze
existuji shluky S;, S,..., S, a €isla d; < d, tak, Ze pro X;e S, a X;€S,, plati
dX,X;)=d prol=madX,X;))=d,prol+m 1, m=12,...,n. Objekty
X, X,, ..., Xy maji dobrou n-strukturu, jestlize existuji shluky S;, S,, ..., S, tak,
Ye max {d(X,X,):X;eS, X;e8, 1 =1,2,..,n} <min {d(X;, X;):X;€85,
X;€S,, j # m}. Konetn& objekty X,, X,, ..., Xy maji pFesnou strukturu dendro-
gramu, jestlife mira nepodobnosti d spliiuje ultrametrickou nerovnost, tj. d € U(X).
Shlukovaci postup je pfipustny vzhledem k dokonalé strukture, respektive vzhledem
k dobré n-strukture, jestliZe pfi pouZiti na objekty s dokonalou, respektive dobrou
n-strukturou vede k vytvofeni pfislusnych shlukt S,, S,, ..., S,. Hierarchicky shlu-
kovaci postup je pfipustny vzhledem k presné strukture dendrogramu, jestliZe pfi
pouZiti na objekty s pfesnou strukturou dendrogramu vytvoii pfislu$ny dendrogram.
Pro stratifikované shlukovaci postupy se zavadi vlastnost pFiméfenosti. Postup
D : A > Z je pfiméFené pripustny, jestliZe 9 + Z < Aa D : Z = id, kde id je iden-
tické zobrazeni Z na sebe. V pfipad®, Ze Z = U(X), je hierarchicky shlukovaci
postup piiméfené pfipustny pravé tehdy, kdyZ je pfipustny vzhledem k pfesné
struktufe dendrogramu. Z hierarchickych postupii jsou metoda nejbliZ§iho souseda
a metoda nejvzdalen&jSiho souseda pripustné jak vzhledem k dobré n-struktufe,
tak vzhledem k pfesné struktufe dendrogramu. Naproti tomu metoda centroidni je
sice pfipustnd vzhledem k dobré n-struktufe, aviak neni pfipustnd vzhledem k pfesné
struktufe dendrogramu. Ani metoda nejmensich &tverci ani metoda pfenosu nejsou
pfipustné vzhledem k dobré n-struktufe. Zde i v dal§im metodou nejmensich étvercit

rozumime nalezeni globdlnjho minima funkciondlu Q,(S) =Y 3 d*X,S)). U
I1=1 X;eS,;
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metody pfenosu pak uvaZujeme pouze specialni pfipad, kdy metodou pfenosu hle-
ddme lokalni minimum téhoZ funkcionalu Q,(S).

Dal3i skupina vlastnosti vychazi z poZadavku, aby pfi vynechani objektii &i shlukt
nebo pfi jejich zdvojeni vedl shlukovaci postup ke stejnému vysledku. Nechf jsou
dany objekty X, X,, ..., Xy a necht shlukovaci postup vytvaii shluky S, Sy e S,
Nekteré objekty X, vezmeme vicekrdt a dostaneme tak objekty Y;, Y, ..., Yp
pfitom pocet opakovani miZe byt pro riizné objekty rtizny. Shlukovaci postup je
pFipustny vzhledem ke zdvojovdni bodil, jestliZe pii pouZiti na objekty Y;, Y,, ..., ¥},
dostaneme stejné shluky jako pro objekty X, X,, ..., Xy. Slabsi podminkou je
zdvojeni shlukii, kdy postupujeme jako v pfedchozim p¥ipadé, avSak pocet opakovani
musi byt pro vSechny objekty v ur¢itém shluku S; stejny. Obé tyto vlastnosti jsou
vyznamné v piipadé Ze geometricky. tvar shlukil je daleZit&jsi neZ hustota objekti
ve shlucich. Metoda nejbliZ§iho souseda a metoda nejvzdélengjsiho souseda jsou
pfipustné jak vzhledem ke zdvojovani objektid tak vzhledem ke zdvojovani shlukd,
kdeZto metoda nejmensich étvercli a metoda pfenosu nejsou piipustné vzhledem ani
k jedné z t&hto vlastnosti. Metoda centroidni je pfipustnd vzhledem ke zdvojovani
shluk, ale neni pfipustna vzhledem k zdvojovani objekti.

Pfi vynechdni shlukii poZadujeme, aby shlukovaci postup, ktery pro objekty
X,,X,, ..., Xy vedl ke shlukiim S, S,, ..., S,, vedl pfi pouZiti na objekty z mnoZiny
X — S; k vytvofeni shlukt Sy, S;, ..., S;—1,Si+1,---» S,. Metoda nejblizsiho sou-
seda, metoda nejvzdalen&j§iho souseda, centroidni metoda i metoda nejmenSich
étverct jsou viechny pfipustné vzhledem k vynechani shlukd. Podobné Ize definovat
pripustnow vzhledem k vynechdni objektii. Pfi tom poZadujeme aby shlukovaci
postup ktery v mnoZiné objekti X vytvofil shluky S; S, ... S,, vytvofil pfi pouZiti
na objekty z mnoZiny X — Y kde Y < X, shluky Si, S3, ..., S, tak, Ze ke kazdému
j=1,2,..., mexistuje i; takové, Ze S} = S, tj. vynechdni n€kterych objektli miZe
nejvySe zpusobit rozd€leni piivodnich shluki na shluky menSi, nikoliv v3ak jejich
spojeni ¢i prolindni.

Velmi Zaddoucim se jevi poZadavek, aby nebylo moZno dosahnout lepsiho vysledku
tim, Ze objekty jinak uspofdddme. Nechi § = {S, S,, ..., S,} je rozklad mnoZiny
objektd X = {X,, X,,..., Xy} a nechf n : X — X je permutace mnoZiny objektt X.
Definujme n(S) = {n[S,], n[S,], ..., n[S,]}. Rozklad S je pripustny vzhledem k per-
mutacim, jestliZe neexistuje permutace 7 tak, Ze rozklad n(S) je stejnomé&rné lepsi
v tomto smyslu: pro libovolné X;e S, a X, €S,, plati d(n(X,), n(X,)) < d(X;, X;)
pro | = m a d(n(X;), n(X;)) 2 d(X;, X;) pro | + m a pfitom alespoii pro jednu
dvojici indexi (i, Jj) plati ostrd nerovnost. Metoda nejbliziiho souseda, metoda
nejvzdalenéj$iho souseda a metoda nejmensich Etverch jsou viechny pFipustné vzhle-
dem k permutacim, kdeZto metoda pfenosu pfipustnd vzhledem k permutacim neni.
Obecné nelze odekdvat, Ze lokdlni optimalizadni postupy zaloZené na polatedni
volbg urditého rozkladu by byly pfipustné vzhledem k permutacim.

V pfipadé, Ze objekty jsou prvky linearniho prostoru, miiZeme definovat konvexni
ptipustnost. Rozklad {S;, Sz, ---» S,} je konvexné pFipustny, jestlize C(S;) n C(S;) =
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= 0, kde C(S;) je konvexni obal shluku S;. Mezi konvexn€ ptipustné postupy patii
metoda nejmengich &tverct a metoda pfenosu, zatimco metoda nejblizsiho souseda,
metoda nejvzdalengjiiho souseda a centroidni metoda nejsou konvexné€ piipustné.
Konvexni pfipustnost je motivovana poZadavkem, aby shluky byly jasn& odd&leny
a nebyly do sebe zaklinény. U této pfipustnosti je dobfe vidét, Ze neni tak zcela jed-
noduché Fici, které vlastnosti shlukovych postupd jsou Zadouci. PoZadavek, ze
kterého definice vychdzi, je zcela pfirozeny. Na druhé strané mohou byt objekty,
které maji tendenci vytvafet shluky, jejichZ konvexni obaly nejsou disjunktni. Pro
takové objekty se konvexné pfipustné shlukovaci postupy naopak nehodi, protoZe
shluky, které vytvafeji, jsou vZdy konvexné& pfipustné.

Ve specielnim pfipad€, kdy objekty leZi v roviné, miZeme podminku konvexni
pripustnosti oslabit. Necht je dan rozklad {S,, S,, ..., S,}. Na mnoZin& S; sestrojime
strom nejmen3i moZné délky (tj. s nejmensim soudtem délek hran) a vzniklou sou-
vislou mnoZinu dsefek oznatime Lg,. Postupujeme pifi tom tak, Ze objekty mno-
¥iny S, spojujeme metodou nejbliziiho souseda. Rozklad {S;, S,, ..., S,} je souvisle
pripustny, kdyZ Ls, N Lg, = @ pro i + j. Krom& metody nejmensich &tvercii a metody
pfenosu je souvisle pfipustnd i metoda nejbliZs§iho souseda. Metoda nejvzdalenéjiiho
souseda a centroidni metoda vak souvisle pfipustné nejsou.

V pfipadech, kdy se nemiiZeme zcela spolehnout na velikost hodnot miry nepodob-
nosti a vyznamné je spiSe potfadi velikosti hodnot neZ hodnoty samy, je dileZity
pozadavek, aby vysledek shlukovaciho postupu nezdvisel na monotonni transformaci
hodnot miry nepodobnosti. Necht shlukovaci postup pouZity na objekty s mirou
nepodobnosti d vede k rozkladu {S;, S,,...,S,} a necht f:[0, c0) - [0, ) je
rostouci funkce takovéd, Ze f(0) = 0. Shlukovaci postup se nazyvd monoténné
pFipustny, jestlie jeho pouZiti na stejné objekty s mirou nepodobnosti f(d) vede
k tému? rozkladu {S;, S, ..., S,}. Metoda nejblizé§iho souseda a metoda nejvzdale-
néjSiho souseda jsou monoténné p¥ipustné, kdeZto centroidni metoda, metoda nej-
mengich &tvercli a metoda pfenosu nejsou monotonn& piipustné. Slabsi podminku
dostaneme, kdyZ uvaZujeme pouze funkci f(x) = ax, kde a > 0. V tomto p¥ipadé
si zajistime invariantnost vzhledem k linedrni zméné méfitka a shlukovaci postup
nazyvdme pripustnym vzhledem k linedrni zméné méfitka.

Koneéné uvedeme nékteré definice pFipustnosti pro stratifikované postupy. Necht
D : A — Z je stratifikovany shlukovaci postup a necht plati: jestliZe d € A, pak existu-
je d' € Z tak, Ye d’ < d. Postup D je pripustny vzhledem k zachovdvdni shluks,
jestliZe plati: je-li M maximéaln€ vdzand mnoZina na urovni h pro d (tj. maximdlng
vdzand vzhledem k relaci {(X;, X)):d(X;, X)) < h}), potom existuje maximalng
vdzana mnoZina M’ na urovni h pro D(d) tak, ¢ M < M'. Jinymi slovy, maxim4ln&
vazané mnoZiny na irovni h na vstupu D zlstanou na tirovni h na vystupu D pohro-
mad¥. Formdlnd Ize tento poZadavek zapsat: D(d) < d pro viechny d € A.

Necht D : A —» Z a piedpoklddejme, Ze plati: je-li Y omezend podmnoZina Z,
potom sup Y € Z. Postup D je optimdlné pFipustny, jestliZe plati: je-lid’ € Za D(d) <
< d £d, potom D(d) = d’. Vlastnost optimality zajiSfuje, %¢ ke koncentraci
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informace dochdzi jen v nezbytné€ nutné mife a nejsou vytvifeny zbytené velké
shluky.

Zasadni dileZitost ma vlastnost spojitosti. Postup D je spojité pripustny, jestlize
zobrazeni D : A — Z je spojité, chipeme-li mnoZiny A a Z jako podmnoZiny prostoru
J(N). Vyznam této podminky spolivd v tom, Ze v jistém smyslu charakterisuje

2

lokalni stabilitu metody. Jde o to, aby malé zmény v hodnotach miry nepodobnosti
objekti vedly k malym zméndm na vystupu shlukovaciho postupu. Nema-li shluko-
vaci postup tuto vlastnost, pak je velmi citlivy na chyby méfeni znaki, které se odra-
Zeji pti stanoveni hodnot miry nepodobnosti i na chyby zplisobené zaokrouhlovanim
pii vypodtech. Metoda nejblizSiho souseda je spojité pfipustnd avSak metoda nej-
vzdélen&j$iho souseda nikoliv.

Zivérem uvedme, Ze otevienou otazkou zlistdva hodnoceni provedeného rozkladu.
Skutenost, Ze né&ktery funkcional kvality rozkladu nabyvd pro ziskany rozklad
extrémni hodnoty zaru€uje pouze, Ze rozklad mnoZiny objekt X je vzhledem k ndmi
volenému funkcionalu optimdlni, ale nefikd nic o tom, zda se podafilo najit ,,sku-
te€né* shluky, které v mnoZin€ objektli X pfirozené existuji. Intuitivn€ je ziejmé,
Ze ,,skute€né* shluky by mély byt pokud moZno kompaktni a navzijem relativné
izolované. Oba tyto pozadavky zfejm€ vyrazn€ spliiuji objekty X, X,,..., Xy
s dobrou n-strukturou, pro které existuje rozklad {S,, S, e S,,} takovy, Ze
max {d(X;, X;): X;e S, X;e8, 1=1,2,..,n} <min{d(X, X;):X;eS,, X;e
€ S, | + m}. Obecnd kriteria, kterd by kompaktnost a relativni isolovanost shluk@
posoudila, zatim neexistuji. Pro metodu nejbliz§iho souseda jsou znamy nékteré
vysledky na zéklad& pravd&podobnostniho pfistupu ([11]). U hierarchickych postupt
metoda nejvzdalengj$iho souseda minimalizuje maximdlni primér shlukt, kdeZto
metoda nejbliz§iho souseda maximalizuje minimdalni vzddlenost mezi shluky. Jestlize
pouZiti obou postupil vede k riiznym dendrogramiim, pak ziejmé nelze splnit ziroveii
oba poZadavky kompaktnosti a relativni isolovanosti shlukii. Obecné se da fici,
ze vedou-li rizné hierarchické postupy k riiznym dendrogramtim, je otdzkou, zda se
objekty hodi ke zpracovani hierarchickym postupem.

Literatura

Problémtim shlukovéni objektii bylo béhem poslednich tficeti let vénovano mnoho
praci publikovanych v fadé€ Easopisit. V soudasnosti se projevuje snaha o syntézu
vysledkl a objevuji se publikace kniZni. Uvedme né&kolik struénych poznamek ke
étyfem z nich.
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kapitola (59 stran) je vénovana metodam shtukovani objekti.

Publikace [2] poddvé dobry piehled o problematice shlukové analyzy od klasi-
fikace proménnych aZ po vyhodnocovani shlukovacich metod. V rozsdhlé pfiloze
(119 stran) autor uvadi fadu programit v jazyce FORTRAN IV.
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Prehlednd monografie [5] je psdna heslovitym zptisobem. Je v&novana pfedeviim
hierarchickym metodam bez snahy o obecné&j§i nadhled.

V knize [9] jsou zkoumdny metody kondensace udaji, které se uplatiiuji pfedev§im
v problémech taxonomické klasifikace. Druhd &st knihy (85 stran) je v&novéna
hierarchickym a stratifikovanym metoddm shlukové analysy; pfitom diraz je kladen
na pfesné zavedeni pojmli a matematickou teorii.
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Summary
CLUSTER ANALYSIS
ApDOLF FILACEK, VAcLAv Kournfk, Jikf VONDRACEK, Praha
This expository paper presents a survey of some methods of cluster analysis. The
first part introduces dissimilarity measures for objects and clusters. In the second part

hierarchical, parallel and sequential methods are discussed. The third part deals with
the assessment of performance for clustering methods.
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