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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 93 (1968), Praha 

ЗАДАЧА КОШИ И СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩХСЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА 

^т^ КОРАСЕК (Иржи Копачек), Прага 

(Поступило в редакцию 27/И 1967 г.) 

Рассмотрим в области Ут = <0, Г> х Еп дифференциальное уравнение 

,*\ г д2и д ( , ч ди\ , ч д2и . , ч ди 
(1) Ьи = — - — аи(х) — + аю(х) т — г ~ + Ь(х) — + 

дх0 СХ] \ дх{] дх{ дх0 дх( 
Я и 

+ Ъ0(х)~ + С(х)и=/ 
8х0 

в предположении 

(А) аи(х) и> = О 

для всех хе Утк всех действительных ^ = {%и с2, •••> <̂ } и задачу Коши 

(2) и|«-о = | - - = 0 
^ * 0 хо = 0 

для этого уравнения, предполагая, что существуют такие положительные 
постоянные в и а, что 

(Б) (ва^х) - А а „ ( ^ ^ - «(Ь,(х) ^,)2

 = О 

для х е 7Г, { е Еп. 
Эта задача была рассмотрена в [1] и [2] в предположении, что вместо (Б) 

выполнено неравенство 

Í au + j - a,Л Uj ~ aibč,)2 ž 0 

и aí0 = 0. 

1. Для решения поставленной задачи используем сначала прием, применен­
ный в [1]. Имеет место 
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Лемма 1. Пусть и бесконечно дифференцируемая функция с компактным но-
сителем в V?, удовлетворяющая условию (2). Пусть далее 

д2и д ( . , ч ди\ . , , ч д2и .р, ч ди 
Ь°и - Т1 ~ 7~\ а'№ — - е Ан + а%(х) — — - + Ь°(х) — + 

дх0 дх} \ дх{/ дх0 дх1 охг 

+ Ьв

0(х) — + СЕ(х) и , е > О 
дх0 

оператор с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами, причем а\$ и Ъ\ 
удовлетворяют условиям (А), (Б). Тогда существует такая константа С, от 0, 
а и норм коэффициентов а8ц е С1,2, а]0 е С 1 ' 1 , Ь], Ь\, С в С0,2, (/,/ = 1, 2, ..., п), 
что 

где Сг,\ Щ'* пространства функций, производные которых до порядка г + 5, 

содержащие дифференцирование по х0 до порядка г принадлежат соответствен-

но С(УТ) и Ь2(УТ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы получается как обычно преобразованием 
выражений 

П ЬЕи ёх , — Ьеи их, | | Ьеи дх . 

ЕП

 дхо ^ о ^ ЕП

 дх1 дх1 дхо ^ о ^ ЕП дх1 дх] дх1 дх] дх0 

С помощью этой леммы доказывается теорема. 

Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям 

(А), (Б), принадлежат соответствующим пространствам, указанным в лемме I 

и пусть / е IV0'2. Тогда существует единственное в Ш2{У7) решение задачи 

(О, (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если рассмотреть вместо (1) уравнение 

0.) *.у = /. 
с условием 

/-лч и <3м е | 

(2) 4 ^ 0 = — = 0 , 
^ Х 0|хо = 0 

где коэффициенты (1е) получаются усреднением соответствующих коэффи­
циентов уравнения (1) с радиусом е, /е бесконечно дифференцируемые функции 
с компактным носителем в УТ, | |/е — /||»-2о,2 -> 0 для е -> 0, то задача (1е), (2) 
имеет бесконечно дифференцируемое решение с компактным носителем в Ут. 
По лемме 1 
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следовательно ие и их первые производные компактны в Ь2(УТ), производные 
второго порядка компактны в ! 2 в смысле слабой сходимости. Устремляя 
г -+ 0 по некоторой последовательности, получим в пределе искомое решение. 
Его единственность (и тем самим сходимость к нему иЕ при г ~> 0) доказы­
вается так же, как первая часть леммы 1. 

Замечание. Теорема остается в силе, если требования на коэффициенты 
ослабить следующим образом: вместо аеСг'& требовать, чтобы аеСг'8~1 

и все эти производные удовлетворяют условию Липшица по х15 х2,..., хп. 

2. Разностный метод. В пространстве Ет+1 строим сетку {/с0т, кхк,... 
..., кпк} = {к0х, кк}, Т> т > 0, к > 0, где /с0, ки ..., кп целые числа, х = т/А. 
Если и .функция определенная в точках сетки, то * 1и(к0т, кк) = и(к0х,... 
...,(/с( + 1) А,...), Аги = (1/А)(+1м — и), &„(и = К( ~Ч/, Аьи = \(&{и + А_^) 
(I = 1,2,..., и), ±(У&0т> АЛ) = и((/с0 ± 1)т, /сА), А0и = (1/т)( + 0и - и), А_0и = 
= А0 "°м, А0м = ^(А0м + Л_0м), *7м = + 0м + и, Зхи = + 0м + ~~°и, <г/>р = 

= кп ]Г и(рт, /сА), [и]р = т ^] <м>5 для р > 0, Зги = и + ~°и. 
к 5 = 0 

Разностную схему, соответствующую (1), (2) определяем следующим обра­
зом: полагаем 

(2') и(к0т, кк) = 0 для к0 _ 1 и всех ки к2, ...,кп. 

Для 0 ^ к0 ^ М — 1 (М такое натуральное число, что 0 — Т — Мт < т) 
составляем уравнение 

(1') М=У\ 

где 

^дм == Л0м - А/ау Л^) + аю А0А^и + Ь0 А0и + ^ Л А^ + си . 

Будем пользоваться следующими формулами: 

&((м) = и &р + +1у А(и , 

А*М = Ш+ 1» + "'») А|М + ( + ^ + "'«) А|»] = 

= 1?Д,Ц + Ц+Ы&р + " ^ А_^), (I = 0, 1, ..., п), 

%{А0иЗ^) + А^^ам)} = Л0(ам1;) - ^(+0V ~°и + ~°1; +0и) А0а , 

иЗ^р — VIхи = тА0(1? ~°м — и ~ 0 ^ ) , 

и если и и у функции отличные от нуля лишь в конечном числе точек, то 

<и Ар}р = - О Л^>р , г = 1, 2, ..., п . 
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Пусть / е С(УТ) и имеет в Ут компактный носитель. Тогда и решение и зада­
чи (V), (2') отлично от нуля лищь в конечном числе точек. Умножим (V) на 
ткп ̂ ^ А0и и суммируем. Получим 

(3) [^^и^1 А0и]р = [^^1 А0и]р 

для р = 1, 2,..., п. 

Будем преобразовывать левую (3). (Индекс р будем опускать.) 

(4) [А2^, Д0и] = К(А0«)2 + (До -°и)2}р, 

[аю А0А^и^1 А0и~\ = [Д^ю А0и) ^1 А0и\ -

- ^уг А0и(А0

 +(и А1аю + А0 ~1и А_;аю)] = 

= - [я*о Д о ^ А0А^] - / = - [Д 0А^/ х(аю Д0и)] ~ / 

- \х <аю Д0н(Д0

 +{~°и - А0 ~1-°и) + ~°аю А0 ~°и(А0

 +1и - А0 ~1и)}р = 

= -(х/2)^ - I - [а ю А0А^/1 А0и] -

- & [(А0

 +1и - А0 ~1и)(А0

 +0и А0аю - А0 ~°и А_0аю)] . 

Отсюда имеем 

(5) \[аю А0А/и^1 А0и]| й (1 + х) Сг ^ <^2(Д0«)2>. + хС1^2{А0и)2Ур 
5 = 1 

где Сх зависит от максимумов модулей а ю и С от его констант Липшица. 

(6) - [Д,(а |7 Д,.ц) / х А0и] = [ау Д ^ ДД>и] = 

= [Д 0А^7 х(а 0 Д,ц)] + \х <(-°а7 " % м ) (Д0

 + ,и - Д0 "'и) -

- аг7 А,и(А0

 + 1~Ч - Д<Г< "°и)>р = 

= 1^[А0А^и^1(а^^А^и) + А0А^и^1(а^^ А/*)] + ^х/ = 

= [Д0(а17 Дги А^)] + \к! — [А,- + 0м А; "°а А0а17] ^ 

^ Ю2(аи Д,и ДУ1|)>Р - [А* + 0и А,- -°и Д0а | 7] - х2Яп</2(Д01/)2>р , 

где X = вир аи(х) {&Д1 + & + ... + Й ) " 1 . 

(7) | [ * М . Д ^ , А0и]| ^ |[Ь, А, - < ^ А0и]| + 

+ *х |[Ь,.(А0

 +'« - А0 -и) ^ 1 А0и]| ^ *а [(Ь, А,. ~°и)2] + ~ [^. А0ы)2] . 
2а 

Выберем теперь х так, чтобы 

(8) 4х2/Ы ^ 1 , 8хСх ^ 1 

где С1 константа из (5). 
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Тогда получим 

1ЬАи1х Д0м] ^ К/2{(Д0м)2 + аи д»" &]и}>р -

- [А, +% Л} -°и Д0а,7 + 1а (Ь, Д, "Л*)2] - С2т | ] </2((Л0и)2 + и2)>. 

Используя условие (Б), оценим выражение в фигурных скобках в правой части 
этого неравенства. 

[До*, у А, + 0 и Ау -°и] + [(*, А, ~°м)2] . 1а -- [Д 0а у А, -°и А} "°и] + 

+ [Дну А,- ~°и к(Д0

 +>и - Д0 -
^и)^] + & [{Ь, А, -°м)2] < 

<ì al7(x0 - тð, x') Дř ~°u Aj °u -j- а(Ьř(дc0 - т<S, x') Дř "°w)2 + 
őx0 J 2| 

+ *[Дову(Д, -°и + *(Д0

 + 'и - А0 -(м))(Д,. -°и + х(Д0

 +*и - А0 -*и)У] + 

+ С[(Д0и)2] + а С. [и2] 

где С и С , зависят от констант Липшица по х0 функций а1} и Ь1 соответственно, 
6 е(—1, 1). Согласно условию (Б) первое слагаемое меньше или равно чем 

10[а(/хо - т«5, х') А, -°и А. "°и] < &т0[-оа13 А, " 0 и А, -°и] , 

второе меньше или равно чем 

\в[ац(х0 - т5., х')(Д( -°м + к(Д0

 + ,и - Д0 - 'и)). 

. (Д; -°и + х(А0

 +^и - А0 -^и))^\ й №т[~°а13 Д. "°и А3 ~°и] + 

+ ^9Гяс2[а17(Д0

 +'и-А0 ~1и)(А0

 +Ы - Д0 ">и)] й 

йОевт{-°аи А, -°и А,- -°и] + 0е9Г%2Я . 4«[(Д0м)2] ^ 

й вевт1~0

аи А, -°и А,- -°и + (Д0и)2] . 

Мы использовали условие (8) и неравенство 

*.Х*0 + в, *') « , ' ^ Л 0 ( Х 0 , X') 1&1 = ^ Ч К , *') ?& 

для 0^д<Т, 0^х0^Т— д, которое вытекает из (Б). Таким образом мы 
показали, что 

(9) р ^ и ^ Д0и] ^ |<(Д0м)2 + аи Д(и Д;м>р -
Р 

- С4? Е <У + (Ао")2 + «у А*" Д^>, • 
5 = 1 

Так как очевидно 

(Ю) <м 2 > р ^Ст1<(Д 0 и) 2 Х, 
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то из (9) и (3) получаем 

(11) <(А0и)2 + аи Д.и Д,-и + и 2 > р й 

йСx^ <(А0и)2 + аи Д,и Д,-и + и 2>, + С, Г / 2 ] , , 
5 = 1 

откуда по лемме 1 работы [2] имеем 

(12) <(А0«)2 + аи А,и А]Ы + и2}р = е2Ср* С ^ / 2 ] - ^ С [ / 2 ] р 

для Сх ^ \. 
Итак, мы доказали лемму: 

Лемма 2. Если и решение задачи (Г), (2'), / ограниченная функция с компакт­
ным носителем в УТ, оператор ^ удовлетворяет условиям (А), (Б), то су-
ществует константа С, зависящая от максимумов модулей коэффициентов 
(1), констант Липшица аю по х(, х0, аи, Ь{ по х0 (], I — 1,2,..., п), О, а, что при 
х ^ 1/2С (С константа из (12)) и х удовлетворяющем условию (8) выполнено 
неравенство (12). 

Приступим к оценке разностных отношений более высокого порядка реше­
ния задачи (Г), (2'). Применим к (V) оператор А* (к = 1,2,"..., п). Получим 

(13) Ак/ = А^Аи = ^А Аки - Щ(Ккаи А(

 +ки + К_каи А1 ~ки) + 

+ %(&ка10 ДсД. +ки + &-ка10 А0Д; ~ки) + %(&кЪ0 А0

 +ки + &„кЪ0 Д0 ~ки) + 

+ #&кЪ1. \3Х Д, +ки + КкЪ1. ^^1 А, ~ки) + ±(А4с
 +*м + К.кс ~ки). 

Используя теперь лемму 1 и (9), получим отсюда 

(14) [Ак^Аи^^ АкА0и\ = К(ДгАи) 2 + аи Д ^ и Д„Дум> -
р 

- с 4 * Е <(АоА^)2 + «о- А*л*" А А М + (д*м)2Х -
5 = 1 

— %[А-ка^^А^А^и^1 АЛД0 ~*м + Акаи А^и1г АЛА0

 +*м] — 

- С5т Е < I {(А<Аи)2 + (Д.к)2}Х - С б [/ 2 ] р , 
5 = 1 1=1 

где С 5 и С 6 зависят от тех же величин, что и С в лемме 1 и кроме того от кон­
стант Липшица по х1 функций даи1дх]9 аю, Ъ0, Ъь с (г,], I = 1, 2, ..., п), С 4 кон­
станта из (9). Остается оценить третье слагаемое в правой части. 

( 1 5 ) |C--T*fl'y *AjuJi A*A0 **«]| ^ — - fly A,A>J 1 A*A0

 T,£u 
|L^* J| 

+ Cri(i {(A,M)2 + (A0A(M)2}>S ^ 
S = l 1 = 1 

g iV[ay A.A.I. A,A,M] + C.t £ < £ (A,U)2 + (A0A,«)2>S 

+ 
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где ЛГ, С и С± зависят от констант Липшица по хк функций даи/дх1 (/,*',/, к = 
= 1, 2,..., п). При этом мы использовали лемму 3 из [2] и неравенство Коши. 
Суммируя (13) по к от 1 до п, получим с учетом (14), (15) и (10) (для А*и вместо и) 

(16) у(р) = < X (А0А,и)2 + аи А,Аки АДи + (Д*и)2}>, = 
/ с = 1 

= С 1 [/ 2 + Е(А,/)2] + Ст^у(5). 
1 = 1 5 = 1 

С помощью леммы 1 из [2] отсюда следует 

(17) Х р ) ^ С 1 [ / 2 + 1(Д | /) 2 ]е 2 С ' * 
1=1 

если т Достаточно мало, где Сх и С зависят от тех же величин, что и С в лемме 1 
и кроме того от констант Липшица по хг функций да(]-/дхк, дю, Ь0, Ьь с (I, ], к, I = 
= 1,2,...,п). 

Для оценки разностных отношений второго порядка следует применить 
к (V) оператор Д |АЬ умножить полученные уравнения на ^1 ДДД,и (/, к = 
= 1, 2,..., п), просуммировать соотношения 

[А^Ак^Аи^1 ДАД0«] = [АД//! АгАкА0и] 

по Ц от 1 до п и преобразовать левую часть, аналогично, как раньше. Полу­

чится оценка 

(18) < X {(Д0ААи)2 + (АкАги)2 + аи АДАи А А М > Р = 

й С,[/2 + Е(А/) 2 + I (АкА,тре
2с^, 

* = 1 й , 1 = 1 

где Сг и С зависят от тех же величин, что константы в неравенстве (17) и кроме 
того от констант Липшица по х1 функций даи/дхк дх8, да{0\дхк, дЪ0\дхк, дЬ(1дхк, 
дс\дхк, (г,}, к, I, $ = 1, 2,..., п), если, конечно, х удовлетворяет условию (8) 
и т достаточно мало. 

Из уравнения (Г) получаем оценку 

М - 1 п п 

(19) т X <(А2»)2>8 й СУ2 + Е (А,/)2 + X (АА/)2]М • 
5 = 0 к-1 к, 1=1 

Если теперь оцененные разностные отношения до второго порядка включи­
тельно продолжить на Vт (на пример кусочно постоянно) то оценки (11), (17), 
(18) и (19) показывают ограниченность этих продолжений в Ь2 (причем равно­
мерную по т, к), если /, д//дх19 д

2Л(дхь дх3) (г, ] = 1,2,..., п) е С(УТ) и имеют 
компактный в Ут носитель. Так же как в [4] отсюда получится, что при т, к -> 0 
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соответствующие продолжения сходятся слабо в Ь2{Ут) к решению задачи (1), 
(2) и его производным. Итак мы доказали теорему: 

Теорема 2. Пусть оператор (1) удовлетворяет условиям (А), (Б). Пусть его 
коэффициенты и правая часть (1) удовлетворяют следующим условиям глад­
кости: а1] е С 1 ' 1, а01, Ъ1 е С1 '0, Ъ0, с е С 0 , 1, и все эти производные удовлетворяют 
условию Липшица по хх (г,], I = 1,2, ...,п). Пусть /, д^дх^ д2$\(дх{ дх^ е С(УТ) 
(/, у = 1, 2,...,«) и имеют компактный носитель. Тогда при х удовлетворяющем 
условию (8) и г достаточно малом разностная схема (V), (2') для (1), (2) устой­
чива и решение этой задачи можно получить как слабый предел в Ь^Ут) при 
т, Н -• 0 продолжений решений (V), (X), причем продолжения разностных отно­
шений до второго порядка включительно сходятся слабо к соответствующим 
производным решения (1), (2). 

Замечание 1. Теорему можно обобщить (см. [3]) на случай, когда /, д//дхь 

д2/1(дХ1 Зху) е Ь2{УТ) (*,; = 1, 2, ..., п). 

Замечание 2. Предполагая большую гладкость коэффициентов и правой 
части, можно показать соответственно большую гладкость решения. 

Замечание 3. С помощью указанной схемы можно также построить ре­
шение е ^2 смешанной задачи ^и — / ъ 0, = О х ф, Г>, О е Еп, и\Хо==0х>еП = 
= 31*/5х|Яов0,,'бД = 0, и = О на О х <0, Г> (ср. [2], [4]). 

Замечание 4. Если коэффициенты аю == 0, то можно применить более простую 
схему: 

Ьди = / для к0 ^ О 

и = 0 для к0 ^ 1 , 
где 

ЕАи = А0А_0г/ — А./ауА,.) + Ь* А^ + Ь0 А0м + Си . 
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