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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 93 (1968), Praha 

DER IT-PROZESS 

ANTONJN SOCHOR, Praha 

(Eingegangen am 23. Januar 1967) 

In der Arbeit wird der Begriff des in [2] eingeführten IT-Prozesses, wo der IT-Prozess 
nur aus einer Menge ausgeht, verallgemeinert. In der vorliegenden Arbeit wird der 
I7-Prozess auch für eigene Klassen (Nicht-Mengen) definiert und betrachtet. Es wird 
in der Gödel-Bernaysschen axiomatischen Mengenlehre gearbeitet und es werden 
die Axiomgruppen A, B, C benützt. 

Definition 1. p°x = x; oc > 0 -> px = <$( \J pß
x). 

ßea 

Definition 2. z eIT(ß) = (3x) (3a) (x ^ Q&z e pa
x) A. h. 17(6) = U U P r 

x S Q aeOn 
Nachdem On We E gilt, kann für u e \J px die folgende Definition eingeführt 

aeOn 
werden. 

Definition 3. rx(u) e On&ue px
x
x(u) & (ß) (ß e xx(u) -> ~lu e pß) (rx(u) ist der Typus 

von u in bezug auf x). 

Lemma 1. x £ y -» pa
x c p*. 

Beweis. Wir beweisen das Lemma mittels transfiniter Induktion. Für a = 0 siehe 

die Voraussetzung. Es sei a =j= 0, dann ß e a -> pß
x c pß; daher U Px — U Py

 u n d 

deshalb ist p x = Sß( U Pß) S V( U Pß
y) = fr ^ ß** 

ßea ßea 

Aus diesem Lemma ergibt sich, dass JJ(x) = \J Px i
st- Daher stimmt der neuein ge-

aeOn 

führte I7-Prozess für Mengen mit dem in der Arbeit [2] überein. 

Lemma l ( x e ^ & z e x & a * 0 ) - > (3ß) (ße<x&ze pß
y). 

Beweis. Offenbar x c U Py und deshalb ze\J pß. Dann ist (3ß)(zepß&ß < a). 
ßea ßea 

Lemma 3. Comp (Q) -> Comp(IT(ß)). 
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Beweis. Es sei x e y e p°z & z £ ß . Dann ist y e ß , daher x e ß und daher {x} e 
£ ß . Daraus ergibt sich x e p°[x). In den übrigen Fällen siehe Lemma 2. 

Definition 4. R(>l) = (3a) (a S <o0 & y Fn a & (i) (i + 1 < a -> / ( i + 1) e y'i)) 
(j> ist eine Kette); z e Unv x = (3>>) (R(y, x) & z e Wß(y) & y'O = x). (Universum 
von x (GANDY); Unv x = {x} u x u \Jx u UU* u . . . ) . 

Lemma 4. a) y e Unv x -> y £ Unv j ; £ Unv x; b) M(Unv x). 

Beweis. Wir definieren G'x = (Jx. Nach 8.45 [1] existiert ein z, so dass z Fn co0 & 
& z'O = {x} & (i) (i > 0 -> z'i = U(z'(1' - *))) güt- Daraus Unv x = {)W(z) und 
daher M(Unv x) den Axiomen C4, C l 9 C2 nach. Die übrigen Behauptungen sind trivial. 

Lemma 5. x s tf(ß) -> * etf(ß) . 

Beweis. Für M(ß) ist die Folgerung klar, da (3oc)(z)(zex -> rQ(z) < a) gilt. 
Für Pr (ß) definieren wir u = Unv x n ß . Es sei z ex, dann z e p* für ein ae On 
und y £ ß . Ist a = 0, so ist z e ß und daher z e u, woraus sich z etf(u) ergibt. Es 
sei also a 4= 0; nach dem Lemma 1 ist z e pyKJU. Wir definieren v e Z = v e Unv z & 
& v etf(y u w) n (— n(u)). Es sei Z 4= 0. Wir wählen v e Z so, dass tyuu(v) am klein
sten ist. Tyuu(v) =f= 0, denn sonst wäre vep^uu = y u u c ß , veUnv z £ Unv x, daher 
u e u und also v etf(w). Es sei vi e v. Dann ist vx e Unv z, Ty^^vJ ^ ^ . . (v ) nach 
den Lemma 4,2 und daher v!etf(u). Es ist also v £ tf(u) und daher vetf(u). 
Damit ist Z = 0 bewiesen. Es ist also z etf(u), woraus sich x £ tf(u) ergibt und daher 
ist xetf(u ) e t f ( ß ) . 

Satz 1. Es sei Comp(tf(ß)). Definieren wir Cls* (X) = Z s tf(ß), M*(K) = 
s X etf(ß), KG* 7 = M*(K) & Cls* (Y) & X e Y9 so entsteht ein Modell1), in dem 
die Axiome At*- A4*, B ^ - B g * , C 1 * - C 4 * beweisbar sind. 

Beweis. Es genügt Lemma 5, Comp(tf(ß)), tf(0) c tf(ß) und den Satz 1 [3] 
zu benützen. 

Lemma 6.2) (U)(X)(X 4= 0 -» ( 3 u ) ( u e K & w n K c U)) = (U)(X)(X + o -» 
-» (3u) (u e x & u n x <= U). 

Beweis. Es sei X 4= 0 so, dass (u) (u e i -*• u n K n ( -U ) 4= 0) gilt. Wir 
wählen z eX und definieren x = X n Unv z. Es gilt M(x), x 4= 0. Da u e Unvz -> 
~> w £ Unv z ist, so ist (u) (u e x -> u n x n (— U) = u n K n Unv z n (— U) = 
=s w n X n (—U) 4= 0). Die zweite Folgerung ist auf Grund von Axiom Al klar. 

*) In der Terminologie von [4] ist dies das Modell (E n (H(ß) X Я(ß))> V0). 
2) Für t / = 0siehel.4[5L 
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Satz 2. V = 17(ß) s (x) (x * 0 -> (3u) (uex&u nx <=; ß)).3) 

Beweis, a) Es sei V — J7(ß) =t= 0, wir nehmen an, dass die rechte Seite der Äqui
valenz gilt. Dem Lemma 6 nach wählen wir u e V - 17(ß) & u n (V - H(ß)) £ ß. 
Dann ist w £ II(ß) u ß = 1T(ß). Aus dem Lemma 5 ergibt sich u eiT(ß), was ein 
Widerspruch ist. b) Es sei x =t= 0 & x ell(ß) = V& (u) (u e x ~» x n u n ( - ß) 4= 
4= 0). Wir bezeichnen a = x — ß; es sei z e a. Dann existiert ein z1ez&zlea. 
Der Definition von x nach ist nämlich x n z n (—ß) 4= 0 und daher (3zj)(z! e 
e x& zx e z& z t ^ ß), d. h. (3zJ (zt e a& zte z). Wir bezeichnen w = ß n Unv a. 
Aus a £ x el7(ß) und aus Comp (V) ergibt sich a c iT(ß). Nach den Betrachtungen 
im Beweis des Lemma 5 gilt z e a -• z e JI(u). Es sei jS eine Ordnungszahl, für die 
(3z) (zea&ß = TW(Z)) & n(3z) (z G a & xu(z) < ß) gilt. Dann ist ß 4= 0, denn es 
ist pu = ß n Unv a £ ß und 0 # pf n a .= a £ (— ß). Wählen wir z, zt so dass 
zx e z & z e Pf gilt, so ist xu(zx) < xu(z) = ß, was ein Widerspruch ist. 

Aus dem obigen folgt sofort der 

Satz 3. In der axiomatischen Mengenlehre mit den Axiomgruppen A, B, C gilt 
17(0) = V = (x) (x # 0 -> (3u) (uex&u nx = 0))und im Halbmodell (E n(17(0) x 
x H(0)), ̂ o) sind die Axiome der Gruppen A*, B*, C*, D* erfüllt.4) 

Beweis. Comp (0) -> Comp(IJ(0)) dem Lemma 3 nach. Weiter benützen wir die 
Sätze 1, 2. Auf der rechten Seite steht das Axiom D', d.h. das Fundierungsaxiom für 
Mengen.) 
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Anfschrift der Verfassers: Vinohradskä 166, Praha 3. 

3) V ist Universalklasse. 
4) Siehe z. B. [2]. 
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