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Casopis pro péstovani matematiky, rot. 93 (1968), Praha

DER IT-PROZESS

ANTONIN SOCHOR, Praha

(Eingegangen am 23. Januar 1967)

In der Arbeit wird der Begriff des in [2] eingefiihrten IT-Prozesses, wo der II-Prozess
nur aus einer Menge ausgeht, verallgemeinert. In der vorliegenden Arbeit wird der
IT-Prozess auch fiir eigene Klassen (Nicht-Mengen) definiert und betrachtet. Es wird
in der Godel-Bernaysschen axiomatischen Mengenlehre gearbeitet und es werden
die Axiomgruppen A, B, C beniitzt.

Definition 1. p? = x; & > 0 - pZ = P(U pl).
Pea

Definition 2.. zell(Q) = (Ix)(F) (x = Q& zepi)d. h.1I(Q) =U U ps.

xEQ aeOn

Nachdem On We E gilt, kann fiir ue |J p§ die folgende Definition eingefiihrt

aeOn
werden.

Definition 3. 7,(u) € On & u € p=™ & (B) (B € t.(u) = u € pf) (r.(u) ist der Typus
von u in bezug auf x).
Lemmal.x S y — p; < pj.

Beweis. Wir beweisen das Lemma mittels transfiniter Induktion. Fiir « = 0 siehe
die Voraussetzung. Es sei « =+ 0, dann fea — p? = p?; daher U pf = U p} und

deshalb ist pi = B( ﬂu Pl < B(U pb) = pi. pea pea
ea Pea

Aus diesem Lemma ergibt sich, dass IT(x) = | pZ ist. Daher stimmt der neueinge-
aeOn

fiihrte I7-Prozess fiir Mengen mit dem in der Arbeit [2] iiberein.

Lemma 2. (xepj& zex&a + 0) > (3p) (Bea & z € ph).
Beweis. Offenbar x = | p% und deshalb z e pf. Dann ist (3f) (z € pf & B < a).

Pea Bea

Lemma 3. Comp (Q) — Comp (I1(Q)).

145



Beweis. Essei xe ye p2 & z < Q. Dannist y € Q, daher x € Q und daher {x} <
< Q. Daraus ergibt sich x € p?x,. In den iibrigen Féllen siche Lemma 2.

Definition 4. R(y) = (32) (¢ £ wo & y Fna & (i)(i + 1 < a > y'(i + 1) € )'i))
(v ist eine Kette); zeUnvx = (3y) (R(y, x) & z € ﬁB(y) & y'0 = x). (Universum
von x (GANDY); Unvx = {x} ux uUx u UUx U .

Lemma 4. a) yeUnvx —» y < Unwy < Unv x; b) M(Unv x).

Beweis. Wir definieren G'X = |JX. Nach 8.45 [1] existiert ein z, so dass z Fn 0o &
&z'0={x}&(i)(i > 0~ z’i = U(z'(i — 1))) gilt. Daraus Unvx = YW(z) und
daher M(Unv x) den Axiomen C,, C,, C, nach. Die iibrigen Behauptungen sind trivial.

Lemma'5. x < I1(Q) -~ x e I1(Q).

Beweis. Fiir M(Q) ist die Folgerung klar, da (3x)(z) (z € x - 74(2) < a) gilt.
Fiir Pr(Q) definieren wir u = Unv x n Q. Es sei z € x, dann z € p; fiir ein « € On
und y = Q. Ist @ = 0, so ist z € Q und daher z € u, woraus sich z eIT(u) ergibt. Es
sei also « # 0; nach dem Lemma 1 ist z € p},,,. Wir definieren veZ = veUnvz &
&vell(y v u) n(—I(u)). Essei Z + 0. Wir wihlen v € Z so, dass T,,,(v) am klein-
sten ist. Tyw(v) #* 0, denn sonst wére v epyu,, =yuvu < Q,veUnvz < Unv x, daher
veu und also vell(u). Es sei v, € v. Dann ist v, € Unv z, 1,,,(v,) < 7,.,(v) nach
den Lemma 4,2 und daher v, eIT(u). Es ist also v < IT(u) und daher v eII(u).
Damit ist Z = 0 bewiesen. Es ist also z eIT(u), woraus sich x < IT(u) ergibt und daher
ist x e(u) = 11(Q).

Satz 1. Es sei Comp (I1(Q)). Definieren wir Cls* (X) = X c I1(Q), M*(X) =
= X eII(Q), Xe* Y = M*(X) & Cls* (Y) & X € Y, so entsteht ein Modell), in dem
die Axiome A *—A,*, B *—Bg*, C*—C,* beweisbar sind.

Beweis. Es geniigt Lemma 5, Comp (71(Q)), 11(0) < I1(Q) und den Satz 1 [3]
zu beniitzen.

Lemma 6.2) (U)(X)(X £0 > (u)(ueX &unX cU)) = U)(x)(x+ 0~
> @u)(uex&unxcU).

Beweis. Es sei X 0 so, dass (u)(ueX »>unXn(=U)+0) gilt. Wir
wihlen z € X und definieren x = X N Unv z. Es gilt M(x), x + 0. Da u e Unvz —
—sucUnzist, soist (W)(uex>unxn(-U)=unXnUnvzn(-U)=
=u n X n(=U) # 0). Die zweite Folgerung ist auf Grund von Axiom A, Klar.

1y In der Terminologie von [4] ist dies das Modell (E N (I1(Q) X II(Q)), ¥q).
2y Fiir U = 0 siche 1.4 [5].
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Satz2. V=1I(Q) = (x) (x # 0> Qu) (uex&u nx = Q)).%)

Beweis. a) Es sei ¥ — IT(Q) # 0, wir nehmen an, dass die rechte Seite der Aqui-
valenz gilt. Dem Lemma 6 nach wihlen wir ue V —II(Q) & u n (V — II(Q)) < Q.
Dann ist u < IT(Q) v Q = IT1(Q). Aus dem Lemma 5 ergibt sich u eI1(Q), was ein
Widerspruch ist. b) Es sei x + 0& xeIl(Q) = V& (u)(uex > xnun(-Q) *
+ 0). Wir bezeichnen a = x — Q; es sei z € a. Dann existiert ein z, ez & z, e a.
Der Definition von x nach ist nimlich x Nz n (= Q) % 0 und daher (3z,)(z, €
ex&z,ez&z; ¢ Q),d. h. (3z,)(z, €ea & z, € z). Wir bezeichnen u = Q@ n Unv a.
Aus a < x eII(Q) und aus Comp (V) ergibt sich a < IT(Q). Nach den Betrachtungen
im Beweis des Lemma 5 gilt z € a — z e IT(u). Es sei f eine Ordnungszahl, fiir die
(3z)(zea& P =1,(2)) & 1(3z) (z € a & 1,(z) < P) gilt. Dann ist B + 0, denn es
ist PP =QnUnva< Qund 0+ plnacac(—Q) Wihlen wir z, z, so dass
z, ez & z e pP gilt, so ist 1,(2,) < t(2) = B, was ein Widerspruch ist.

Aus dem obigen folgt sofort der

Satz 3. In der axiomatischen Mengenlehre mit den Axiomgruppen A, B, C gilt
0)=V=(x)(x+0- (Ju) (uex&un x = 0)) und im Halbmodell (E n(IT(0) x
x I1(0)), Wo) sind die Axiome der Gruppen A*, B*, C*, D* erfiillt.*)

Beweis. Comp (0) - Comp (I7(0)) dem Lemma 3 nach. Weiter beniitzen wir die
Sétze 1, 2. Auf der rechten Seite steht das Axiom D’, d.h. das Fundierungsaxiom fiir
Mengen.)
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Anfschrift der Verfassers: Vinohradskd 166, Praha 3.

3) V ist Universalklasse.
4) Siehe z. B. [2].
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