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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 93 (1968), Praha 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ И СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 

11&1 КОРАСЕК (Иржи Копачек), Прага 

(Поступило в редакцию 31/1 1967 г.) 

Рассмотрим в области Ут = <0, Т> х Еп дифференциальное уравнение 

ди 

дх0 

чч *• д2u ô ( , ч õu\ , , ч дu , , ч ôu , ч r 

(1) Lu = — - — ( aiJ(x) — + f ф ) — + Ь0(x) — 4- c(x) u=f. 
õx0 дxj\ дXiJ ÔXІ 

Предполагая, что 

(А) в и ( х ) { 6 * 0 

для всех х е Ут и всех действительных ^ = ̂ , {2,..., $и, будем решать для 
уравнения (1) задачу Коши 

(2) "L=o " 0. 
^ X 0 | л o = 0 

О. А. Олейник в [1] показала существование и единственность решения 
задачи (1), (2), предполагая, что существуют такие положительные числа в и а, 
что 

(3) Í av+^-aЛыj-xЫťžQ 

а также существование и единственность (при некоторых дополнительных 
предположениях на коэффициенты (1)) слабого решения е ̂ 1 смешанной за
дачи 

(Г) Ьи=/ в <0, Т> х а = б г 

(2') и = = 0 для х0 = 0, х' = х15 х2, . . . ,х„бй 
дх0 

(У) и = 0 на <0, Т> х а = 5 
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где а граница О, ^ область в Еп. Слабое решение здесь понимается в том 
смысле, что и е Ь2(0,т) и Д л я любой функции V е УУ\(0,т)> V = дV|дx0 = О для 
х0 = Г, V = О для х 6 5 выполнено интегральное соотношение 

j wL*v dx = fv áx 
JQт JQт 

где Ь* оператор формально сопряженный к Ь. 

Целью настоящей работы будет, предполагая (А), (3), показать устойчивость 
одной конечноразностной схемы для задач (1), (2), (V), (2'), (3'), и существование 
решения этих задач. Для этого мы докажем некоторые оценки для решений 
этой схемы и их разностных отношений. Так как эти оценки получаются для 
смешанной задачи также как для задачи Коши, то мы подробно рассмотрим 
лишь задачу Коши. 

1. Обозначения. В полупространстве х0 ^ 0 строим сетку {к0х,кхк,... 
..., кпк} = {к0х, кк}, Т > х > 0, к > 0, где кх, к2, ..., кп произвольные целые 
числа, к0 любое натуральное или нуль. Если и функция, определенная в точ
ках сетки, то ±1и(к0х9 кк) = и(к0х, ..., (к1 + 1) А, ...), А(и = 1/к(*1и — и), (** = 
= 1, 2, ..., п\ ±0и = и((к0 + 1) т, кк), А0и = 1/т(+0и - и), /и = +0и + и, 

р-1 р 

А-/* = Д/'-Ч (ы}р = кп 5] м(рт, &Й), [>]р = х % <и>5, ^(/с0т, кк) = х % и($х, кк) 
к 5 = 1 & = ко 

для &0 ^ р, \ур(к0х, кк) = 0 для к0 > р, Е(х0, в) = евхо, где 0 положительная 
постоянная. Всюду предполагается суммирование от 1 до п по дважды встре
чающемуся индексу. 

Разностную схему, апроксимирующую (1), (2), определяем следующим 
образом. Полагаем 

(2") и(к0х, кк) = 0 для к0 = 0, 1 

и для 1 ~- к0 = М — 1 (М такое натуральное число, что 0 <* Т — Мт < т) 
составляем уравнение 

(1") Ь д и = / 

где Ьди = Д0Д_0и - А^^аиА(и) + Ь; Д̂ м + Ь0 Д0м + Си . 

2. Вспомогательные утверждения. 

Лемма 1. Пусть у(р), Р(р) неотрицательные функции целочисленного аргу
мента р, 1 ^ р ^ М, Р неубывающая, х > 0 такое, что Мх <* Г. Пусть для 
I йр й М 

(Б) У(Р)^ПР) + ^ 1 ^ ) , 
1 = 1 
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где С > 0 константа. Если Сх < 1, то для р = 1, 2,..., М 

y(P)йF(p)(-±-)P

 ѓF(p)l-Sí Cpl_ 
Cx 

p-l 

Доказательство. Из (Б) вытекает у(1) <* Ф(1) и у(р) й Ф(р) + (у-1)Т,У(8) 
5 = 1 

для р = 2, где Ф(р) = Яр)/(1 - Ст), у = (1 - Ст)"1 == 1 + Ст/(1 - Сх). Мето
дом математической индукции легко получается отсюда у(р) § ур~г Ф(р)* 

Лемма 2. Пусть вместо (Б) >>(/?) удовлетворяет неравенствам 

(в) Я Р ) - Ы Р - 1 ) ^ Я Р ) + С Т 2 Я * ) Д Л Я - * в 2 ' 3 — > м И 

5 = 1 

XI) = *"(-) • 
Тогда Элл /; = 1, 2,..., М 

У(р) < 2Р(Р) А + —^-Т11а - ст) ̂  2Р(Р)*с*ч«-*->. 

Доказательство. Методом математической индукции получим из (В) 

у(р) йЪ2-° Х(р - в) , 
5 = 0 

Р 

где %(Р) = Р(р) + Ст X Я5)- Правая часть меньше чем 2 Др) + Ст у(р) + 
р - 1 5 = 1 

+ 2Ст 2] у($). Таким образом 
* = 1 

у(р)йФ(р) + (У-1)1у(*), 
5 = 1 

где Ф = 2/7(1 - Сх), у = (1 + Ст)/(1 - Сх) = 1 + 2Ст/(1 - Сх). Отсюда, как 
при доказательстве леммы 1, получим у(р) ^ Ф(р) ур~х. 

Лемма 3. Пусть а^(г) ̂ ^ неотрицательная квадратичная форма с веществен
ными коэффициентами для г е Ех, ац е С1,ир(Е1). Пусть <* = {%^} симметричная 
действительная матрица. Тогда существует такая константа N, зависящая 
от констант Липшица производных а\р что имеет место неравенство 

(а'^УйМа^я-

Доказательство. Пусть г0 еЕх произвольное но фиксированное. Докажем 
требуемое неравенство для 2 = г0. Положим ? = а**/а, где а ортогональная 
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действительная матрица, а* к ней транспонированная, п симметричная матрица. 
Тогда а'и%и = п8(сс81а^а'и = п8(а8{9 где А' = {а'8Г} = аЛ'а*, А = {аи}9 А' = {а'и}. 
Выберем а так, чтобы А(г0) = а А(г0) а* была диагональной. Тогда а1 7(г0). 
. < ^ д = а85(г0) п81п8Т. Если докажем, что существует константа С такая, что 
а'2г — С(а88 4- аи) то получим (п порядок всех рассматриваемых матриц) 
МАУ = (#Л«)2 ^ п\й^2п2

лг й Сп2(а88 + а») ^ = 2Сп2а88пвгп8$ = 2Сп2аи^к . 
Остается, следовательно, доказать оценку для а'8

2. Для этого докажем прежде 
всего, что для любой неотрицательной функции а(г)е С1,нр(Ех) имеет место 
неравенство (а'(г))2

 = АК а(г), где К константа Липшица, а'(г). Пусть это 
неверно в точке г0. Тогда а(г0) + 0, а'(20) Ф 0. Положим гх — г0 — 2 а(г0)\а'(г0). 
Имеем 

а(хх) = а(г0) + а'(г0) (гх - г0) + \а'(г0 + % ! - г0)) ~ а'(20)] (гг - 20) й 

й а(20) - а'(20). 2 а(20)1а'(20) + 4К(а(20)/а'(20))2 = 

= а(20) (-1 + 4К ф 0 ) | (а'(20))2) < 0 , 

что противоречит неотрицательности а(2х). Для завершения доказательства 
остается применить доказанное неравенство для функций а88 и а88 + 2а81 + а„. 
Это доказательство является модификацией доказательства леммы 1 работы 
[3]. 

Лемма 4. Пусть а^(г) <̂ <̂  неотрицательная квадратичная форма (/, у = 
= 1,2,..., п) с непрерывными коэффициентами для ге <0, Г>, имеющими огра
ниченные производные по г, Ь^) (* = 1,2,..., п) функции, удовлетворяющие 
условию Липшица на <0, Г>. Пусть существуют такие константы в > 0, 
а > 0, что для всех 2 е <0, Г>, х̂- действительных 

(ваи(2) + 1 в | / 2 Л {& - а(Ь,.(2) ̂  ^ 0 . 

Пусть т е (0, Г). Тогда существует С, зависящее от 9,0с, Т и от констант 
Липшица функций Ь^г), что для всех г е <0, Т - т> и <*, действительных 

А0(е*>* а,/-)) ^ - ; ^ ( М * ) Ид2 * ~ггС % % + 0 Л О ^ • 
2 1=1 

Доказательство. Для фиксированных ^ и в положим Р(г) = е2в2 а{ (г) ^ 6 . 
Тогда для 2 е <0, Г — т> 

Д0F(z)--f (Vм 

OZ 
flo(*)) «;, = «*« (29aiÁS) + ^ ( 2 ) \ ^ , 
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где 2 = г + 9т, 9 6 (О, 1) 

- ( а Д О ^ ' М - К : ) 2 = -2(а/2)^ 2{[Ь,<2Ш 2 + [(<Ф) - Ь-Щ) Ы2} > 

_ - а е " * ( * « ( - ) « . ) а - т 2 С 1 ^ . 
1 = 1 

Так как (5/д.г) ^(г) ^ 0, то лемма доказана. 

3. Энергетические неравенства для решений разностной схемы. 

Лемма 5. Пусть / непрерывная функция с компактным носителем вУТи пусть 
коэффициенты (1) удовлетворяют следующим требованиям: а^ (д\дх0) а^9 Ь0, 
Ъ19 с ограничены, Ъь (/ = 1, 2,..., х) удовлетворяют условию Липшица по всем 
переменным, Ъ0 условию Липшица по х0, и выполнены (А) и (3). Тогда существуют 
константы т0 > 0, х0 > О, и константа С, независящая от т, А, /, что для 
* _5 То> и = т/А 51 х0 выполнено неравенство 

<и2>р = С[/ 2 ] р 

для р = 0, 1,..., М, где и решение (Г), (2"). 

Доказательство. Пусть р целое 1 51 р 51 М — 1. Умножая (V') на xппЕ^^р 

и суммируя, получим 

(4) [Ь^кр] = 1№*р]р. 

Постоянную 0, от которой зависит Е, выберем позже. Будем преобразовывать 
слагаемые в левой части (4), причем индекс р будем опускать. Заметим прежде 
всего, что Д0и>р = — и для к0 = 0,1,..., р, и>р = хи для /е0 = р. Будем пользо
ваться следующими формулами для разностных отношений произведения 

Д*(и#) = Аьиь + +1и Ар = $(^V А-и + ^и Ар) 

Д-((МУ) = V Д -̂м + ~'и А_,-|; 

для I* = 0,1,..., п. 

Имеем 

(5) ^А0А_0иЕ^м~} = [Д0(Д_0«_^и>)] - [Д0м Д0(1^и!)] = 

= <Д0МЕУУ>Р - [ Д 0 * ^ Д0и>] - [Д0м Д0_^ +0УУ] = 

= <Д_0иЕ*>р + [Д0и
2Е] - [Д^и/ + 0н> Д0Е)] + 

+ [ + 0 и^ Д0

 + 0и> Д0

 + 0 Е] + [ + 0 1 ^ + М Д 0 ) 2 Е] = 

= <и2Е>р - (и -%Е\ + [Д0(«2Е)] - [ + V Д0Е] - С(0) т ̂  <"2> = 
5 = 1 

^ Е(рг, В) {|<и2>р - К" 2 >,-!} - С.(в) т I <и2>,. 
5 = 1 
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(6) - [Д_X«o- A,u) £/w] = [au A,uEJ Д,-w] ^ / t ø в y д Q д , w J д .„ j = 

= -[£й,.JД0(AíwДyw)] = -[Д0(£a,7Д,wД ;w)] jf tA0(£a,7) Д,. +0w Д,. +0w] = 

= <£a0- Д.-w AjwУy - <£a£,. Д£w ДjW>p + Гд/£ вy) Д£
 +0w Д. +0w] = 

= - x 2 i . 4n<£«2>p + [A0(£в£j) д. + V д. + <yj f 

T^e X = SUp a/;£;£;. 
| £ | 2

= 1 .*<=YT 

(7) Џ, Д řц£/w]| = |[Д£(ЬiH£/w)] - - £ " „ Д,.(ft,.Jw)]j = 

= | - [ £ +í« Д£Ь£J
 +iw] - [£ ^ubj Д íH,]| £ C(Ö, x) т £ <«2>s + 

s= 1 

+ 2|[£ + íиfo£ A£
 +0w]| š C( , x, ã) т f <•.-;>. + ã[£(b£ Дř

 + 0w)2] . 

(8) |[й0 А^*1\ = |[Д0(*0иЕ7и')] - [+°« Ао(Ь0Е^)]\ = 

^ т < м 2 г > р + ОДт|;<:мг>5. 
5 * 1 

Если х выбрать так, что 

(9) 4х2Ал ^ 1 

т. е. х0 = \ л/(2Дп) то из (5)-(8) получим 

(10) 1ЬАиЕ^]р = Е(рх, в) {<и2\ ^ К " 2 > Р - Л + 

+ [Ао(Еаи) А, + 0и> Д,- + °* - «Е(Ь, Д, +\)2] - С(0, а) т ^ <и2>, . 

По лемме 4 второе слагаемое в правой части ^ — С\т ^ <м2>5, если 0 и & выбрать 
« = 1 

подходящим образом. Из (10) и (4) вытекает тогда 

Р 

I 
я = 1 

откуда 
р 

I 
$ = 1 

Для завершения доказательства достаточно применить лемму 2. 

£(pт, ) {<м2>p - K t t V J = Cгx £ W \ + C3[/
2]p , 

S = l 

<"2>P ~ K « V , = C2tf<U2>. + C3[/
2]p. 

Лемма 6. Пусть выполнены предположения леммы 5 и кроме того д/\дх1 е 
е СУт)» Ъ0, с, даи\дхь а(р дЬ/дх0 удовлетворяют условию Липшица по х1 и 
ограничены (/, к, I = 1, 2,..., и). Тогда при х ^ х09 х ^ т0, где х0 определяется. 
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условием (9) и т0 достаточно мало, существует константа С, независящая от 
т, Н, /, что 

<(А_0иУ + ^(А^и^Ур й С[/ 2 + _ (Д,/)2]р 
1 = 1 1 = 1 

для р = О, 1,..., М, где и решение (V), (2"). 

Доказательство. Применяя к (V) оператор Дг (г = 1,2,..., п), умножая 
на ткпЕЗ Дги> и суммируя, получим 

(И) [1_д АгиЕ1 Дги>] - [Д_/Д га | ; А; +ги) Е5 Дгм>] + [АГЬ0 Д0

 +гиЕ1 Агн!] __ 

й С_{[ I (Д,/)2]р + т _] <и2 + Д,и А ^ . 
1 = 1 5 = 1 

Оценим второй и третий член в левой части (11). 

(12) |[Д_/Дгау А; +гм) Е^ Аг*~\\ = |[Дга(; Д(

 +^иЕ^ Д;Д,ЛУ]| й 

й \[Агаи Д Д г

 +^иЕ^ Д,м>]| + Сx^ <Д,н Д.„>ж =_ 
5 = 1 

_̂  |[Д((Дга0.7 Д ^ ) ЕЗ Аг

 + ' и ] | + С_т __ <А,м Д,м>5 _; 
5 = 1 

й 1(Агаи А Д + 0и>)2 Е] + С2т __ <Д(м Д,ы>5 й 
5 = 1 

- Сз Г ( а Г " и Л , А ' + % ) 2 Е ] + С 4 Т

Ж ? . < А ' М А,м>* -
_: с 5 [в у Д А + 0 * А А + 0 ^ ] + С4Х ^ <А/« *.">. • 

5 = 1 

Для получения последней оценки мы использовали лемму 3. Преобразуя 
второе слагаемое, получим 

(13) |[ДГЬ0 Д0 +
гиЕ5 Д г *] | _§ Ст _] <м2 + Д-и Д^> 5 . 

5 = 1 

Суммируя (11) по г = 1, 2,..., п, используя (ДО) (для Дги вместо к), (12), (13) 
и лемму 5 (для оценки <м2>_), получим 

(14) Е(рт, 9) {<Д,м Д,и>р - *<Д,и АгиУр_х + 

+ 2 [До(Яву) А Л + °* Д Л + 0 * - ' « ( * ! АЛ +Ч>2 -
г = 1 

- С6Еа ( ; АД + 0и> А Д + 0и>] _; С(й, в) {т __ Д м Д(м>5 + Г/2 + А(/А(Л} . 
5 = 1 
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По лемме 4 можно подобрать в и а так, что второе слагаемое в левой части (14) 
неотрицательно. Тогда из (14) имеем 

<A(M A(u>p - _<Л|M Д.u>__. й C{x £ <A,u Д(u>s + [/2 + ЛfДf] , 
Р 

I 
5 = 1 

откуда по лемме 2 следует 

(15) <А,и Д-и>, ^ С[/ 2 + Д./Д,/], . 

Остается оценить Д_0м. Заметим прежде всего, что для сеточных функций н, У 
выполняется соотношение 

и^ Д__01? + г;7 Д_01/ = 2 Д0(м.;) — т А0(у Д_0м + I/ Д_01>) . 

Умножая (1") на т/г*/ Д_0м и суммируя, получим 

[^м/Д_0м]р = <(Л-о")2>Р + [ а и Д ^ Д,А_0и] -
р 

~ Сх ]Г (и2 + (А_0м)2 + Аги А^>5. 
5 = 1 

(16) \\_а^^А^и^ А.0А}и]\ = %\[_а1} А^и^ А^^Ар + Д / ^ Д _ 0 Д ^ ] | = 

= |[Д0(а0-(Д<-м Дум — т Д_0Дгм А7^))] — 

- [Д0а4/Д, +0и А]

 +0и - х Д_0Д, +0и А]

 + 0 и)] | ^ 
р 

С{<Д,и Д,и>р + <Д,и Д^>р_1 + т X <Д*и Д,м>я} . 
5 = 1 

Из этих оценок, (15) и леммы 5 вытекает 

<(А_0и)2>р ^ С[/ 2 + Д (/А (/]р + С_т_Г <(А-о«)2>.-
5 = 1 

Для завершения доказательства остается применить лемму 1. 

Лемма 7. Пусть выполнены предположения леммы 6 и кроме того дЬ^дх*, 
дд^дх^ дЬ01дх0, дС\дхк ограничены и удовлетворяют условию Липшица по хь 

д/1(дхг дхк) е С(УТ), (г, /с, / = 1, 2,..., л). При к ^ х0 и х достаточно малом су
ществует константа С независящая от /, т, к, что для решения и задачи (1"), 
(2") имеет место неравенство 

х % <(Д0Д_0и)2Х + < __ (АЛ")2 + 1(А_0Дуи)2>. «2 
р= 1 \,ц = 1 у-= 1 

п 

^ C [ / 2 + Д(/Д,/ + E(AЛ/) 2 ]p. 
/ І , V = 1 
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Доказательство. Для оценки АуДмм (V,/г = 1,2,..., и) применяем ДУД^ 
к (V'), умножаем на ТЙИЕАУДМ\У И суммируем. Обозначив для краткости А = 
= АУД ,̂ получим 

[АЬ&ЕЗ Дм>] ^\ьА АиЕ^ Ди>] + [(ДДЬ0 ДУД0

 +»и + ДУЬ0 ДМА0

 +"и) Е1 Ан!] -

- [Д_;(ДМ„;; ДУД̂
 +*м + Д^у Д ^ + уи) Я/ Дм>] -

- С т | > 2 + (Д_0и)2 + Д-н Д-и + X (ДА")2>5. 
« = 1 г , * = 1 

Аналогично как раньше получаем, что второе слагаемое правой части оцени
вается по модулю величиной 

р п 

С^ X <Д,м Д|И + X (ДА")2>5 
я = 1 1,г=1 

где С зависит также от констант Липшица дЬ01дх0. Третье оцениваем аналогич
но как в (12) (роль к и и ' играют Дум, Дуи> или Д^м, Ддм>) и получим, что оно по 
модулю меньше чем 

с[а,7дАА,+0и>д,ДА+У1 + с(0)_< х (АА»)2Х-
5 = 1 1,г=1 

Отсюда, используя (10), суммируя по V, ц = 1, 2,..., п, получим с помощью 
лемм 4, 5, 6 

< _ (ДА") 2 > Р - К _ (АУАди)2>р_1 ^ СгХ < X (ДА,-)2), + 
у , д = 1 у , д = 1 5 = 1 у,д* = 1 

+ С 1 [/ 2 + А | /А ( /+ _ ( Д А / ) 2 ] . 

откуда по лемме 2 вытекает часть леммы 7. 

Для оценки Д_0ДУ„ (V = 1, 2,..., п) следует применить Ау к (1"), умножить 
на тйи/Д_0Дум, просуммировать, использовать предыдущие оценки (в част
ности (16) для Ауи вместо и) и применить лемму 1. 

Д_0Д0м оцениваем из уравнения (1") с помощью лемм 5, 6 и доказанной уже 
части леммы 7. 

Теперь уже легко получить существование решения задачи (1), (2) в ^_(*г)> 
если /,/х*-/х*Х/ е С(Ут), ( ь ; == 1, 2,..., и), / имеет компактный в Ут носитель. 
Для этого достаточно продолжить все оцененные разностные отношения 
на Ут кусочно постоянно (вместо функции и определенной в точках сетки рассмо
треть мд = и(к0х, кк) для х0 е <&0т, (к0 + 1) т), х1 е </с,й, (к1 + 1) к) (/ = 1,2,... 
..., п). Такие продолжения будут равномерно по т, к ограничены в Ьг{Ут). 
Если устремить т, к к нулю по некоторой последовательности, то соответствую
щие последовательности продолжений разностных отношений будут слабо 
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компактны в Ь2(Ут)- Как в [4] можно показать, что пределы выбранных слабо 
сходящихся подпоследовательностей дают решение в И^Ут) задачи (1), (2) 
вместе с производными до второго порядка включительно. Из теоремы един
ственности, доказанной в [1] вытекает сходимость самих последовательностей 
(а не только выбранных подпоследовательностей). Мы доказали теорему: 

Теорема. Пусть /, д$\дх{, д
2/1(дх( дх^ е С{уТ) (/, ] = 1, 2, ...,«), / имеет ком

пактный носитель в VТ. Пусть выполнены условия (А) и (3) и коэффициенты 
уравнения (1) удовлетворяют следующим требованиям: все они ограничены, 
а^еСх{уТ), да^\дхк, дЬ()дхк9 дС\дхк, дЪ0\дх0, дЪ0\дхк ограничены и удовлетворя
ют условию Липшица по хь Ъ1 удовлетворяют условию Липшица по х0 (г, у, к, I = 
= 1,2,..., п). Тогда существует единственное в УУ\(УТ) решение(1), (2) и может 
быть получено (вместе с производными до второго порядка включительно) как 
слабый предел в ^2(VТ) продолжений решений разностной задачи (V), (2") (и их 
разностных отношений Л_0м> А(и, Д|ДуИ, Д_0Д,м, Д_0Д0м). 

Замечание 1. Теорему можно обобщить на случай /, д/1дх(, д
2//(дх1 дх^ 

е ^2(VТ), приближая ее достаточно гладкими функциями с компактным поси-
телем (см. [4]). 

Замечание 2. Если предположить большую гладкость коэффициентов 
и правой части, то можно оценить разностные отношения более высоких 
порядков и получить более гладкое решение (1), (2) (в частности классическое). 

Замечание 3. С помощью указанной схемы можно получить слабое решение 
€^2(VТ) смешанной задачи (V), (2'), (3'). Для этого достаточно естественным 
образом учесть граничные условия (3) (см. [5]), и применить лемму 5, которая, 
как легко видеть, остается справедливой для решений соответствующей раз
ностной задачи. 
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