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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 110 (1985), Praha 

О НОРМЕ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 
НА ЭЛЛИПСЕ 

1мшсн РОКОГШУ, (ИМРИХ ПОКОРНЫ), Козке 

(Поступило в редакцию 18/УШ. 1983) 

В настоящей работе мы будем заниматься оценкой нормы сингулярного 
интегрального оператора 

(1) (Шг)„±(Жй{ 
П1 I г X — 2 

в пространстве ^2(Г), где Г — заданный эллипс. 
Точная величина нормы сингулярного интегрального оператора известна 

в случаях, когда контуром-носителем является прямая, отрезок или окружность 
в пространстве ^2 (см. [4], стр. 67 — 70) и в более общем случае, когда контуром-
носителем является единичная окружность у с центром в начале координат 
в пространстве ^р(у, \1 — *0|

а) ( с м- [6]). Также уже решены некоторые вопросы 
и для случая, когда контур-носитель состоит из счетного множества кривых 
(см. [1]). 

В настоящей работе с помощью специального базиса пространства ^2(Г) 
найдено матричное представление оператора (1), и с его помощью одна оценка 
снизу и одна оценка сверху нормы оператора 5 на эллипсе Г. 

Введем следующие обозначения. Пусть Г — заданный эллипс, а — его боль­
шая полуось, Ъ — его малая полуось и X = (а — Ъ)\(а + Ъ). Без ограничения 
общности мы можем считать, что (а + Ъ) = 2. Следовательно, 0 < X < 1. 
Положим 1)+ = {м>: |и>| < 1}, ^~ = {и!: |и>| > 1}. Напомним понятие двойного 
факториала. Пусть п натуральное число, тогда 

(2л)!! = 2 . 4 (2л), и 

(2л - 1)!! = 1.3 (2л - 1). 

С целью упрощения записи положим 0!! = (—1)!! = 1, и ( — 3)!! = — 1. 
Пусть I* и I целые числа, тогда 

с ("1, если * = I 
О: — ' 

- f t если / ф у . 

В настоящей работе мы везде рассматриваем только ту однозначную ветвь 
двухзначной функции ^\у, которая для и> = 1 принимает значение 1. 
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В случае, когда Г — окружность или часть прямой, сингулярный интеграл 
(1) уже хорошо изучен. Поэтому, если нужно проанализировать сингулряный 
интеграл в случае другой кривой, естественно попытаться свести рассматри­
ваемый случай к случаю окружности или прямой (см. [3], стр. 58). Применим 
один такой способ решения задачи. 

Воспользуемся следующим отображением части комплексной плоскости 

(2) г = ф(ю) = и> + Ли?-1 , 

где н! — точка окружности у(и!еу = {и>: |и>| = 1}) или ее внешней области 
( \ У 6 / ) " ) . 

Нетрудно показать, что отображение (2) обладает следующими свойствами: 

1. ф отображает взаимно-одонозначно окружность у на эллипс Г. 

2. ф не меняет направленность обхода. 

3. ф отображает взаимно-однозначно внешность окружности у на внешность 
эллипса Г. 

Следовательно, отображение (2), областью определения которого является 
окружность у и ее внешность, имеет обратную функцию, областью определения 
которой является эллипс Г и его внешность. 

Матричное представление оператора 5 получим с помощью ортогонального 
базиса {/„(0}Г=-оо пространства Ь2(Г), для которого (5/л)(г) разлагается 
в сходящийся ряд по данной системе функий: 

00 

(3) (5/„)(0= I а,;„Л(0, 
к = — оо 

здесь ак>п — константы для п = О, ± 1 , ± 2 , . . . . Элементы этого базиса нахо­
дим из выражения 

(4) Шт)) 7(1 " ^~2) = *" 
для любого целого числа п. 

В наших обозначениях (/ — длина эллипса Г) 

\'/мт <ь = Г/ж*))1Ш)) и*)| <-« = Г ^ <и, 
^ о ^ о ^ о 

где X — элемент, а ё5 — элементарная длина дуги эллипса Г; 

т — элемент, а йд — элементарная длина дуги окружности у. 

Нетрудно проверить, что справедлива следующая лемма: 

Лемма 1. Система {/„(0}Г---оо> определяемая выражением (4), является 
ортогональным базисом пространства Ь2(Г). 
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В дальнейшем нам понадобится несколько простых фактов, которые сфор­

мулированы в леммах 2, 3 и 4. 

Лемма 2. Для у = {н>:|и>| = 1}м целого п интеграл 

(5, « | = 1[«1Н4 

2т ]у т — и 

вычисляется следующим образом: 

1. Для м е Я + 

ф ( м ) = № • и) > ^ л л " = - 1 -
для И < — 1 . 

2. Длл u є D" 

Здесь 

Ф(u) = ţ-P(n'u)' ÒЛЯ n = ~ l > 
W l - u " + V ( l - ^ 2 4 hx ) , r)лл n < — 1 

Р(П,УУ) = -и>" + 1 У ( — -^А-и»-" и 
V *=Тм (2к)\\ 

к(п,») = УУП+1 - и-л+1
 У - 1 - - - 1 ! ! я**- 2 *, 

1 7 *=1 (2/с)!! 

где / — целая часть выражения (п + 1)12. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п < — 1 . В этом случае подынтегральное выраже­

ние имеет только один полюс первой кратности в области Г>~ и поэтому 

г е з / " " ^ ( 1 ~ Д т " 2 ) = ип+1 7(1 - Яи~ 2). 
х — и 

Следовательно, 

Ф(u)=í°' 
l - u " + V ( l - 5-_2Л 

для и е ^+ 

Ям""2), для м е ^- . 

Пусть и = — 1. Разложим ^/(1 — А\у"2) в ряд Лорана в окрестности беско­

нечно-удаленной точки: 

7(1 - ^ ~ 2 ) = 1 - У ( 2 / С ~ 3 ) ! ! ^~2к 

У Ч ' *=1 (2^)!! 

(Этот ряд сходится для |Ли>~2| < 1.). 
Тогда имеет место равенство 

н>л+1 7 (1 - Аи>-2) = К(п9 и>) + Р(п, м>), для и = - 1 
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Теперь мы используем следующее свойство интеграла типа Коши: если функция 
/(г) аналитическая в 1>+ и непрерывная в ^+ + у, то 

__Г л_ 
1т) у т -

) d т _ ff(z)> д л я z є Ð + 

2л:^у т — 2 (0, для 2е^ ; 

если функция/(г) аналитическая в ! ) " и непрерывная в О" + у, то 

___ Г _______ ат - 1 / ( а ) ) ' для _ 6 Я + 

2л\)уТ-г [ - / ( г ) + / ( о о ) , для 2б1)" 

(см. [2], стр. 18). 

На основе этого свойства интеграла типа Коши и того, что 

1. К(п, \у) — аналитическая в ^+ и непрерывная в ^+ + у, 

2. Р(п, и>) — аналитическая в I)" и непрерывная в ^~ + у и исчезает в беско­
нечно-удаленной точке, 

3. оператор 5 линейен 

получаем, что в этом случае 

для и е ! ) + 

Ф(u) = { R{П'U)' 
{ — P(n,u), ДЛЯ WЄD . 

Лемма 2 доказана. 

Пемма 3. Пусть к, г, т — неотрицательные целые числа и пусть п = 2т. 
Тогда верны следующие тождества: 

1. 

1 _ у (2/ - 3)!! _ (2к - 1)!! 

А (2;)!! (2/с)!! ' 
2. 

( в - - ) » _ Л (2; - 3)!! (и + 2; - 1)!! = 

п!! А (2;)!! (п + .у)!! 

= (И - 1)!! (п + 21 + 1)!! 1 

(20!! (п + 21)!! п + V 

3. для т > I 

(п - 1)!! _ -/, (2; - 3)!! (п - 2; - 1)!! _ 

п!! А (.у)!! (п-2;)!! 

= (2» - 1)!! (п - 2» - 1)!! 1 

(20!! (п - 21 - 2)!! л ' 
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4. для n > 0, k > 0 

5. для n > 0 

y (2j - 1)!! (н + 2j - 3)!! = 

Һ (2j)U (n + 2j)П 

_ (2fc - 1)!! (n + 2k - 3)!! 1 

~ (2fc - 2)!! (n + 2fc - 2)!! n - 1 

(" ~ l)ü _ £ (2j - 3)ü (n - 2j - Ì)П _ Q 

n!! У = l (2j)ü (n - 2j)П 

Доказательство. Доказательство проводить не будем; первые четыре 
тождества доказываются с помощью индукции, пятое является простым след­
ствием тождества 3. 

Лемма 4. Пусть для любого натурального ] и неотрицательного целого п 

U -1) 
U - 2) 
U - 2) 
U - i) 

2n + 1 ] _ _ _ _ _ _ ! 
! nü \n-j + l | (и + j ) 

! nü 2j - 1 
! ( n - 1)!! | n - ; + l | ( n + ; ) 

, для четных I, п 

, для нечетных ], п 

u c 

0, в других случаях 

2 ti \ + 4/2(4/ - 3)J ' 

Тогда 0 __ а]п < с для любых целых ] > 0 и п __ 0. 

Доказательство. Нетрудно показать, что с < 1. Неравенство аЛ и __ 0 
следует из того, что в определение а^п входят только положительные констан­
ты. Простой подстановкой можно проверить, что а1и1т = а2т+1,21-1- Поэтому 
достаточно рассмотреть случай четных I и п. 

Пусть ] > 0 и п __ 0 четные. Доказательство состоит из четырех шагов: 

1. Пусть п = 2/с а_* = 2/с + 2, где /с __ 0; тогда а2.0

 = ^' 

(и - 1)!!V 2n + 1 a. 
1 и -Ҷ^ŕ) п + 2,n 

й n . » - 3 
1 + 

n2(2и - 3) 

С помощью индукции получим 

й"+-=L4( i +щhïì) < c 
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2. Пусть ] = п > 0, тогда 

'(п - 1)!!\ 2 2п + 1 -Ҷ^) 
Аналогично случаю 1 получаем апп < с. 

3. Пусть ] > п + 2, тогда 

2 1 
> j - n - 1 j - 2 

Qj.н _ j - 1 j - n - 3 n + j - 2 

Д,--2,« I - 2 ; - п - 1 п + ; 

< V Т^У \ " У " п - 1/ 
В этом случае а]_2гП > а^п и это значит, что а^п уменьшается, когда./ возрастает. 

4. Пусть ] < п. 

а) Если ] = 2, тогда п > 2 и 6 п — 3 > 0 . Получаем 

а1п п — 1 2п + 1 п — З п л 6п — 3 — _ _ - = = 1 < 1 . 
а2 > и_2 п 2п - 3 п - 1 п + 2 (2п - 3) (п + 2) 

б) Если 7 ^ 4, тогда имеет место 

4 2 
< 2n - 3 f i - 7 + l 

a;и n — 1 2 n + l n — 7 — l n + 7 — 2 
а],п-2 п 2п - 3 п - 7 + 1 и + 7 

< ! 1 + — - М _ _ . ) < , . 
^ 2 п - з Д п-]+\) 

В этом случае аип_2 > а^п и это значит, что а^п уменьшается, когда п воз­
растает. 

Таким образом, утверждение леммы полностью доказано. 

Рассмотрим теперь выражение 5/п. Пусть г — точка эллипса Г и пусть УУ — ей 

соответствующая точка окружности у. Тогда на основе (4), после разложения 

на простые дроби подынтегрального выражения, которое получается после 

отображения (2) мы получим: 

Ю (зд ( 2 )__{1Г___?а,_ 
и — V [т}у 1-й 
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_iГ______dЛ, 
ni J y т - v J 

г д е 1/ = И > И У = АИ> * . 

Из того, что м# = X и |и| = 1 следует, что \о\ = Я, и следовательно V е ^+. 
На основе (6), лемм 2, 3, формул Сохоцкого, некоторых алгебраических 

тождеств и того, что и еу и Vе ^+ окончательно получим: 

(7) 

гдe 

(S/)(z) = J f"(z) + 2%dJ."f-Áz)> M* " > - ! 

~fn(z) > ДЛЯ Л = - 1 , 

dJ.n = 

(J - 1)! 

0 - 2)! 

(J - 2)! 
(J ~ 1)! 

(и - 1)!! 2n + 1 

иü (n-j + 1) (и + j) 

nV. 2/ - 1 

( и - l ) ! ! ( n - ; + l)(n+j) 

.Я(п+л/2- для четных п9] 

А(п+Л/2, для нечетных п,} 

О , в других случаях. 

Для ряда (7) существует сходящийся мажорантный ряд. Действительно, на 
основе (4) мы имеем 

I/Д0І = 1 

IV(1 - At-a)|-' Ш-ь-г)\ 
где I = ^(т). 

Так как для а е <0; 2л) и Я е (0; 1) имеет место 

|1 _ Ят-2 |2 = |1 - Яехр(-2а0| 2 = 

= (1 - Я соз (2а))2 + (Я МП (2а))2

 = (1 - Я со& (2а))2

 = (1 - Я)2 , 

то для всех целых п 
1 |L(0| = vа-4> 

На основе леммы 4 для п = 2 т _ 0 и ] = 21, т. е. для четных п и ] или для 
п = 2т + 1 > 0 и ; = 2х — 1, т. е. для нечетных ни./ получаем: 

00 1 

IL(0| + 2 Z Id,..^"''2! |/_,(t)| = -7T----
;=i V ( 1 - A ) 

(1 + 2c X Я i+m) . 

В этом случае следующий сходящийся ряд 

— ^ (1 + 2сУЯ1+'") = — Л + _ _ Г \ 
7(1 - )̂ '-- л/(1-А)\ ! - Л / 
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является мажорантным для ряда (7). Следовательно, ряд (7) сходится даже 
абсолютно. 

Мы показали, что элементы матрицы матричного представления сингуляр­
ного интегрального оператора 5 имеют вид: 

6^1, для г ̂  О 
— З^у , для г < О и } < О 
2й _ и , для I < 0 и I'^ 0 , 

где I — номер строки и ; — номер столбца. 

В дальнейшем нам понадобится еще одна система функций {̂ (-О}?----©» 
которую м ы получим из { Д - О ^ - о о следующим образом: 

,й Л \е*(г)=/1(г)--^Л<1и/ф), Для 1*0 
(8) < А* - 1/=1 

[ е{(г) = /{(х) , для К О , 

где ЛуЛ — коэффициенты из (7) и А — параметр (А > 1). 
Очевидно, что {е^г)}^ _^ образует базис пространства ^2(Г). 
Известно, что система всебозможных конечных линейных комбинаций эле­

ментов базиса образует плотное подмножество пространства ^2(Г). 
Пуст / е ^2(Г), А — параметр и пусть 

(9) 0 ( / ) = ^ 2 | | / | | 2 - | | 5 / | | 2 ) . 

Известно следующее: если д(/) ^ 0 на плотном подмножестве данного 
пространства, то д(/) * 0 на всем пространстве. Поэтому достаточно рассмо­
треть оператор 5 на множестве функций вида: 

м 
(Ю) / ( - ) = I стет(г), 

т=-М 

где М — любое неотрицательное целое число и ст — комплексные константы. 
Из (10), (8) и (7) мы имеем: 

м да 1А1 м 

(11) (5/)(2) = Ес т/ т( 2)+ Е --— I ^ > и /_х- ) + 
т = 0 / = М + 1 А — 1 т = 0 

M / ?>42 M \ 

+ T(^f—1 cmdhm-c.j /.,(z). 
J=l \AT — 1 m = 0 / 

Известно, что оператор 5 ограничен в ^2(Г), и поэтому 

(12) 11̂/11 * И ||/|| • 
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Если воспользоваться определением нормы и тем, что 

-!- | |/о| | 2 = 1 и ^ | 5 / о | | 2 = 1 + 4 Х Х о > 1 
2.П 2.К 7 = 1 

(см. (7) для Я > 0), то мы имеем 

М = 5 „ Р { М : / е М Г ) } г Ы . 7 ( 1 + 4 | 4 о ) > 1 . 

Если для/(_) вида (10) вычислить — ||/||2» — ||^/| |2 и воспользоваться тем, 
2п 2% 

что \с]\2 — х] + у] (с,- = х] + гу3), то из (9) мы получим: 

03) д(1) = д~(х-м, ...,хм) + д~(у-м>--->Ум)> 
где 

М л А 2 оо М 

0~(*_м, ..., Хм) = (А2 - 1) X *т " "Г I ( Е ^,т^т) 2 • 
т=-М Л — 1 7 = 1 т = 0 

Лемма 5. тг* {^(/): / — функция вида ( 1 0 ) м / ф 0 } = 0 тогда и только тогда, 
когда тГ {#~(х_м, ..., хм): М — неотрицательное целое число, и для] = — М, ..., 
..., М, Ху — вещественные константынеравняющиеся одновременно нулю] — О, 
(д и д~ см. (9) м (13)). 

Доказательство. Пусть тГ {$(/): /—функция вида (10) и / ф 0} = 0. 
м 

Тогда д(/) = 0 для произвольного/ ф 0. Выберем/ = ^ хтет. Следователь-
т = —М 

но, 0 ^ #(/) = д~(х„м,..., хм). Очевидно, что 0 й т1*{0~(х_м, ..., хм): М -
неотрицательное целое число, и для ] = —М, ...,М, х} — вещественные кон­
станты неравняющиеся одновременно нулю} ^ Ш {д(/): / — функция вида 
(10)и/ф0} . 

Итак, тГ{<7~(х_м,..., хм): М — неотрицательное целое число, и для ] = 
= — М,..., М, х] — вещественные константы неравняющиеся одновременно 
нулю} = 0. 

Так как обратное утверждение очевидно, лемма полностью доказана. 
Замечание. Без ограничения общности вместо условия / ф 0 (/ ф 0 тогда 

и только тогда, когда ||/1| ф 0) можно рассмотреть условие ||/|| = 1,Аналогич-
м 

но вместо условия „не все x^ нули" можно рассматривать условие ^ х) = 1. 
у=-м 

Теорема 1. | |5| | = А тогда и только тогда, когда 1П1*{д~(х_м,..., хм): М — 
неотрицательное целое число, и для) = — М,..., М, х,- — такие вещественные 

м 
константы, что ]Г х2 = 1} = 0 (см. (13), (9)). 
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Доказательство. 1. Необходимость. Пусть | |5|| = А; следовательно, 
для любой функции вида (10) имеет место 

(14) \\Щ * 4П • 
Из этого и из (9) вытекает 

0(/) = 1(л1/«2-|5/Т) = о . 

Равенство тГ {д(/) : ||/|| = 1} = 0 будем доказывать от противного. 
Пусть 1П1* {д(/) : | |/|| — 1} = Л > 0. Следовательно, для любой функции /(_) 

вида (10) и ||/|| = 1 

^(^ 2 1Н1 2 -1№) = ^. 
2% 

Из ||/|| = 1 следует (А2 — 2к (Г) | |/ | | 2

 = Ц-5/Ц2 и мы получили противоречие, 
так как для В = ^(А2 - 2п й) < А существует/такая, что Б| |/ | | < | |5/| |. 

В этом случае тг* {<?(/): ||/|| = 1} = 0, и если воспользоваться леммой 5, 
то мы находим, что Ш {д~(х_м, ...,хм): М — неотрицательное целое число, 

м 
и для^ = — М, ...,М, х] — такие вещественные константы, что ^ х) = 1} = 

з = -м 

= 0. 
Необходимость доказана. 
2. Достаточность. Пусть шГ {д~(х„м, ..., хм): М — неотрицательное целое 

м 
2 число, и для7 = — М, ..., М, X,- — такие вещественные константы, что ^ х2- = 

= 1} = 0. 
Воспользуемся леммой 5 и получим 

тГ {</(/): / - функция вида (10) и ||/|| = 1} = 0 . 

Из определения д(/) мы получим | |5| | ^ А. Равенство докажем от противного 
Пусть || 51| < А и, следовательно, 

Л2 - | |5 | | 2 = й > 0 . 

Константа й не зависит от выбора функции /. 
Из (12) мы имеем | |5 | | 2 | |/ | | 2 - | |5/ | | 2

 = 0. 
Итак, 

9{1) = ^ 2 « / « 2 - \\В!Г) - ^ ( « 5 « 2 + Л) |/||» - 1 | 5 / р = 

= ^\Ч2 \\П2 - РЯ2) + (к\\П2 > I 

для всех/(2) вида (10) с единичной нормой. 
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Мы получили противоречие, так как Ы{д(/): ||/|| = 1} = 0. 
Теорема 1 доказана. 

Рассмотрим теперь подпространства ЬЧ

2(Г) и Ь\(Г) являющиеся, соответствен­
но, замыканиями базисных элементов {^(я)}," _„ и {е21_\(?)}Г= -«,. . 

Нетрудно показать, что сцраведлива следующая теорема: 

Теорема 2. —2СО = 1А (-0 ® 1А СО м ||^||г.2(г) = -9 тогда и только тогда, 
когда одновременно выполняется | | 5 | | ^ ( Г ) <; ^и \\5\\Ь^Г) _ ^. 

Теперь мы оценим квадратичные формы д~(х_м,..., л;м) (определение д~ 
см. (13)) следующим образом: 

1. Заменим все константы х4 их абсолютными величинами (у{ = \х^, для всех г). 

2. Воспользуемся оценкой коэффциентов а}т = с (лемма 4). 

При этом 
м 

х2 = \х{\
2 и ( 2 ^.>шхт)

2 

т = 0 

может всего лишь увеличиться. 

м 
.2 д~(х.м,...,хм)^(А2-1) Ъ у1-

т= —М 

_ м 2(1^.л-'У^-тл,Ку_И Уи). 
А — 1 /=1\т = 0 2 / 

Таким образом, мы получили квадратичную форму Н, из положительной 
определенности которой вытекает положительная определенность д~. 

Коэффициенты квадратичной формы Н имеют вид: 

1 d2h 

2dyidy} 

(А2-1)6и-^--^-Г+\ где г = 2п и 
, 1 — Я л — 1 

] = 2/с или г = 2п + 1 и ./ = 2/с + 1 для I _ 0 и I _ 0 , 

(Л2 — 1) <5|>7-, в остальных случаях . 

Специфика четных и нечетных элементов в нашей оценке исчезла и поэтому 
достаточно оценить ||51|Ь^(Г); эта оценка будет верна для Ц^Ц^^, и по теореме 
2 и для | |5 | | Ь 2 ( Г ) . • 

со 

Пусть С(г9]) = 4^с1кЛс1^р где I и ] неотрицательные целые числа и йкЛ 

к=\ 
константы из выражения (7). 

Теорема 3. Норма сингулярного интегрального оператора 8 вычисляется 
по формуле 
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wun^к + v ( в ; + 4 в ) ) ' 
где В = зир { ^ ^С(г,]) x^x^: х0, х19 ..., произвольные вещественные числа, 

7 = 0 1 = 0 
00 

для которых ^ х2 = 1}. 
7 = 0 

Доказательство. Коэффициенты квадратичной формы д~ имеют вид: 

1 õ2g' (A2 - 1) ÔUІ - — C(i,j) , для ř ^ 0 и ./ è> 0 , 
A2 - 1 

2 ЙХ| дх7- . 
(Л2 — 1) Зи, в остальных случаях . 

Выделим все элементы квадратичной формы д~ на положительную кон­
станту А21(А2 — 1); это не меняет определенность квадратичной формы. 
Таким образом мы получим коэффициенты для новой квадратичной формы д*. 

1 ô2g* 

2 ÕX; ÔXj 

\(A2- l)2 

A2 

(A2- l)2 

A2 

èifj — C(i,j), AJIfl í _t 0 H j ^ 0 , 

<51 ,•, в остальных случаях . 

Выражение ^ = (А2 — 1)21А2 для А > 1 монотонно возрастает, т. к. его 
производная по А положительна для А > 1. 

оо оо 

Для/(_)= ^ х**ф), где ^ х2 = 1 

- 1 00 00 
2 «*(/) = D x xj + £ £(-W,j - ąiJ))XlXj = 

j=-oo j = 0 i = 0 

= -> _ * * " _ ЕС(ь;)х^.. 
7 = - 00 1 = 0 1 = 0 

Из неотрицательной определенности #* следует неотрицательная опреде­
ленность #~(х_м,..., хм) для любого неотрицательного целого М и веществен-

м 
ных х_м,..., хм, таких, что ^ х2 = 1 и наоборот. 

./=-м 
00 

Для ^ = В мы имеем тГ {$*(/):/ = ]Г х, еД-), гД е ху ~~ такие веще-
. / = - 0 0 

00 

ственные константы, для которых ^ х2 = 1} = 0, и, следовательно, также 
7 = - о о 

Ш{д~(х-М,..., х
м
): М — неотрицательное целое число, и х_

м
,..., х

м
 — такие 
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вещественные константы, что ^] ^ = 1} = 0 и в силу теоремы 1 норма син-
^=-м 

гулярного интегрального оператора 5 на эллипсе Г есть решение уравнения 

^ 2 - о 2 = в 

относительно А, т. е. 

Иk(0 = /( 1 + 
B + V(Д2 + 4B) 

2 r 
Теорема 3 доказана. 
Оценку нормы снизу мы можем получить, если в теореме 3 вместо В подста­

вить выражение 5ир {С(/, г): г = 0, 1, .,.}. 

Оценку нормы сверху мы получим с помощью критерия Сильвесера, если 
вычислить главные миноры I™ матрицы квадратичной формы к и определить 
условие, при котором все они положительные. 

Сначала с каждой строки главного минора вынесем выражение А2\'(А2 — 1), 
потом вычтем из каждой строки с номером I > 0 строку с номером 0 умножен­
ную на ХК После этого каждый столбец с номером ] > О, умноженный на № 
присоединим к столбцу с номером 0. Таким образом мы получим определители 
треугольного вида. Поэтому: 

/ л2 \л + ж + 1 / АГ

2)2 \ 
17 = ( ^ г л ) °п+т{° ~ ГЛ?(1 + я2 + ... + я2")) > 

где п — число положительных, т — число отрицательных строк с четными но­
мерами матрицы квадратичной формы й, и ^ = (А2 — I)2 А"2. 

Для того, чтобы I™ > 0 нужно, чтобы ^ ^ 4с2Я2/(1 — А2)2, где с — оценка 
коэффициентов разложения (лемма 4). 

Итак оценку сверху нормы 5 мы получим, если в теореме 3 вместо В взять 
выражение 4с2Я2/(1 - Я2)2. 

В конечном счете имеет место 

д.+

Е +^2 + 4 Е )) Й м«о * 7 ( ' + г + * * + « ) . 
где Е = вир {С(., .): . = 0, 1, 2, ...} и Р = 4с2А2/(1 - Я2)2. 
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Мы приводим эти оценки нормы потому, что точные значения нормы даже 
в таком виде довольно сложно вычисляются. Эти оценки были вычислены на 
ЭВМ и оказалось, что для к < 0.75 они достаточно близки друг к другу. 
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