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Casopis pro p&stovani matematiky, roZ. 94 (1969), Praha

O JISTYCH GRUPACH MATIC

LADISLAV BICAN, Praha
(Doslo 18. ledna 1968)

Préce se zabyvd studiem grup matic s jednotkovym determinantem s prvky z okru-
hu zbytkovych tfid modulo n. Je odvozen vzorec pro pofet prvkil takové grupy
a popsdna jeji struktura. Odtud je vidét, Ze vlastnosti grup matic nad koneénym okru-
hem a nad koneénym té€lesem jsou zcela odlisné. Zatimco grupy matic nad t€lesem
jsou ,,;skoro* jednoduché (pfesn&ji: jednoduchd je faktor-grupa podle centra, které
je tvofeno skaldrnimi maticemi), jsou grupy matic nad okruhem ,,skoro* fegitelné
(viz v&ta 5). Prvni polovina price md pomocny charakter, nezbytn& nutny pro stano-
veni f4dl studovanych grup, coZ spolu s jejich strukturou je-popsdno v druhé poloviné.

Oznaleni. (k, ) bude v dal’im znadit nejvétsiho spole¢ného délitele &isel k, I.
Symbolem ¢,(k) ozna&me poCet &isel z posloupnosti 1, 2, ..., k nesoudglnych s (n, k),
kde n a k jsou pfirozend Cisla.

Lemma 1. Pro vSechna pFirozend n a k plati:
a) Je-lid = (n, k), je

) o) = ofa),

kde ¢ je Eulerova funkce.
b) ¢,(k) je multiplikativni') funkce proménné k.
c) Pro k pevné, (ny, n,) = 1 je

2) (k) @u(K) = k @y, (K) .

Diikaz. a) Zfejmé jest (@ + rd, d) = (a, d). Aviak pocet ptirozenych &isel nesou-
délnych s d a men3ich nez d je ¢(d), odkud plyne (1). b) a c) jsou jednoduchymi
dasledky (1) a vlastnosti funkce ¢.

1) Funkce f se nazyva multiplikativni, jestliZe (ky, ky) =1 = flky, k,) = flky) . fky).
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Disledek. Pro n, «, k pFirozend, p prvodislo plati

) pln =0 ) =p* - p* ',
@ pXn=9,p") =p*,
) plk = ¢,.(k) = k(1 — 1/p),
(6) ) pYk= 0.k =k.

Lemma 2. Nech n, | ky, n, | k» (ky, ky) = 1. Pak

(7) (Pn(kl) (Pnz(kz) = ¢n,n2(k1k2) .

Dikaz. Zfejmé (ny, n,) = 1 a (nyn,, k,k,) = nn,, takze

k k k
L (P("lnz) = (P(nl) -2 (P(nZ) = (pnx(kl) (P'lz(kz) *
2 n 2

(pr;llz(‘kl kZ) =

Definice 1. Pro k a n pfirozend definujme funkce y,(n) takto:
n
(8) ‘/’1(“) = (0(”) > l/’k(") =dlZ @u(n) Yie—y (2) k=2,3,....

Lemma 3. Pro kadé pfirozené k je y,(n) multiplikativni funkce.

- Dukaz. Indukci podle k: pro k = 1 ziejmé.
Necht ,_; jé multiplikativni. Pak pro (n,, n,) = 1 plati

) V() = 3 0 () Ve (—) S 0uina) s ( ) _

lnl d znz

= T 0u(m) 9uln) Vi ( )wk ( dz) Wlnunz)

did2|nyn>

podle lemmatu 1 a indukéniho pfedpokladu.

Umluva. Slovy ,,k-tice &isel {d,, a,, ..., ;} md s n nejvétsiho spole¢ného délitele d*
budeme rozumét, Ze (a,, a,, ..., @, n) = d.

Podobné slovy ,,k-tice &isel {al, ay, ..., a;} je nesoudlnd‘c budeme vZdy rozumst,
ze (ay, az, ..., ) = 1.

Lemma 4. Y,(n) znacf pocet uspofddanych k-tic pFirozenych &isel nejuys rovnych n
nesoudélnych s n.

Diikaz. Indukci podle k: pro k = 1 zfejmé.

Necht tedy Y- 1(n) znadi po&et uspofddanych (k — 1)-tic pfirozenych &isel nejvys
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gisel nejvys rovnych n nesoudélnych s n. Nechf d | n, pak ,_,(n/d) zna& potet
uspofddanych (k — 1)-tic pfirozenych &isel nejvy3 rovnych n/d nesoudé&lnych s n/d
a tedy také poget usporddanych (k — 1)-tic pfirozenych &sel nejvys rovnych n,
majicich s n nejvétsiho spoleného délitele d. Ke kazdé takové (k — 1)-tici miZeme
vzit za k-ty prvek takové &islo nejvys rovné n, které je nesoudélné s d = (d, n). Téch
je ale pravé ¢ (n).

Lemma 5. Pro libovolnd o, k pFirozend, p prvocislo plati

9) w(p*) = p™ — p D = (P (p* = 1).

Dtikaz. Viech k-tic z p* prvki je (p*)*. Prvki soud&lnych s p* je p*~'. Viech k-tic
z té&chto prvki utvotenych je (p*~')*.

Definice 2. Oznaéme G(m, n) multiplikativni grupu matic typu (m, m) s jednotko-
vym determinantem nad okruhem C, zbytkovych t¥id modulo n, g(m, n) bud ¥4d
této grupy. :

Umluva. Pokud nebude fedeno jinak, budeme pod prvky matice z G(m, n), tj. prvky
z C, rozumét vidy nejmensi nezdporné zbytky modulo n.

Definice 3. 4,, = (a;;) bude znatit matici z G(m, n) definovanou takto:
(10) az=1, ay=1, a;=0 jinak.
Definujme operdtory L,; a P, takto:
(11) (VA € G(m, n)) L, (A) = AyA; P (A) = AA,,.
Je-li Llibovolny L;; a P libovolny P,; definujeme skldddni operdtori
(12) (PoL)(A4) = P(L(A)) aanalogicky LoL,PoP,LoP,
nadeZ poloZme
(13) Ly=Ly-L;' a Pj=Pgu.Py".

Lemma 6. Provést operdtor Ly (P;,) na matici A znamend pFicist s-ndsobek I-tépq
Fadku ke k-tému (k-tého sloupce k I-tému).

Dikaz zfejmy.
Lemma 7. Matice 45, = (a$}) md proky
(14) a =1; af =s; af =0 jinak.

Dikaz. Ay = Ly(E) = A;; = L3(E) takZe tvrzeni plyne z lemmatu 6.
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Vita 1. Matice Ay generuji grupu G(m, n).

Dukaz. Provedeme indukci podle m. Pro m = 1 je véta zfejmd. Nechf tedy véta
plati pro grupu G(m — 1,n) a bud A = (a;;) libovolnd matice z grupy G(im, n).
Oznaéme pro jednoduchost a,; = a; a,, = b a na a, b, kterd na chvili uvazujme
jako pfirozend ¢isla, uZijme Eukleidiv algoritmus:

-

a =bq1 +r19 0§r1<b5
b =ryq, +r,, 0=r,<rg,
(15) r =r2q3 +r3, 0§r3<r2’

Feea =T, 44, +r, O0=r<r_,,

Tie1 = T4y -

Postupnym uZitim operdtord P;* 2), P72, ... zfejm& po t + 1 krocich dosp&jeme k
matici tvaru

1O ) o (7).

AvSak matici tvaru Aj pfevedeme na tvar A, uZitim operdtoru Pi3 o P,,. Analo-
gickym postupem anulujeme ostatni prvky 1. fddku. Mdme tedy nyni matici tvaru

2
a(ll)’ 0’
2) (2) (2)
a a o a
(17) A2 — .21 > .22’ s . 2m

.oy

‘2) (2 e
a?,a?, ..., a2
Jezto det A, = a;,A,, kde A,, je algebraicky dopln€k prvku a;,, md prvek a,,
. . < - % e . - —ar;+1 -1
inversni v C,, oznaéme ho aj,. Zfejm& uZitim operdtoru Py, o P;{'*!, Py
obdrzime matici tvaru

1, 0, ...,0
3) ,03) (3)
at®, all), ..., a
(18) A3 — _211 _229 H .2m
‘3) (3 ‘(3
al, a, ..., al)

Postupnym uZitim operdtorii L;{*, L3{* ..., L, % konetn¢ dostaneme matici

,o, ...,0
4) (4)
(19) A4 — 9, azz, ooy (fzm
. . “'4 . 4
0,al?, ..., a%
-_———

%) —4¢y zna&i oviem opa&ny prvek ke ¢, v additivni grupé okruhu C,.
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Nyni vzhledem k tomu, Ze libovolnou operaci na dil¢i matici vzniklou vy$krtnutim
1. fddku i sloupce lze provést i na matici A, aniZ se zméni 1. fddek nebo sloupec,
sta¢i uZit induk¢niho pfedpokladu.

Véta 2. Budn = pi'. p% . .... p¥. Pak plati
(20) G(m, n) = G(m, p}') x G(m, p3*) x ... X G(m, p¥).

Dukaz. KaZzdému ae C, pfifadme s-Clennou posloupnost {a*), a®, ..., a®}
tak, Ze

(21) a'? = a(mod p3), a'” je nejmensi nezdporny zbytek.

Definujme nyni sCitdni téchto posloupnosti po slozkdch, pfi ¢emZ i-tou slouzku
souctu redukujme mod p}’. Zfejmé€ nejmensi pfirozeny ndsobek prvku {1, 1,...,1}
rovny {0,0,...,0} je n x {1,1,...,1}. Odtud plyne, Ze uvedené pfifazeni je vzd-
jemn& jednozna¢né pfifazeni mezi prvky z C, a posloupnostmi {a*), a®®, ..., a®}
s podminkou (21).

Nyni pravd strana (20) je mnoZina viech konetnych posloupnosti {4, 4,, ..., 4,},
A; € G(m, p%’) s operaci

{Al’ Az, ooy As} . {Bl’ Bz, ooy Bs} = {AIBI’ A‘sz, ey ASBS} .

Ziejmé zobrazeni ¢: ({4,, 4,, ..., A,}) ¢ = A definované takto: prvek a,, matice A4
je prvek ptifazeny posloupnosti {a}c}), al?, ..., al}}, je vzdjemn¥ jednozna&né zobra-
zeni G(m, p}") x G(m, p5’) x ... x G(m, p}*) na G(m, n), takZe k dokon&eni diikazu
stadi ukdzat, Ze ¢ je homomorfni.

Jest
A=), B,=(0), 1=12,..s,
a oznaéme
AB, = (CU)
Podle (21) je
af} = a;; (mod p7’), b = b;; (mod pf),

takZe i
(l) Z a(l)b(l) — Z alkbk] = c;j (mod S I)
¢imz je véta dokdzédna.
Lemma 8. Pro v§echna m, o pfirozend, p prvocislo plati

(22) g(m, p*) = ()" ¥m(P) 9(m — 1, p%) .
Diikaz. Bud 4 = (a;;) € G(m, p*), D = det A, D,; algebraicky dopln&k prvku a;;.
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Jest ’
@ D=%aubu (0Cp).

m-tice prvkil (ay4, azy, ..., @y) musi byt nesoudélnd s p* Takovych m-tic viak
existuje pravé ¥,,(p"). v

Rovnice (23) pro nezndmé D;; md pro kaZdou nesoudglnou m-tici (a,y, azy, ---
«.es Gpy) Pravé (p*)" ! feleni (viz napf. [3] uloha 1,d ke kap. IV str. 62). VSechna D,
nemohou byt soutasn¥ délitelna p (jako pfirozend &isla oviem), bud tedy napf. Dy,
s p nesoud&né. JelikoZ matice s determinantem nesoudélnym s p tvoii grupu, v niz
je podgrupa viech matic s determinantem 1 normdlni, existuje pravé g(m — 1, %)
matic s determinantem D;;. K dokondeni diikkazu sta¢i ukdzat, Ze ¢isla a5, ..., Gym
jsou jiZ jednoznadné uréena. To viak plyne snadno z toho, Ze pro t&chto m — 1 &isel
dostaneme rozvojem D;, podle prvniho fddku m — 1 linedrnich rovnic, pfi ¢emzZ
vhodnou linedrni kombinaci fddk lze dosdhnout toho, Ze nalevo ztstane D, ay, pro
kazdé k = 2, 3, ..., m a napravo prvek z C,.. D;; md viak v C . inversni prvek.

Véta 3. Pro vSechna pFirozend m,n > 1 plati
(24) ' g(m, n) = n" "y, (n) g(m — 1, n).

Diukaz. Plyne z lemmatu 8, véty 2 a lemmatu 3.

Diisledek. Je-li (a;, a,, ..., a,) libovolnd s n nesoudélnd m-tice proki z C,, pak
existuje pravé n™~'g(m — 1, n) matic v G(m, n) takovych, Ze dand m-tice je jejich
i-tym sloupcem (resp. Fddkem).

Véta 4. Pro vSechna pFirozend m,n > 1, n = p{'p% ... pi* plati

) s kI_IZ(p’: - 1)
25 m,n) =n" —
( ) 9( ) il;Il prmE DIz g1
Diikaz. Postupnym uZitim (24) mdme

o(m, ) = r* 14 gl — 1, m) = ™) ™2 (n) gm = 2, ) =
=n""'n""2 L (n) Yom—y(n) ... ¥o(n) g(1, n) .

UtZijeme nyni lemmat 3 a 5 a uvédomime si, Ze g(1, n) = 1. Mdme
S
g(m, n) = n"®= 0 [T Yn(p7) Ym-1(p) --- ¥27) =

= e T (et 9 — 1) GF ) O = 0 (D (2 = 1) =
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s m(m+1)/2\e;—1 m
Pi
e @ -,
i

= nm(m-— 1)/2

i=1

odkud (25) snadno plyne.

Diisledek. Specidlné plati

m

H(p" -1

(26) g(m, p*) = ()" —;;—n—;;),—z—?—_—l
aproa =1
27) g(m, p) = P"'('""”/zkljz(p" — 1) = o(SL(m, p)),

coz je ve shodg teorii linedrnich grup (viz [1] post. 97 a7 109), pfi¢emz o(G) znadi fad
grupy G. /

Poznamka. Jestlize misto y, vezmeme funkci i, definovanou pro mocniny prvo-
Cisel vztahem

(28) vp?) = VPM -

a odvodime ze vzorce (24) analogickym zpisobem vzorec (26) dostaneme fdd specidlni
linedrni grupy SL(m, p®).

Véta 5. G(m, p°) je rozsifenim p-grupy pomoci grupy SL(m, p). Rddy komposic-
nich faktori grupy G(m, p*) jsou (o(LF(m, p)), 41,92, -.-q1s P> DPs---» P), kde
992 --- 91 = (m,P - 1) @—1) (nz___ 1) krat

Dukaz. Zobrazeni ¢ : G(m, p*) - G(m, p), které kazdé matici A pfifazuje matici
definovanou tak, Ze kazdy prvek matice A redukujeme modulo p jest zfejm& homo-
morfismus.

Podle véty o izomorfismu je

(29) G(m, p*)/Ker ¢ = G(m, p).
Pro f4dy t&chto grup plati podle (26) a (27)

o AL~
(p m(m+1)/2 a—1

(30) o(Ker ¢) = P~ _ penmi-n

m(m—1)/2 5 k __ 1
P kLIz(P )

Odtud plyne prvni &st tvrzeni. Druhd plyne z v&t z [1] odst. 97 aZ 109, zejména 103
a 108.
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Dﬁsledek Mezi vSemi grupami G(m, n) jsou Fesitelné pravé grupy G(2,2* . 3’)
o, f=0,1.

Diikaz. G(2, 6) = G(2,2) x G(2, 3) podle vty 2, zbytek plyne z tvrzeni odst. 103

z[1].

Véta 6. Pro, pocet s matic typu (m, m) nad C,, k nimZ neexistuje inversni plati

H(p. - 1)

(31) 5= 1:[ m(m+ 1)/2

Dikaz. Vsechny matice s determinantem nesoud&lnym s n ziejmé tvofi grupu G,
v niZ je G(m, n) normélni podgrupa. Odtud plyne
(32) o(G) = ¢(n) g(m, n).

Jezfo viech matic typu (m, m) nad C, je n™ mdme podle (25)
(33) s =n" — ¢(n) g(m, n) =

=n\1 - f‘[ __1:1_(1.).,:._2_ o(p%)
<1 ppmt /2 prmt T

odkud (31) ihned plyne.
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Summary
ON SOME GROUPS OF MATRICES

LADISLAV BICAN, Praha

This note studies the groups of matrices with unit determinant over the ringof
integers modulo n. The number of elements and the structure of such a group are
given.
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Definition 2. Let us denote G(m, n) the multiplicative group of matrices of order m
with unit determinant over the ring of integers modulo n and g(m, n) be the order of
this group.

The main results are contained in the following theorems:

Theorem 2. Let n = p}'.p%.....p5 be a canonical decomposition of n. Then
G(m, n) = G(m, p}!) x G(m, p3) x ... x G(m, p¥).

Theorem 4. For all natural integers m,n > 1, n = p{' . p3*..... p5* it holds

m
s !
s i 1
I |
g\m, is1 p:in(m+l)/2 . Pa:;—x :

Theorem 5. G(m, p*) is an extension of a p-group by SL(m, p). The orders of
composition of G(m, p*) are (o(LF(m, p), 41, 42, -+, 415 P> P> ..., p) where q; . q, . ...
=(m,p—1). NP S
SERR Y > (x — 1) (m* — 1)-times
Theorem 6. For the number s of non-invertible matrices of order m over the ring
of integers modulo n it holds:

m
5 s kHI(P'? - 1)

m =
s=n 1—!;[1 -——_—p'-"("'“’/z
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