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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

O KONVEXNICH MNOZINACH PRAVDEPODOBNOSTNICH MER

Joser STEPAN, Praha
(Doslo dne 17. fijna 1966)

Necht je 2 systém pravdépodobnostnich mér definovanych na jistém méfitelném
prostoru a P, pravdépodobnostni mira pfibuznd systému £ v ndsledujicim smyslu:
je-li f ohraniCend mé&fitelnd funkce a o redlné &islo, takové, Ze [f dP < « pro viechny
Pe?, pak i [fdP, < a.

Naskytd se otdzka, do jaké miry vyjadiuje tato pfibuznost miry P, k systému &£
moznost aproximovat miru P, pomoci prvkit mnoZiny £. Velmi jednoduchou od-
povéd na tuto otdzku obdrZime tehdy, je-li systém &£ konecny. DokdZeme, Ze P,
jest konvexni kombinaci prvki systému £. Md-li Z nekoneéné mnoho prvki, ukd-
Zeme, Ze pfibuznou miru P, miiZeme aproximovat koneénymi konvexnimi kombi-
nacemi prvkil &, a to bud ve smyslu konvergence na kazdé méfitelné mnoZing,
respektive ve smyslu slabé konvergence pravdépodobnostnich mér. Ukazuje se,
Ze zplsob aproximace zdvisi na systému méfitelnych funkci, ktery se vyskytuje
v definici pfibuznosti miry P, k systému 2.

P¥i feSeni téchto otdzek je vyuZito nékterych vlastnosti konvexnich mnoZin v obec-
nych linedrnich topologickych prostorech. Uvedeme nyni zdkladni definice a znadéeni.
M¢éjme zdkladni prostor S a jakousi c-algebru jeho podmnoZin /. Pismenem X
budeme v prib&hu celé prdce znadit mnoZinu vSech koneénych mér definovanych
na . Pod pojmem mira rozumime o¢-aditivni mnoZinovou funkci definovanou
na &, kterd miZe nabyvat i zdpornych hodnot. Jest zfejmé, Ze X je linedrni prostor.

Definice 1. Pod konvexnim obalem mnoZiny £ linedrniho prostoru X rozumime
prinik vSech konvexnich mnoZin prostoru X takovych, Ze obsahuji £ jako svou
podmnoZinu. Tento konvexni obal mnoZiny £ budeme znacit jako co(.@). Je-li X
topologicky linedrni prostor s topologii I', pak budeme fikat, Ze priinik viech uza-
vienych konvexnich mnoZin, které obsahuji £, jest uzavienym konvexnim obalem
mnoZiny 2 a budeme ho znatit jako co{(2).

Je snadno vid&t, Ze co(#), cor(#) jsou konvexni mnoZiny, z nichZ co(#) se sklddd
prdvé ze vSech prvkil x € X, které je mozno vyjdd¥it ndsledujicim zptisobem:

x=21“.-Pw kde p;e?, 0=Zao;Z1; i=12..,n Yo =1
i= i=1
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Pomé&rné snadno se ukdZe (viz napf. [1]), Ze co(2?) = co(2), kde operace uzdvéru
je vzata vzhledem k topologii I'. Jest tudiZ co/(#) uzaviend konvexni mnoZina
v topologickém prostoru (X, I). Je velmi jednoduché dokdzat, Ze co(#) = cor(2),
je-li mnoZina 2 koneénd.

Obratme se opét k prostortim, jejichZ prvky jsou kone¢né miry definované na méfi-
telném prostoru [S, &/]. Necht od této chvile je 2 konetny nebo nekone&ny systém
pravdépodobnostnich mér definovanych na 7.

Ozna¢me pismenem 2 mnoZinu pravd&podobnostnich mér definovanych na «,
takovych, %e P e 2 pravé tehdy, existuje-li posloupnost {P,}, P, € co(®) takovi,
Ze P,(4) —— P(4) pro kaZdou A € o/. Je opét velmi snadné ukdzat, Ze Z = co(?),
je-li Z koneénym systémem.

Precizujme nyni pojem pfibuznosti miry P, systému 2.

Definice 2. Budeme fikat, Ze pravdépodobnostni mira P, je pfibuznd systému £
vzhledem k mnoZing «f-méfitelnych funkci I', plati-li ndsledujici implikace: jsou-li
feT aaredlné &islo takové, Ze [sfdP < o pro viechny Pe 2, pak i [sfdP, < a.

MnoZinu vSech pravdépodobnostnich mér pfibuznych systému & vzhledem
k mnoZin& funkci I" budeme znadit 9’/(}‘)

Oznadme pismenem K, mnoZinu méfitelnych funkci g (vzhledem k /) defino-
vanych na S takovych, Ze 0 < g(x) £ 1 pro xe S a pismenem K viibec viechny
ohraniCené méfitelné funkce. ’

DokdZeme toto jednoduché tvrzeni.

Lemma 1.
—_ ZAN N\
? < 7(K,) = P(K)

Ditkaz. Nechf P, e 2, pak existuje posloupnost {P,}, P,e co(®) takovd, Ze
P,(A) —» Po(A) pro viechny Ae . BudiZ [gdP < « pro Pe?, kde geK; a «
je redlné &islo. Vezm&me libovolné & > 0, pak je zndmo (viz nap¥. [2]), Ze existuje
prostd funkce f,(x)!) takovd, Ze sup|f/(x) — g(x)| < ¢ a 0 £ f(x) < g(x) pro
xeSs. xeS

V disledku zfejmych nerovnosti

jf,dP,, éfgdP,, <a pro n=12,...;

IgdPo=ff,dPo+ega+e

A
dostdvdme, Ze [g dPy < a a tedy P, € #(K,).
1) Prostou funkci rozumim #f-méfitelnou funkci, kterd nabyva pouze koneéné mnoha hodnot.
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Snadno vidime, Ze g?’/(\K) < #(K,). Necht P, e 37’/(\K1). Mgjme fe K a o redlné
&islo takové, Ze [fdP < o pro Pe 2. Vime, Ze existuje N > O pfirozené tak, Ze
[£(x)| £ N pro x e S. Definujme funkci g(x) = (N + f(x))/2N pro x € S. Je zfejmé,
7¢ geK, a [gdP £} + af2N pro Pe 2 a tudiZ % + (1/2N) [fdP, = [gdP, £
<1+ (1)2N) o, tedy [fdP, £ o, &imZ je dikaz proveden.

Zavedu nyni jednu velmi duleZitou definici.

Definice 3. Nechf Z je linedrni mnoZina v prostoru koneénych mér definovanych
na méfitelném prostoru (S, &). Nechf I' je systém /-méfitelnych funkci defino-
vanych na S takovy, Ze spliiuje ndsledujici tféi podminky.

1. Existuji kone&né integrdly [g dv pro viechny g € I' a viechny ve Z.
2. T je linedrni mnoZina. ’
3. Je-li fg dv = O pro vSechny g € I', pak v = 0.

Pak budeme fikat, Ze I je totdlni systém méFitelnych funkci vzhledem k prostoru Z
(snad nedojde k omylu, budu-li ddle pouZivat zkrdceného terminu totdlni systém).

Je zfejmé, Ze K je totdlnim systémem méfitelnych funkci vzhledem k prostoru X.
Mg&me nyni nds§ prostor X a totdlni systém funkci I' (vzhledem k X); pak systém
linedrnich funkciondld definovanych na X typu x(v) = [fdv, kde g € I', jest linedrni
mnoZinou, kterd byvd obvykle nazyvdna totdlni mnoZinou funkcionaﬂﬁ.z) Jest
zndmo (viz [1]), Ze totdlni mnoZiny funkciondlii vytvdfeji v zdkladnim prostoru
(v naSem piipad€ je to prostor X) topologii, vzhledem ke které je onen zdkladni
prostor lokdlné konvexnim linedrnim topologickym prostorem.

UkdZeme, jak je tato topologie definovdna na prostoru X. Nechf I' je totdlni
systém funkci vzhledem k X. Pak zmin&n4 topologie (budeme ji téZ znagit pismenem I')
md za basi tyto mnoZiny A(vo, &, I') = {ve X : |[fdv, — [fdv| <&, fe T}, kde v,
je libovolny prvek prostoru X, ¢ > 0, redlné &islo, I'" libovolnd kone&nd podmnoZina
v I. [X, I'] jest nyni lokdln& konvexnim linedrnim topologickym prostorem, ktery
md navic tuto velmi dileZitou vlastnost: Oznaéime-li mnoZinu vSech spojitych
linedrnich funkciondlii definovanych na X (spojitost se chdpe vzhledem k topologii I')
jako X*, pak X* =T. Tedy funkciondly typu x*(v) = [gdv, geTI jsou prdvé
viechny spojité funkciondly definované na [X, I'].

Nyni jiZ miZeme dokdzat hlavni vétu této prdce.

Véta. Necht' T je totdlni systém méFitelnych funkci vzhledem k X a necht ? = X
N\
je systém pravdépodobnostnich mér. Pak #(I') = cof(P).

2) Je-li X linearni prostor a oznaéime-li X* mnozinu viech linedrnich funkcionalii definova-
nych na X, pak IS X se nazyva totdlni mnoZinou pravé tehdy, je-li I'line4drni mnoZina a plati-li
toto: y(x) = 0 pro viechny y € I', pak x=0 (viz [1]). Diikaz toho, Z2 x(v) = [g dv je linedrni
funkci na X, je velice snadny a pfenechdvam ho &tendfi.
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Dukaz. a) Necht P,eco{#) a [fdP < « pro viechny Pe 2, kde feI a a
je redlné &slo. Pak existuje posloupnost {P,}, P,€ co(®) takovd, Ze |[fdP, —
~ [fdP,| £ 1/n, tudiz [fdP, < [fdP, + 1[n £ a + 1/n. Jest tedy [fdP, < o,

N\
a proto Pye 2(I').-

b) Necht P, € 9’/(}') a P, ¢ cof(%). Pak podle véty 5.2.10 v [1] plati, Ze: existuje
spojity (vzhledem k I') linedrni funkciondl x* definovany na X, ¢isla ¢ a ¢ > 0 takové,
e x*(co(#)) < ¢ < ¢ + & < x*(Py).

My oviem vime, Ze existuje funkce g € I' takovd, Ze x*(v) = [g dv pro viechny
ve X. Dok4dzali jsme tedy existenci funkce g € I' a &isla ¢ takovych, Ze [gdP < ¢
pro Pe 2. Ziroveii viak vime, %¢ [g dP, > c, coZ odporuje predpokladu, Ze P,
je pfibuznd mira systému £ vzhledem k I. Jest tudiZ P, € cor(#), &imZ je ditkaz
proveden.

Obrafme se nyni k naSemu konkrétnimu systému funkci K, o kterém vime, Ze je
systémem totdlnim. Uvedeme né&kolik jednoduchych diasledki pravé dokdzané véty.

Diisledek 1.
— N P _
P cco(?) = 2 < PK,) = P(K) = col(P)

Diisledek 2. Je-li pravdépodobnostni mira P, pFibuznd konecnému systému
pravdépodobnostnich mér # = {P,, ..., P,} vzhledem ke K,, pak existuji ¢isla o;
0=a,21,i=1,2,...,n Y a =1)takovd, Ze Py(A) = Y «; P{A) pro vsechny

i=1 i=1
mnoZiny A € o, tedy jinak vyjddieno plati:

P < co®) = P = FK,) = P(K) = cox(P).

Diikaz. Je-li Py e 2#(K,), pak P, € cox(?). To znamend, Ze existuje zobecnénd
posloupnost {P,},.r, P, € co(?) takovd, Ze P, — Py vzhledem k topologii indukované
systémem funkci K, z &ehoZ vyplyvé, Ze (g dP, - {g dP, pro kaZdou funkci g € K,

specidlng tedy i P(4) =) af Pi(A) — Po(4) pro vSechny mnoZiny Ae o/, kde
i=1

0<ai<1,i=1,2,..,n Y af =1 pro viechna te T. Posloupnost {a},as, ...
i=1
.ws Wi }ier je Omezend, a proto existuje jeji hromadny bod {By, B2, ..., .}, kde 0 <
SBSL i=12..,n YB =1 a tudiz Py(d) =Y B;P(4), kde Ae o je
i=1 i=1

libovolnd mnoZina. Tim je diikaz proveden.

Dissledek 3. Je-li 2 = o libovolny spocetny systém mnoZin a P, € #(K,), pak
existuje posloupnost {P,}, P, € co(%) takovd, Ze P,(A) —— Py(A) pro viechny A€ D.
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Ditkaz. Pfedpoklddejme, Ze 2 = {4y, 42, ..., 4y ...}, Apel, n=1,2,...
JelikoZ je P, € cox(?), pak ke kazdému n pfirozenému existuji miry P, € co() tak,
fe |Po(A;) — P,(A)] < 1[n pro i = 1,2,...,n a tudiz P,(4)) ——> Po(4,) pro i =
=1,2,...

Necht nyni S je libovolny normdlni topologicky prostor, # c-algebra jeho bore-
lovskych mnoZin a Y systém vSech kone&nych reguldrnich mér definovanych na 4.
Y jest zfejm3 linedrni prostor. Reknu-li v ndsledujicim slovo mira, myslim tim ko-
neénou reguldrni miru definovanou na 4.%) Oznaim pismenem C prostor viech
ohraniCenych spojitych funkci definovanych na S, pismenem C, mnoZinu viech
spojitych funkci ohraniéenych zdola nulou a shora jedni€kou. Je-li nyni Z < Y
systém pravdépodobnostnich mér, pak # bude oznaovat mnoZinu viech pravdé-
podobnostnich m&r Q e Y takovych, Ze existuje posloupnost {P,}, P, € co(?), Ze

N
P, - Q slabé.*) Symbolem #(I') oznalime opét systém pravdépodobnostnich mér
pfibuznych £ vzhledem k systému funkci I'.
- A ~
Snadno se dokdZe ndsledujici vztah: 2 = 2(C,) = P(C). Abychom mohli vyuZit
zdkladni vétu této prdce, musime nejdfive dokdzat toto lemma.

Lemma 2. Systém C je totdIni mnoZinou mé¥itelnych funkci vzhledem k prostoru Y.

Ditkaz. M&me v € Y takovou, Ze [fdv = 0 pro viechny f € C. Vezm&me A4 € &,
¢ > 0. Pak existuje uzaviend mnoZina F a oteviend mnoZina U tak, Ze Fc A<= U
a |v| (U — F) £ ¢[2. ProtoZe prostor S je normdlni topologicky prostor, existuje
spojitd funkce f,, kterd md tyto vlastnosti:

f{x)=1 pro xeF, f(x)=0; xeS—U a suplf(x)| 1.
xeS

Jest tedy [f, dv = 0 a ozna&ime-li symbolem I, charakteristickou funkci mnoZiny A
pak zfejmé plati:

f £.dv — (4)

a tudiz v(4) = 0.
Vzhledem k tomu, Ze mnoZina A € # byla volena libovolné, jest ditkaz proveden.
ProtoZe pfi diikazu hlavni véty této prdce neni podstatny konkrétni tvar linedrniho
prostoru mér, plati ndsledujici tvrzeni.

s [ln - sl s b -m s

Disledek 4. Necht P je systém reguldrnich pravdépodobnostnich mér na bore-

N\ N
lovskych mnoZindch normdlniho topologického prostoru. Pak plati: #(C,) = #(C) =
= coc(P).

3) Rikame, ze mira v je reguldrni, jestlize pro kazdou mnoZinu 4 € & a ¢ > 0 existuje uzavie-
ni mnozina F a oteviend mnozina U takové, Ze F< A < U a | (U— F)< & . |v| oznatuje

totdlni variaci miry v (viz napf. [1]). )
%) Rikame, 7¢ P, - P slabé, jestlize [ fdP, — JfdP pro kazdou funkci f € C.
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Obratme se nyni k jednomu specidlnimu piipadu. Necht zdkladni prostor S
je tiplnym separabilnim metrickym ‘prostorem. Jest zndmo (viz napt. [3]), Ze slabd
konvergence pravdépodobnostnich mér definovanych na # je ekvivalentni s kon-
vergenci v metrickém prostoru pravdépodobnostnich mér, ktery byvd obvykle
nazyvdn Lévyho prostorem. Toto ndm umo¥ni dok4zat ndsledujici tvrzeni:

Diisledek S. Necht S je uplny separabilni metricky prostor, P systém reguldrnich
pravdépodobnostnich mér definovanych na borelovskych mnoZindch prostoru S
a P, reguldrni pravdépodobnostni mira pfibuznd systému P vzhledem k mnoZiné
Sfunkei Cy. Pak existuje posloupnost {P,}., prvki mnoZiny co(®P) takovd, Ze
P, — P, slabé. '

Disledek 6. Jsou-li splnény predpoklady disledku 5, pak plati: ? < co(?)
€ 2 = 2(C,) = Z(C) = co?).

DokdZeme dusledek 5.

Necht P, € g‘/(\Cl), pak P, € co(2). Existuje tedy zobecnénd posloupnost {P,}; cr,
P, € co(P) takovd, Ze P, — P, vzhledem k topologii indukované systémem funkci C.
To ale znamend [f dP, - [f dP, pro vSechny f e C, tudiZ P, —» P, slabg. Tato kon-
vergence je vlastng konvergenci v Lévyho metrickém prostoru, a proto plati
d(P,, Po) - 0°). Nyni jiz snadno najdeme spofetnou mnoZinu {P,};L; S {Pcleer
takovou, Ze d(P,, Po) —= 0, a tudiZ P, —> P, slabé. Timto je diikaz disled-
ku 5. proveden.

I3

Pfipomindm, Ze dusledek 5. jest specidlnim pfipadem tvrzeni, které fikd, Ze topo-
logie C indukovand do prostoru viech pravdépodobnostnich mér je totoZnd s me-
trickou topologii v Lévyho prostoru. (O S musime oviem zase pfedpoklddat, Ze je
uplnym separabilnim metrickym prostorem.) Diikaz tohoto tvrzeni ponechdvdm
&tendfi.
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5) d(P, Q) oznatuje metriku v Lévyho prostoru (viz nap#. [3]).
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Summary

ON THE CONVEX SETS OF PROBABILITY MEASURES

Joser STEPAN, Praha

Let 2 be a family of probability measures defined on measurable space (S, &).
A probability measure Py will be called the related measure to a family &, if the
next condition is satisfied.

Let f be a bounded measurable function and o a real number such that
JfdP < aforevery P € 2. Then [fdP, < a. Let Q’(K) be the set of all such measures.
This paper contains an investigation of the set .@(K). The principal result is the

/\
next relation: 2(K) = cog(2), where cox(<) is the closed convex hull of the family 2.
The vector space X of finite measures defined on o/ is topologized by means of the

base
fo dvy — If dv

where vy € X, ¢ > 0 and K’ is a finite set of bounded measurable functions.
If # = {P,,P,,...,P,} is a finite family of the probability measures, then P,

{A(v, &, K')} = {v ex:

<eg, feK‘}

is the related measure to the famlly 2 if and only if Po(4) = 2 a; P(A) for every

Aesof, where 0 £ «; £ 1, and Za = 1.
i=1
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