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&asopis pro p&stovani matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

METRISCHE EIGENSCHAFTEN DER EINPARAMETRIGEN SYSTEME
VON LINEAREN RAUMEN DER DIMENSION k
IM EUKLIDISCHEN RAUME E,

LupEk GRANAT, Praha

(Eingegangen am 3. August 1966)

Der Zweck dieser Arbeit ist die Verallgemeinerung einiger Resultate aus den
Arbeiten [4] und [2], in denen die Voraussetzung n = 2k + 1 gemacht wurde.

1. Es sei im Euklidischen Raume E, ein einparametriges System der k-dimensio-
nalen Riume (k < in)

) BJ(t) = [A®t), us(t), us(t). ..o ()], wup = 8,5 Y)

gegeben. Dieses System werden wir das Monosystem nennen. Es gelte weiter die
Beziehung

(2) Rang[uy(t), ..., u(t), uy(t), ..., u(t), ..., w§?(t), ..., uf™()] = (m + 1k,

wo m eine solche groBte ganze Zahl ist, daB (m + 1) k < n ist und ul(t), ..., u{™(?)
die Ableitungen erster bis m-ter Ordnung nach ¢ sind. Nur mit solchen Monosystemen
werden wir uns in dieser Arbeit befassen. Unsere Hauptaufgabe wird es sein, ein
passendes, mit dem gegebenen Monosystem verbundenes, bewegliches Bezugssystem
im E, zu finden. Es sei der Scheitel des Bezugssystems im Punkt A(f) und es sollen
die ersten k Kanten des Bezugssystems mit den Vektoren uy(f), ..., uy(f), die den
Raum B,(t) bestimmen, zusammenfallen.

Unsere Betrachtungen gelten immer fiir ein bestimmtes ¢ eines Intervalls Q. Weiter
werden wir ¢ nicht mehr besonders bezeichnen, soweit es nicht gebraucht wird.

Fiir das gesuchte Bezugssystem {4, u,, ..., u,} sollen weiter die Bezichungen

(3) uiuj=5ij’ ihj=1,..,n
gelten.

1) Die Indizes «, B, ¥ sollen immer die Werte 1, 2, ..., k durchlaufen, wenn nichts anderes
gesagt wird.
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Fiir die Ableitungen der Vektoren u; gilt dann
u’i=zwijuj’ i=1,...,n-
Jj=1

Aus der Beziehung (3) folgt

4) uu, =0,

(5) uju; + uu; =0,

(6) uu; + uu) =0,

(7 uju; + uu + 2uu; =0,

Aus den Skalarprodukten uju; = w;;, uju; = w;; und aus (6) folgt
(8) CO,'] + wﬁ = 0,

d.h., daB die Matrix |w;;| schiefsymmetrisch ist. ‘

Betrachten wir die Vektoren uy, ..., u,, uf, ..., u},...,u?, ... ul®, wo i < m ist;
alle mit dem Anfangspunkt 4. Diese Vektoren bestimmen einen (i + 1) k-dimensio-
nalen Raum, den wir B(;+ ) bezeichnen. Dieser Raum hingt von der Auswahl des
Bezugssystems im B, nicht ab. Den k-dimensionalen Raum, der im Bg+1y zu By
total senkrecht ist, bezeichnen wir B{”. B, bezeichnen wir auch B{”. Den zum
Raume B,y im E, total senkrechten Raum bezeichnen wir C,_m+ 1) In jedem
der Riume B{” (1 < i < m) wihlen wie ein Orthonormalbezugssystem und seine
Vektoren bezeichnen wir Uy, ...y Uiy gy Ahnlich wihlen wir im C,— (m+ 1y Wenn
n > (m + 1) k ist, die Vektoren eines Orthonormalbezugssystems U+ 1)k+15 ++ -5 Uy

Da alle Vektoren u, im Raume B, liegen, kann man

(9) u, = Zwayur + anvukﬂ ) Wy = —Wyy
Y Y

schreiben.
Aus den Beziehungen

Uy = Yoty + ;w“?(;a’w"n + ,zcwukw) + Yty + DlarViey
Y b4 ?

folgt, daB die Vektoren uy., im Raume B, liegen und wir diirfen mit Anbetracht
der Relation (8) die Beziehung

(10) Upio = ’“Zcra"y + Y Okragt Mty T Y CrtaictylUarty s
r Y y
WO Wytak+y = —Wk+y,k+a ist, schreiben.
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Weiter konnen wir auf dhnliche Weise fortfahren. Durch die weitere Ableitung
kommen wir zu dem Resultat, daB der Vektor uy*"? (0 < j < m) eine Linear-
kombination der Vektoren des Raumes B;.;y und der Vektoren uj., ist. In
Anbetracht dieser Beziehungen und der Relation (8), kénnen wir das ganze System
der Ableitungen der Vektoren des beweglichen Bezugssystems des Monosystems
Vi+1 ausdriicken:

’
(11) u, = Zwavuv + anvuﬂ'v ’
y Y
’ —
U tq = _zcyauy + Zwk+a,k+yuk+7 + ch+a,k+7u2k+y s
] 7 )
, .
Uim—1)k+a = _zc(m—2)k+7,(m—2)lr+au(m—2)k+7 +
Y

+Zf0(m- Dk+a,m-Dk+y¥m-1)k+y T
b

+zc(m—1)k+u,(m—1)k+7umk+7 s
7

’
Unk+a = —Zc(m—l)k+y,(m—l)k+au(m—l)k+7 +
7
n—(m+1)k
+zwmk+a,mk+7umk+7 + Z Sa,il(m+1)k+i 5
7 i=1
n

’
Um+ k+i = —Zsy,iumk+y + Z Dm+ 1)k +i,i45 >
7 Jj=(m+ k+1

i=1l..,n—-(m+1Dk, 0,=-w,,, rns=1,..,n.

2. Betrachten wir die Raume B{”(t) und B{"(t + h). Diese Ridume schlieBen k
Winkel ¢,2), fiir welche cos? ¢, = 4, gilt, wo A, die Wurzel des charakteristischen
Polynoms der quadratischen Matrix A.A; (A, = |u(t + h) ui(t)]) und A; die
Transponierte von A, ist, ein.

2) Die Definition der Winkel zweier linearer Unterrdume E, und E; in E,, siehe [5].
Wenn (ay, ..., a,) eine orthonormale Basis in E,, (by, ..., by) eine orthonormale Basis in E;
ist und ein Einheitsvektor @ den Raum E, durchlduft, dann ist das System der Gleichungen

@) ,Z,(abi) (ab) — A@a) =0, I=1,..,r,

die Bedingung fir die Extreme des Winkels < (a. E,). Die Determinante dieses Systems muf}
gleich Null sein. Die Bedingung fiir diese Bzzichung ist d4quivalent mit der Bedingung

(ii) |AA" — AL =0,

wo A die Matrix |layb;||, k=1, ..., r, i= 1,..., s, A’ die Transponierte von A und /I, die Ein-
heitsmatrix der Ordnung r ist.

Die Winkel des Raumes E, mit dem Raume E; kann man dann als die Zahlen ¢; = arccos \/ A;
definieren, wo 1; die Wurzeln der Gleichung (ii) sind.
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Den Zahlen 1,, entsprechen die Eigenvektoren v, , des Raumes B{")(f), die hin-
sichtlich des Raumes B{"(t + h) eigen sind.?) Wir beschrinken uns jetzt auf den
Fall, wo die Zahlen lim 4,, verschieden sind. Dann wihlen wir die Vektoren

ii_r»r(x) (Ve () |Var(®)]) als:/;;)ctoren des Bezugssystems im B{(r).
Es gilt
(12)  u(t + k) = u(t) + huyt) + 3h? u(t) + o(h?),
(1) e+ W u) = 1 P ald) ul) + o).
(14)  u(t + h) uy(t) = huyr) ug(t) + 1h* uj(t) ug(t) + o(h?), a =+ B,
(15)  {u(t + h)u(1)}* =1 — K2 u)ft) u(t) + o(h?),
(1) {uls + B u0)? = R w) +o0?), «+ 8,
(A7) {ude + B w0} e + B) u)) =
= huy(t) u(t) + 1h? uy(t) u(t) + o(h?), «+ B,
(18)  {ut + B) u, (0} {uy(t + ) u()} = |
= W{u() u,(0} {up(t) (1)} + o(K?), @+ B, xty, B+,

Die Elemente a,, der Hauptdiagonalen der Matrix A, A; haben die Form
(19) Ay = 1 — B2 u)(t) u(t) + h? ;{u;(t) u, ()} + o(h?).
Die iibrigen Elemente der Matrix A,A; haben die Form
(20) 4y = —{ui() w0} + B> () w0} {us(t) w0} + oh), o« .
Aus der Beziehung (9) folgt
(21) UUp = Wy,
(22) uu; = Z':(w,,wm + CayCpy) »
Die Elemente der Matrix A,A; haben die Form
(23) Ay =1 — B Yc2, + o(h?),
7

(24) Aap = —h? anvcﬂ)’ + O(hz) , a*p.
Y

3) Den Vektor, der die Losung des Systéms (i) fiir irgendein 4 = cos? @ ist, nennt man den
Eigenvektor des Raumes E,, der hinsichtlich E eigen ist. ’
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Die Matrix A A, ist symmetrisch und man kann diese als eine Summe zweier
symmstrischer Matrizen schreiben. Fiir die Elemente dieser Matrizen gilt a,5 =
= b,y + h°qup, WO by, =1—h2Ycl, by = —h? Zc,yc,,, « % B ist und gl
eine symmztrische Matrix ist. Y

In diessm Fall sind die Eigenwerte 4, und die Vektoren v, , stetige und differen-
zierbare Funktionen von h.*) Wenn wir zum Grenzwert fiir A — 0 iibergehen, dann
gehen die Eigenwerte der Matrix A A, zu den Eigenwerten der Matrix, die durch
die Elemente b,z gegeben ist, iiber. Diesen Eigenwerten — wir beschrianken uns auf

die Fille, wo die Zahlen lim 4, , veschieden sind — entsprechen die Vektoren v, =
h—-0

= lim (va,,,/lv,,,,l), die als Vektoren des Bzzugssystems in B, angenommen werden.
h-0

Das kann man durchfiihren, nachdem die Eigenvektoren v, , des Raumes B{’(¢),
die hinsichtlich B{(t + h) eigen sind, nach [5] Satz 4 untereinander senkrecht sind.

enn wir die urspriinglichen Vektoren durch die normierten Vektoren v, ersetzen,
dann muB fiir die Elemznte der Matrix A A, die nach diesem Austausch berechnet
wird, fiir « + B die Beziehung a,; = o(h?) gelten, d. h. es muB

(25) anvcﬂv =0
. Y
gelten.
Bzzeichnen wir d, = \/Zcfy. Dieser Ausdruck ist von Null verschieden, sonst wire

die Bzdingung (2) nicht erfullt Dann kann man die Beziehung (9) wenn wir u, die
normierten Vektoren v, bezeichnen, in der Form

(26) u, = Zway y T da Zc:vukﬂ
7

schreiben, wo ¢}, = c,,/d, ist und |[c,,|[ eine orthogonale Matrix ist.

Wenn m > 1 ist, betrachten wir die Riume By (f) und By (t + h).Berechnen wir
die Kosffizienten der Matrix A A, wo Ay = |u(t + h)uf1)|, i,j=1,...,2k
und A}, die Transponierte von A, ist.

Die B:ziehungen (12) bis (20) gelten auch fiir den Fall, daB die Indizes o, B, y
die Werte 1, ..., 2k durchlaufzn. Es gelten die Beziehungen (21), (22) und (weiter
sollen die Indizes a, f§, y wieder nur die Werte 1, ..., k durchlaufen):

UUiip = Cyp
Uiy = —20uChp + 2 OhrpitsCay
Y y
UpyolUisp = Z(Cyacyﬁ + OpraktyOuspity + ChraktrChipity)
Y
U Upsp = Opioisp

/ = -
UpraUp = ~Cpa-

4) Siehe [1], Nachtrag IL
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Daraus folgen fiir die Elemente der Matrix A,;A2; die Beziehungen

w =1+ o(h?)
Qpiopta =1 — h? chf“,m + o(h?)
a5 = o(h?), yoc + B
Ariap = o(h?)
Upraprp = —h* Ey:ck+a,k+yck+ﬂ,k+}' +o(h?), a*p.

Die Elemente der Matrix A, A}, zeigen, daB diese Matrix symmetrisch ist, und
daB man ihre Elemente in der Form a;; = b;; + h®q;;, wo b;; = by, q;; = g5
und by, =1, bp = Ofilir o & B, brsep = 0, bk+a kra =1 — R cha K+ Dkta kt+p =

= —h? Y Chiak+Chtpi+, fUr « & B, schreiben kann.
v
Wenn wir zum Grenzwert fiir & — 0 iibergehen, streben die Eigenwerte der Matrix

A, A5 zu den Eigenwerten der Matrix, die durch die Elemente b;; gegeben ist.

Es gibt hier einen k-maligen Eigenwert A, = ... = 4, = 1. Den iibrigen k Eigen-

werten A, — wir beschrinken uns auf den Fall, wo sie verschieden sind — ent-

sprechen dann die Vektoren v, ,, = lim v, ,, ,, WO Vi, die Eigenvektoren, die den
h-0

Eigenwerten ., , der Matrix A, A}, entsprechen, sind. Die Vektoren v, /|Vi.|
kann man als Vektoren u,., des Bezugssystems in B{") auffassen. Fiir die Matrix
A, A, die nach diesem Tausch berechnet wird, muB dann fiir « &= § die Bezichung
Ariar+p = o(h?) gelten, d. h. es muB

(27) ch+a,k+yck+ﬂ,k+7 =0
Y

gelten.
Bezeichnen wir dyy, = /(3.7 +ax+,)- Dieser Ausdruck ist von Null verschieden,

Y
sonst wire die Bedingung (2) nicht erfiillt. Die Beziehung (10) kénnen wir in der Form
(28) Upyy = —Zc:zdyuy + zwk+¢,k+7uk+y + diseo Zc:+a,k+yu2k+y
7 Y Y
schreiben, WO Cpyppty = Chtapty/dk+a ist und wo |ciyoss,| eine orthogonale
Matrix ist.

Ahnlich kénnen wir weiter fortfahren. Man kann nachrechnen, daB man die
Koeffizienten der Matrix A,A;, (0 < u# < m, m von der Bezichung (2)), wo A, =
= |luft + h) ujt) I, i, = 1 ., pk und A, die Transponierte von A, ist, in der
Form a;; = b;; + h’q; schrelben kann, wo b;; = bj;, q;j = qji, b, =1 fiir r =
=1..,@k-1k,

. 2
bu- 1)k ta,u-ykta = 1 — h? Zc(u-l)k+u,(p—l)k+ya beu-1)k+a,(u-1)k+8 =
7Y

2
= —h zc(#“l)k-"d.(u—l)k"'?c(u—1)k+p,(,,-1)k+7
k4

fir o + f und b;; = O fiir alle iibrigen Elemente gilt.

37



Wenn wir wieder zum Grenzwert fiir h — 0 iibergehen, bekommen wir einen
(# — 1) k-maligen Eigenwert 4; = ... = A1y = 1. Den iibrigen k Eigenwerten
AGu-1)c+1> --+» Ay entsprechen dann die Vektoren v(,_,y ., Beschrinken wir uns
auf den Fall, wo dies¢ Eigenwerte verschieden sind und die entsprechenden Vektoren
V(u-1)k+o linear unabhingig sind. Nach der Normierung kénnen wir sie als die
Vektoren u,_ )+, des Bezugssystems in B{* " wihlen.

. . 2 .
Bezeichnen wir di,_yyere = /(X CCi-1yk+a(u-1)k+y) — dieser Ausdruck muB von

14
Null verschieden sein — konnen wir fiir 0 < y < m

4 —_— *
(29) Up-t1)k+a = Zd(u-2)k+vc(u—2)k+v,(u—2)k+a"(u—2)k+y +
Y
+2w(u—1)k+a,(n—1)k+?u(u-1)k+y +
Y

*
+d-1)k+a zc(it-l)kﬂ,(u- Ok+yUpk+y
Y

schreiben, wo
* _
Clumpk+a,(u-Dk+y = Clu=Dk+a,u—1)k+y/ A= 1)k +a

ist und wo ||cf,— 1yk+a,u-1)k+,] €ine orthogonale Matrix ist.

Auf diese Weise konnen die Vektoren uy, ..., u,, bestimmt werden.
Betrachten wir weiter k Vektoren Y c(— 1yk+a,(m—1)c+,Umk+,- Diese Vektoren sind

untereinander senkrechte Einheitsvelyctoren. Wir koénnen diese als die Vektoren
U, ., nehmen. Im Falle n = (m + 1) k sind wir fertig.

Im Falle n =(m + 1) k + 1 nehmen wir als u, den Einheitsvektor, der zum
Raume B, 1) senkrecht ist. In den fibrigen Fillen sollen wir zur Bestimmung des
Bezugssystems der Mannigfaltigkeit V., noch die Vektoren Ug,ijyx4qs -+ Uy
festlegen. D. h. wir sollen das Bezugssystem im Raume C,_ 4+ 1y Wéhlen. Der Kiirze
halber schreiben wir x =n — (m + 1) k.

Betrachten wir die Riume C,(¢) und C, (¢ + h) und berechnen wir die Koeffizienten
der Matrix A.A, (A4, = |lu(t + h)uyt)|, i,j=(m + 1)k +1,...,n wo A die
Transponierte zu A, ist. Die Elemente der Matrix A, A, zeigen, daB diese Matrix
symmetrisch ist und daB fiir diese Elemente a;; = b;; + h*q;; (i,j = 1, ..., k) gilt,
wo by =by, qij = qji, bu=1—hYsy, b= —h>Ys,s, i +] ist.

7
Wenn wir zum Grenzwert fiir h —»6 iibergehen, gehen die Eigenwerte 4;, zu

Werten 4; = lim 4, (i =1, ..., k) iiber. Wenn diese Werte verschieden sind und
h-0

auf diesen Fall begrenzen wir uns, entsprechen diesen Eigenwerten untereinander
senkrechte Eigenwektoren des Raumes C,(t), die hinsichtlich des Raumes C,(t + h)
eigen sind. Diese Eigenvektoren bezeichnen wir nach der Normierung U+ 1yc+1s ++ -
vee Uy

38



Daraus folgt

Satz 1. Unter den Voraussetzungen

a) der Gilltigkeit der Beziehung (2);

b) der Existenz von k verschiedenen Eigenwerten Ay, _ 1y +, (ohne eines (u — 1) k-
maligen Eigenwertes, der gleich eins ist), der Matrizen, die aus den Matrizen
ALA, (0 < u < m) durch die Auslassung der Elemente o(h?®) entstehen;

c) der Existenz von k = n — (m + 1) k verschiedenen Eigenwerten der Matrix,
die aus der Matrix AA. durch die Auslassung der Elemente o(h®) entsteht;
gibt es bis auf die Orientierung der Vektoren u; (i =1, ..., n) genau ein solches
orthonormales beweglisches Bezugssystem {4, uy,...,u,}, daB die Vektoren
Uy4q(0 < i < m)inden Riumen B(” liegen und folgende Beziehungen erfiillt sind:

VY.
a) Uy, = lim <220 (0 < j<m),
B0 [Viksan

WO V., die Eigenvektoren der Riume Bj1y(t), die hinsichtlich der Riumen
BU“),,(t + h) eigen sind, sind; diese Eigenvektoren sollen den Eigenwerten Aj.,
entsprechen.

b) U+, sind die normierten orthogonalen Projektionen der Vektoren Ulm—1)k+a
in den Raum B{™;

C) Ugmp sy = lim Tt DRRER (G _ g )
lv(m+1)k+i,hl

WO V(uyi1y+in die Eigenvektoren des Raumes C,(t), die hinsichtlich des Raumes
C(t + h) eigen sind, sind.
Fiir die Ableitungen der Vektoren des Bezugssystems gilt

(30) u; = Zway Y + d zcavuk+7
y
£ 3
ullt+¢ = —Zd cya y + zwk+a,k+yuk+y + dk+azck+a,k+yu2}'+y
y y
*
Ujksq = "Zd(j—1)k+rc(j—1)k+7.(j—1)k+au(j-1)k+7 +

+ z ik+a,jk+yik+y T djkta zc,k+a,1k+y"(;+1)k+y

*
u(m-‘Z)k‘i‘a == Zd(m—3)k+7'c("l~3)k+v,(m-3)k+au(m-3)k+v +
Y

+ zw(m-Z)P+a,(m—2)k+yu(m—2)k+y +
Y

*
+ dm-23k+a 2 Clm-2)k+a,(m—2)k+yU(m—Dh+y
Y
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*
Ulm-1)kta = — Zd(m—Z)k+yc(m—2)k+7,(m-2)l¢+¢u(m—-2)k+y +
7

+ Zw(m—1)k+a,(m—1)k+v"(m—1)k+y + d(m—l)k+aumk+¢
Y

- x
’
Unk+a = "d(m-—1)k+a"(m—1)k+a + Zwmk+¢.mr+y"mk+r + zlsa.i”(mn)ku
) i=
n
’ H—
Uikt ) = = DSy llmity + 2 Omenwsj,i¥is J=1..,%,
7 i=(m+1)k+1
B) w,=-w,,, r,s=1..n

"cj*H,'ij", j=0,...,m — 2 sind orthogonale Matrizen,

Ysysyy =0, Lj=1,..,k i%].
?

3. Infolgendem zeigen wir die geometrische Bedeutung einiger Invarianten von den
Bezichungen (30).

Satz 2. Es sei @, der Winkel der Riume B,(t) und By(t + h), p=1,..., m.
Dann gilt bei passender Numerierung der Winkel

. |sin ¢,
(32) lim —‘%"—’h = du-1p+a-

Beweis. Nach [5] gill cos® @, , 4 = Ay 4 WO Ay, die Wurzeln des charakte-
ristischen Polynomes der quadratischen Matrix A,A,, (A, = |lu(t + k) ufr)],
i,j =1,..., pk, A, die Transponierte von A,) sind. Aus der Wahl der Vektoren
uy, ..., u, der Beziechungen (30) und der vorhergehenden Betrachtungen folgt,
daB cos’@,,; = 1 — h*d},_1)4q + o(h?) ist. Die Symmetrie der Matrix A, A},
hat zufolge, daB die Eigenwerte 4, , , stetige und differenzierbare Funktionen von h
sind (siehe [1], Nachtrag II), und daraus daB

lim S0 Pet] _ pigy /(L= €05 @)

=d 1
—1)k+
h-0 h a0 h @ ‘

ist.

Satz 3. Es sei ¢, der Winkel der Rdume C(t) und C(t + h), x =n — (m + 1)k,
i=1,..., k. Dann gilt bei passender Numerierung der Winkel

(33) lim 5‘“’1&'

h—0

= ;Si'

Beweis. Suchen wir die Wurzeln A; , des charakteristischen Polynoms der Matrix
AA (A = |u(t + h)u)|, g.j=(m+ 1)k +1,..,n). Die Elemente der
Hauptdiagonale dieser symmetrischen Matrix sind a; =1 — h?Ys2; + o(h)?,

Y

40



die iibrigen Elemente sind o(h?).
cos? gy = Ay = 1 — b Xsyi + o(h?)
k4

und weiter

(sin® @) [H* = ;sii + o(1).

Mittels des Grenziiberganges h — 0 ergibt sich die Beziehung (33).
Dic Projektionen der Vektoren )4, (# =0,...,m —2) in den Raum BH**"
bezeichnen wir w,,,,. Ihre Lingen sind dyk+o Aus der Beziehung

’ __ d C*
Uyt aUut )k+g = Ppx+aCuk+a,uk+p
resp.

*
WoktaUu+ 1)k+8 = Ak +aCuk+a,uk+p

folgt

Satz 4. Die Koeffizienten c;’,‘k“,uk” (0 =0,...,m — 2) bestimmen die Lingen
der orthogonalen Projektionen der Vektoren wﬂ,‘“/duk“ in dze Vektoren ug, 1y 45
des Bezugssystems des Raumes B** Y.

Damit wir weiter die Resultate aus [3] ausniitzen kénnen, wiihlen wir in Bi(?) s. g.
ein natiirliches Bezugssystem {A(?), z(?), ..., z(t)}, d. h. ein solches Bezugssystem, wo
auBer z,(f) z,(t) = J,5 noch z(t) z4(t) = O gilt. Setzen wir weiter voraus, daB das
Monosystem ¥, nicht abwickelbar ist, d. h., daB die Vektoren A4'(¢), z,(£), ..., (),
zi(¢), ..., z;(t) linear unabhingig sind.

Wiihlen wir jetzt als A(f) die Kehllinie des Monosystems Vj. s, d. i. die Menge
der Punkte A(t), fiir welche A'(f) z(t) = 0 gilt.

Fiir das Bezugssystem {A(t), z(¢), ..., (1)}, zz; = 8,3, i,j = 1, ..., n, wo die k
ersten Kanten die Vektoren des erwihnten natiirlichen Bezugssystems sind, gilt dann

n

(34) A, = Zﬁaza + 2 1_),1,- .

i=2k+1

Wenn wir zum anderen orthogonalen Bezugssystem in B, iibergehen, dann gilt
fiir alle bewegliche orthonormale Bezugssysteme {4, v;, ..., v,}, wo A(¢) die Kehl-
linie des Monosystems, {4, v;, ..., v,} ein Bezugssystem in B,, {4, vy, ..., V5} ein
Bezugssystem in B,, ist, die Beziehung

(35) Zpa Ve + Z pPivi.

i=2k+1

Das folgt aus der Unabhiingigkeit der Riume B,, und B{" von der Wahl des Bezugs-
systems in B;. Der Vektor 2 DoV, ist die orthogonale Projektion des Vektors A’ in den

Raum B,. Seine Lénge ist von der Wahl des orthonormalen Bezugssystems in B .
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unabhingig. Es gilt also
(36) Ypi=Yb

Wihlen wir noch den Parameter ¢ so, daB |[dA/dt| = 1 ist. Dann gilt

(37) Z p? —1—Zp,.

i=2k+1

Fiir die Ableitungen des Ausdrucks A(f) und der Vektoren u, ..., u, vom Satz 1
(nur solche werden wir mit diesen Symbolen bezeichnen) gelten also die Relationen
(35) und (30) gemeinsam mit (37) und (31). Beschrinken wir uns auf die Fille
Pz + 0. Die Orientierung der Vektoren u,, u;, i =(m + 1)k + 1...,n, wihlen
wir so, daB p, > 0, p; > 0 gilt. Die Orientierung der Vektoren uj 4, (j =1, ..., m)
wihlen wir so, daB diese Vektoren mit den orthogonalen Projektionen w;_;y .,
der Vektoren u(;_;y+, in die Rdume B{” spitze Winkel oder Nullwinkel bilden.
Im Falle, daB der Vektor w;_,y; ., zum Vektor uj, ,, senkrecht ist, soll dieser Vektor
den Nullwinkel oder einen spitzen Winkel mit dem erstem der Vektoren
Wi t)ktatts oo Wik Wii—1)k+15 -+ W(i—1)k+a—1» Z0 dem er nicht senkrecht ist,
bilden. Wir werden solche Intervalle betrachten, wo die Orientierung stetig ist.

Satz 5. Die Funktionen p;, w, c}j, d,, s;; in den Beziehungen (35), (30) in An-
betracht der Beziehungen (31), (37) sind eineindeutig bestimmt. Sie sind also die
Invarianten des betrachteten Monosystems.

Satz 6. Die Winkel, die die Kehllinie A(t) mit den Richtungen der Vektoren
des Bezugssystems ut) (i =1,...,k, 2k + 1, ..., n) bildet, bezeichnen wir a(t).
Es gilt cos a; = p;.

Beweis. 4(f), uy(t) sind die Einheitsvektoren. cos a(t) = A'(f) ut) = p.

Satz 7. Es sei h der Bogen der Kehllinie, der vom Punkte t, gemessen und wie
der Parameter orientiert ist. Es seik > 1,j = 0, ..., m. Es sei Uj;,,(to) = Zj1a(to).
Es seien Zj1q(t) bzW. Zims1yi+1(2)s .., Z,(t) die Vektoren des natiirlichen Bezugs-
systems des Raumes BY(t) bzw. C, (t) d h. ein solches Bezugssystem in B{(t) bzw,
C.(1), fitr welches Zjyo(1) Zjxp(t) = 0 bzw. (1) z(t) = 0 (r, s = (m + ) k + 1,.
<o 1) gilt. Wenn wir y3(t) bzw. (1) den Winkel der Vektoren uy.(t) z ,,H;(t)
bzw. u,(t) z,(t) bezeichnen, gelten die Beziehungen

cos Ygp(to + h) _

(38) ;l.i-»o b ikrajk+p(to), @+ P
bzw.
(39) lim %%&ib)_ = a)"(to) , r=#s.

K0 :
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Beweis. Wir setzen ujk+ﬂ(to) = ij+p(t0) voraus. Im Punkte ¢, gelten die Bezie-
hungen (30) und (31),

Z}Hp = “ZE(;—1)k+y,(j—1)k+ﬁ"(j—1)k+7 + chk-;ﬂ,jk+y"(j+1)k+y, (f - 1)k +y=n,
7

WO i 1yspii- k+p Und Ciiig sy, sind begrenzt. Da
Uy o(to + 1) = ujrd(to) + b uf, (to) + o(h),
Zisg(to + 1) = wjpsp(to) + h Zieyy(t0) + o(h)
ist, gilt fiir « & f
cos ¥Ujiq(to + h) Zipg(to + h) = hufy, (to) upsp(te) + o(h)

und daraus folgt die Beziehung (38).
Die Beziehung (39) beweist man dhnlich; man beniitzt nur andere Indizes.

Das gemeinsame Lot zweier windschiefer linearer Riume E, und E,, das mit
jedem dieser Rdume genau einen gemeinsamen Punkt hat, nennen wir die Achse
dieser Rdume. Den Abstand der Schnittpunkte der gegebenen Riume mit ihrer
Achse nennen wir die Lénge dieser Achse.

Satz 8. Es sei x, die Linge der Achse der Riume By(t) und Bt + h). Dann gilt
X, )
lim —= = \/(1 - Zpa)'
=0 h a
Beweis. Aus [3] folgt®)
Q(h) — P(h) =h Y, piz; + ofh)
i=2k+1

und daraus
ﬁmﬁ=an= Y B2
h~0 h h i=2k+1
Dieser Ausdruck ist nach (36) und (37) /(1 — Y pZ) gleich.
Wenn wir als Drall y-ter Ordnung (u = 1, ..., m) den Ausdruck lim |x,/@zu>
h-0

wo x, die Linge der Achse der Riume By(t) und Bi(t + h) und ¢, ,, der Winkel
der Ridume By(t) und B,(t + h) ist, bezeichnen, dann gilt

Satz 9. Wenn die Voraussetzungen des Satzes 1 erfiillt sind, hat das nicht-
abwickelbare Monosystem Vi, fiir jedes t k Dralle p-ter Ordnung (u =1, ..., m)

5) Vergleiche [2], Satz 1.
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P,,:

B
VA =%p)
(40) P,=—2
d(M"l)k+a
Beweis. ’
i 1-%p2)
1 : h o \/( ~ (3
Pa'" = lim = lim X_ - sin @ ,u,hl — ]
10 |Qgunl B0 B SINQ, L Ppun ‘ o 1yrsa

4. Die Spezialfille. Die zwei folgende Spezialfille sind interessant:

A. Die Regelflichen. In diesem Fall ist k = 1. Die Bezichungen (11) bzw. (30)
und (35) kann man dann in der Form

n
(41) A = pu, + z piy;
i=3
up = du,
u; d -‘dlul + d2u3
u, = —d, u,_; +du,,,
U,y = —d,_u,_, + d,_,u,
ul’l = —a,1U,_,
schreiben.

Die Regelfliche hat n — 1 Dralle

(42) P-—‘/(ld_p‘ i=1,..,n—1.

B. Die Monosysteme ¥, mit n = 2k + 1.°) Die Beziehungen (30) und (35)
kann man dann in der Form

(43) A4 = ;Pa"a + J - gl’:) Uzk+1
u, = ;wwuﬂ + dUy sy
Uy = fda"a + ;wk+a,k+ﬁuk+a + SgUzi+1
Uppsy = — DSl tq

schreiben. )

) Ausfiihrlicher siehe [4] und [2].
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Dieses Monosystem hat k Dralle erster Ordnung
NCEDY 5

a4 P,
(@4 da
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Vytah

METRICKE VLASTNOSTI JEDNOPARAMETRICKYCH SOUSTAV
LINEARNICH PROSTORU DIMENSE k
V EUKLEIDOVSKEM PROSTORU E,

LubpiEk GRANAT, Praha

M¢jme v eukleidovském prostoru E, jednoparametrickou soustavu k-rozmérnych
prostordi (1), k < 4n, kterou nazveme monosystémem V. ,. Nechf plati vztah (2),
kde m je nejvétsi &slo celé takové, Z2e (m + 1)k < n a u, ..., ul™ (x=1,...,k)
jsou derivace prvniho aZ m-tého fddu podle t. Ddle pfedpokldddme, Ze monosystém
Vi+1 je nerozvinutelny, tj. Ze vektory A', uy, ..., u,, uj, ..., u; jsou linedrn& nezdvislé.

UvaZujme vektory uy,..., u,, ul,...,u;,...,ud, .. ud kde i < m, viechny
s poCiteénim bodem A. Ty uréuji (i + 1) k-rozmérny prostor, ktery ozna¢ime
B+ 1y k-rozmdrny prostor, ktery je v B4y totdlng kolmy na B, oznaime B{.
B, ozna¢me té% B(®.

Pak v E, Ize urdit k danému monosystému V., pohyblivy repér {A(t), u,(%), ...
co ()}, wu; =6, (i,j=1,..,n), kde A(t) je strikéni k¥ivka monosystému
a vektory u, ., (0 £ i < m, a = 1,.., k) leZi v prostorech B{" tak, Ze plati vztahy
(35), (30) spolu s (37) a (31).

Déle je v prdci uvddén geometricky vyznam nékterych invarianti,, danych koe-
ficienty soustavy (35) a (30). Na pfiklad se uvaZuje zobecnéni distribu¢niho para-
metru pfimkové plochy. Spole¢nou kolmici dvou mimobéZznych linedrnich prostort,
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kterd md s kaZdym z t&hto prostori prdvé jeden bod spoleny, nazveme osou téchto
prostori. Nazveme-li distribuénim parametrem p-tého fddu (;z =1,..., m)
lim |x,/@,,, 4> kde x, je vzddlenost prisetiki prostorii By(f) a By(t + h) s jejich
h—0

0s0u a @, , , Ghel prostort B,(f) a By(t + h) (definici viz [5]), pak nerozvinutelny
monosystém Viyy md k distribuénich parametréi p-tého ¥ddu (u=1,..., m)
danych vyrazem (40).

Pesiome

METPUYECKUE CBOMCTBA OJHOITAPAMETPUYECKHUX CHCTEM
JIMHEWHBIX ITPOCTPAHCTB PA3MEPHOCTH k B EBKJIMJIOBOM
IMPOCTPAHCTBE E,

JIYJAEK I'PAHAT (Ludék Granit), ITpara

IIycts B eBKIHAOBOM IpocTpaHcTBe E, IaHa oJHOMapaMeTpuyeckas cucTeMa
k-pasmepusix npocrpancts (1), k < n, XOTOPYIO MBI HA30BEM MOHOCHCTEMOM V4 1.
ITycts MMeeT MecTo COOTHouIeHue (2), rae m Hamboubliee LEJOe YHUCIO TaKoe,
yto (m + D)k < nwuul,...,u™ (x=1,..., k) SBIAIOTCA IPOU3BOAHBIMU TI0 ! OT
NmepBoro A0 m-oro mopsiaka. [lamee MBl mpeamoJiaracM, 4ro MoHocuctema Vi
SIBJISIETCS. HEPa3BePTHIBAIOIICHCS, T. €.4TO BeKTOpBL A', Uy, ..., Uy, U], ..., Uy JTJMHEHHO
HE3aBUCHMEL.

IIycTe BEKTOPBL Uy, ..., Uy, Uf, ..., Up, ..., ul?, . u? (i < m, Bce ¢ HawasioMm
B Touke A) onpenensior (i + 1) k-pasMepHOe IPOCTPAHCTBO, KOTOPOE MBI 0603Ha-
9iM By, 1) - K-pa3sMepHOE NPOCTPAHCTBO, KOTOPOE ABJIACTCA B B(;. 1y TOTAJIbHO
NepIeHIUKYISAPHBIM K B;,, 0603HawnM B . B, 0603Haunm Toxke B,

Torga MoxHo B E, onpeAesiuTh K JAHHOH MOHocucTteMe V., HOJABMXXHON penep
{A@®), uy(1), ..., u (1)}, wu; = 6;; (i,j = 1,..., n), rae A(t) sBJIACTCSA CTPUKIUOHHOM
KPUBO# ¥ BEKTOPH Uy, (0 < i < m, o = 1,..., k) JexaT B IPOCTPAHCTBAX B
TaK, 4TO cupaseuuBLl cooTHOLIeHus (35), (30), (37) u (31).

Hanee npusBomurcd B paboTe reoMeTPUYECKUN CMBICI HEKOTODPBIX HHBapPIaHTOB
JaHHBIX Ko3(QdunuenTamu cucteMsl (35) u (30). PaccmaTpusaercs o600uienue na-
paMeTpa pacupefeieHusl JUHEHYaToH MmoBepXHOCTH. OOMMiA MEPIEHAMKYIIAP ABYX
CKPEIUMBAIOIIMXCA JIMHEMHBIX NPOCTPAHCTB, KOTOPBIH MMEET C KaXAbIM M3 3THX
IPOCTPAHCTB OJHY M TOJHKO OAHY OOLIyIO TOYKY, MBI OyJeM Ha3blBaTbh OCBIO 3THX
npocTparcTB. EciM Ha3bIBaTH MAPaMETPOM DACHOPENETICHUs pu-TOro mopsnka (u =
= 1,..., m) Boipaxenue lim lx,,/(pu,u,hl, e X, — PaccTosHUE TOYEK IepeCcCedeHUS

h—0

npoctpancTs By(f) u By(t + h) ¢ UX OCBIO M @, ,, — YOI HPOCTPAHCTB By (t)
B,(t + h) (onpenenenue cM. [5]), To MoxHO MoHOCHCTEME Vs y COMOCTABUTH k

[apaMeTPOB paclpeeNeHs y-Toro mopsaaka (u = 1, ..., m) JaHHBIX COOTHOLICHHEM
(40).
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