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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 88 (1963), Praha 

O ZOBECNĚNÉ GRÁFFEHO METODĚ A JEJÍ MODIFIKACI 

MIROSLAV FIEDLER, Praha 

(Došlo dne 15. prosince 1961) 

V tomto článku chceme upozornit na možnost numerického řešení algeb
raické rovnice pomocí Gráneho metody, zobecněné v tom smyslu, že se po
čítají postupně rovnice, jejichž kořeny jsou m*-té mocniny kořenů dané rov
nice (m Š£ 2). Kromě vzorců pro vlastní Gráffeho posloupnost jsou podány 
i vzorce pro druhou posloupnost, pomocí které se snadno najdou i komplexní 
kořeny. 

1. V tomto odstavci uvedeme některé definice a algebraické věty, které budeme 
v dalším potřebovat. Přitom všechna čísla, která se zde vyskytují, jsou (obecně) 
komplexní. 

(1.1) Je-li f(x) polynom a m přirozené čfslo, pak existují a jsou jednoznačně 
určeny polynomy'/0(*),/i(x)9 ->Jm-i(x) tafc> & 

/(*) =/oW + */i<*"0 + - + *"~1/«-i(*"í) . 
Důkaz je zřejmý. 

(1.2) Nechť f(x)9 g(x) jsou polynomy, m přirozené číslo a & primitivní1) IJyL 
Potom polynom 

(1) <p(x) = - [g(x)f(ex)f(e2x) .. ./(e-^x) + 
m 

+ f(x)g(ex)f(e2x) ...f{f~lx) + ... + /(x)/(ex)... g^^x)] 

je polynom v xm. 
Důkaz. Pišme podle (1,1) 

^ ) = Z ^ > i ( ^ ) -
i = 0 

Poněvadž (p(ex) = (p(x)9 platí 

# * ) -"Z «V (Pt(xm) = £ xl* (pix**) . 
i = 0 i = 0 

*) Viz např. [5], str. 405. 
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Odtud (pj(x) = 0 pro i = 1,..., m — 1, tj. cp(x) = <p0(xm). Lemma je dokázáno. 

(1.3) Definice. Nechť jsou splněny předpoklady (1,2). Potom polynom h(x), pro 
který platí 

(2) h(xm)=q>(x), 

kde (p(x) je polynom z (l)9 označíme symbolem 

(3) h(x)=f(x)og(x). 

m 

Poznámka. Speciálně je f(x) Of(x) = l(x), kde 

(4) / (X W )= / (X) / (£X) . . . / (8 W "- 1 X). 

(1.4) Věta. Nechť f(x) je polynom, m přirozené číslo. Má-li rovnice f(x) = 0 
m m 

kořen a, má rovnice f(x) O f(x) = 0 kořen <xm. Je~li obráceně u kořenem f(x) O 
m . 
Of(x) = 0, pak některá ™JU je kořenem f(x) = 0. Tento kořen je jednoduchý, jest* 

m 

lize u je jednoduchým kořenem f(x) O f(x) = 0. 

Důkaz. Plyne ihned z (4). 
(1.5) Nechťa0, al9..., tfm-i, b0, bt,..., bm-x (m jg: l) jsou neurčité (nad tělesem 

komplexních čísel) a nechťe je primitivními. Potom pro 

(5) 

platí 

(6) 

(7) 

(8)' 

F(a0,au ...,_„,_,) = 

I ЬJ т = m 

_ = 0 Öűj-

a 0 , aí9 a2, *.., tfm-i 
a m - l > ao> ai> *••? a » * - 2 
a.Tt-2> am-l> a0> **•? a m - 3 

__!, a2>
 a3, ...... #o 

&o> b±, b2, .... bM-i 
a m - l - a0> a l J •••- a m - 2 
a m - 2 9 am-l> a0> "•> am-3 

aí> a2> a3> '••? a0 

F(a0, alt..., a-.O = r l( a o + ai£* + a2e
2k + ... + am^e(n-^k), 

m-1 -m 
* = o 

m-1 m - 1 ßт? 

I -». Г 1 = I (Ьo + -'_*' + ... + Ь„_.8<-1W) П(«o + в_вł + 
У = 0 Ua.- 7 = 0 í = 0 

J ÍФj 

+ ... + a„ c ( w - l ) ř 
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D ůkazí Derivováním "(5) dostaneme . 

m - l з p 

YЬjf 
j'~0 Cãj 

b0, bÍ9 ..., bm^t: 

a m - l > a 0 > •••> a m - 2 

fll> a2> •••> a0 

+ 

#0* 

ь m . 
al9 . . - , ^ „ І 

ls Ь 0 ? . . . , Ь о т _ 2 

#2> •••> a0 

+ ... + 

#0> aV •••> flm-l 
a m - l > a 0 > •••> Я r ø - 2 

Ь l9 Ь2, ..., Ь0 

Všechny determinanty pravé strany si však jsou rovny, neboť každý přejde cyklickou 
permutací řádků a zároveřtsloupeťL v první. Platí tedy (6). Vztah (7) je dokázán např* 
v [2], str. 97-99. Vztah (8) plyne ovšem derivováním z (7). 

(1,6) Věta. Je-li pro polynomy f(x), g(x) a přirozené číslo m 

(9) f(x) = fo(xm) + xf1(xm) + ... + xm-1fm-l(xm), 
g(x) = g0(xm) + x gi(xm) + ... + x"1"1 gm-i(xm) , 

potom platí 
9o(x),' 9i(x), g2(x), ..., gm-t(x) 
xfm-i(x), /o(x), /i(x), ..., fm-2(x) 
xfm-2(x), x/m_!(x), /0(x), ..., /m_3(x) (10) f(x) O g(x) = 

Speciálně je 

(11) /(x)o7(x) = 

xft(x), xf2(x), x/3(x), ...,/0(x) 

fo(x), ft(x), f2(x), ...,fm-t(x) 
xfm-t(x), f0(x), ft(x), ...,fm-2(x) 
xfm-2(x), xfn-^x), f0(x), ..., fm-з(x) 

\xfiix), xf2(x), x/3(x), ...,/0(x) 

Důkaz. Dosadíme-li do (5) a (6) 

a0 =/o(xm), a, = x/.ťx"1), ..., a__, = x""1^-^), 

b0 = 3 o ( 4 K = xg^x") bm-t = x"- 1 gm-t(xm) , 

dostáváme odtud vzhledem k (l), (2), (6) a (8) pro h(x) = f(x) O g(x) 

m /.(x"*) m 

Øo(xm), 
xm-1/--1(xm),/0(x-), 

x g,(xm), x2 g2(x
m), ..., x™- * gm-,(x") 

tA(4 . . . , X' m —2 fm-г(xm) 
X"'2 fm-2(xГ), X""1 fm-x(xm), /o(x»), ..., x m - 3 / m -з(x и ) 

xЛíУ-j/ xż/2(x»); x3/3(xml''...,'/0(x'' ;) 
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Násobme v tomto determinantu druhý řád#k x, třetí x2, .../m-tý x*1 x a děljam 
(x je neurčitá) druhý sloupec x, třetí x2,..., m-tý xM~~1; je tedy 

|0o(*M)- 9i(xm)> •••> 9m~i(*m) 

k / . . , ( 4 / o W r ^./W**1) 
Kx-) = x"/m:2(x"% ^jL-iíA ..:., f„-|x-) 

^ / i ( 4 •••..xr/2(xr);: ;..;f)(xm) 

Odtud plyne (10), specialisací pro g = f pak (11). Věta je dokázána. v. 

(1,7) Nechťf(x), gi(x) a g2(x)jsou polynorňy, m přirozené číslo a £ kořen rovnice 
m 

f(x) = 0. Potom pro ht(x) = f(x) O g*(x)? i = 1, 2, píat/ : 

(12) M f w ) » 2 ( í > - * 2 ( ř ) « 1 ( e ) - - o . 

Důkaz. Plyne bezprostředně z (l) a (2). 
2. Věty z předchozího odstavce umožňují numericky řešit algebraickou rovnici 

metodou zobecňující Gráffeho metodu a její modifikaci.uvedenou nápř. v [1] nebo p | ; 
Definujme si totiž pro danou rovnici f(x) = 0 Gráffeho zobecněnou posloupnost 

polynomůf(x) a přidruženou posloupnost g(x), k = 0,1, 2,... vztahy 

(13) f(x) = f(x) , °g(x) = nxf(x) - x2f'(x) , 
•:\ 

k+í • k m k k+i k , k 

f (x) _ f(x) O f(x) , g (x) = f(x) ti^(x) , 

kde f'(x) je derivace polynomu f(x) a n jeho stupeň. ! 

fc • • • r . 

Podle věty (1,4) mají rovnice f(x) = 0 jako kořeny m*-té mocniny kořenů pů
vodní rovnice. Je-li m = 2, potom s rostoucím k se absolutní hodnoty kořenů rovnic 

fc ' ' . •/ 

f(x) = 0 stále více od sebe odlišují, takže pro dosti velké fc lze známým způsobem roz-* 
jt ,. , 

dělit rovnici f(x) = 0 na několik rovnic menších stupňů, jejichž kořeny jsou přibližně 
fc 

rovny kořenůmf(x) = 0. Ve větě (2,1), která odpovídá větě 3 z [3], ukážeme, jak lze 
fc 

najít kořen původní rovnice, známe-li jednoduchý kořen rovnice f(x) = 0. 
fc 

(2,1) Věta. Nechťu 4= 0 je jednoduchý kořen rovnice f(x) = 0, k _ 0. Potom exis
tuje jednoduchý kořen a rovnicef(x) = 0 tak, že u = am . Tento kořen je dán vzor-* 
cem 

(") < — & : 

Důkaz. Existence jednoduchého kořene a plyne snadno indukcí z (1,4). Označí-
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íne-li Ui = ocm\ i = 0,1,..., fc, potom ut je zřejmě jednoduchý nenulový kořen rovnice 
i 

f(x) = 0. Je však pro i = 1,..., k podle (13) a (4) 

mxmf(xm) = x ^ - ~ i = x [ f(x) f (ex)... f ( a ^ x ) + 
dx 

+ af\x)f\ex) ... / ( e ^ x ) + ... + a1""1 / (x)/ (sx) ... / ' V ^ x ) ] , 

tj., označíme-li na okamžik 
i 

"li*) = */ '(*) > • 
platí 

w({x) = / ( x ) o w M ( x ) . 
Poněvadž 

/(W í) = 0, fi|/'(ttO + Q. 

je podle (13) a (1,7) pro i = 1,..., k 
i ~ l í - 1 ř i 

9 (^i-i) _ Q (^i-i) = g(u7~i) __ g(u) 

. «.-.?(«,-,) Wi-l(Mi-l} Wi(ur-l) «./(«.)' 
tj-

g(«) _ g(«) _ - « 2 / > ( » ) - a . 

«>(«) «/(«) a / ' ( a ) 

Tím je věta dokázána. 
Tato věta poskytuje možnost numericky řešit algebraickou rovnici, jestliže ještě 

v případě, že všechny kořeny rovnice mají (skoro) stejné absolutní hodnoty, užijeme 
metody uvedené v [4]. Je ovšem možno (a je to také numericky výhodnější) užít 
k výpočtu kořenů původní rovnice místo věty (2,1) relací analogických relacím (19) 
nebo (23) z [3]. 

Závěrem se zmiňme o praktické upotřebitelnosti této metody pro m > 2 (pro 
m = 2 je to ovšem metoda totožná s metodou v [3]). Domníváme se, že jen případ 
m = 3 by mohl mít praktickou důležitost, neboť případ m = 4 se výhodněji počítá 
dvojí aplikací případu m = 2 a pro m > 4 jsou vzorce již značně složité. Pro m = 3 je 
podle (10) 

ifc+l k k k k k k 

f (x) = [f0(x)]3 + x[/x(x)]3 + x2[/2(x)]3 - 3x/0(x)/1(x)/2(x) , 
fc+1 k k k k 

g (x) = g0(x) l(fo(x)f - x/x(x)/2(x)] + 
k k k k k k k 

+ x gx(x) [(A(x))2 - /0(x)/2(x)] + x g2(x) [x(f2(x))2 - /0(x)/.(x)] . 
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V tomto případě m = 3 je výhodné, že kladným kořenům původní rovnice odpoví
dají opět kladné kořeny transformovaných rovnic a záporným opět záporné. Jestliže 

fc 
tedy sestrojíme pouze první Gráffeho posloupnost f(x) a ukáže-li se, že daná rovnice 
má vesměs reálné kořeny (anebo jen jednu dvojici komplexně sdružených kořenů), je 

fc 
ovšem zbytečně sestrojovat druhou posloupnost g(x) a odmocňování reálných kořenů 
bude jednoznačné. 
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Резюме 

ОБ ОБОБЩЕННОМ МЕТОДЕ ГРЭФЕ И ЕГО ВИДОИЗМЕНЕНИИ 

МИРОСЛАВ ФИДЛЕР (Мгго$1ау Р1е<Нег), РгаЬа 

В работе обобщается метод Лобачевского-Грэфе для решения алгебраическо
го уравнения и его видоизменение для вычисления комплексных корней. Это 
обобщение состоит в том, что вместо обычной последовательности использу
ется последовательность таких полиномов, корни любого из которых являются 
ж-ыми (т ^ 2) степенями корней предыдущего полинома. 

2и§аттеп:Га881т§ 

Х)ВЕК ОА8 УЕКАУЬОЕМЕШЕКТЕ ОКАРРЕ8СНЕ УЕКРАНШЕ1Ч 
ГОТО 8ЕШЕ МООШКАТКЖ 

Мгао8̂ АV РШБЬЕК, РгаЬа 

Оаз ОгайезсЬе Уег&Ьгеп гиг АиЙбзип§ Vоп а1§еЪга18сЬеп ОЫсЬип^еп зоте 
$еше МосЦйкайоп хит АиШпёеп Vоп котр1ехеп \Уиг2е1раагеп тогсШег Шг йеп Ра11 
уега11§ете.и1ег1, т ёет е̂дез пасЬз1:е ОгаЯезсЬе Ро1упот (Не т-1:е Ро^епхеп ( т ^ 2) 
ёег \Уиг2е1п ёез Уогз̂ еЬепёеп Ро1упот8 ак зете \Уигге1п Ьа1. 
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