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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 88 (1963). Praha 

O TENZOROVÝCH SOUČINECH VEKTOROVÝCH PROSTORŮ 

MILOŠ DOSTÁL, Praha 

(Došlo dne 20. listopadu 1961) 

Práce se týká některých otázek, vztahujících se k tenzorovému součinu 
libovolné soustavy vektorových prostorů. Hlavní výsledek první Části (větu 1) 
o struktuře nulového prvku obecného tenzorového součinu aplikujeme 
v druhé části, kde vyšetřujeme polonormy na tenzorových součinech a otázky 
duality. 

L Nejprve uveďme některá označení a definice. Všechny ostatní termíny a definice, 
jichž budeme používat, aniž bychom je zde výslovně uváděli, nalezne čtenář v [3]. 
Je-li I nějaká množina, J její podmnožina, charakterizovaná vlastností ý> pak píšeme 
J -= {ieI: c má vlastnost ý}; je-li dále K £ J, značí J \ K množinu {cel: ce Jy 

i$K}. Je-li J s K a současně K \ J 4= 0, píšeme J e l Jsou-li K, A, pí prvky z I, 
značí {K, X, pí} podmnožinu v I tvořenou právě těmito prvky apod. Konečně se nám 
bude hodit toto zvláštní označení: Je-li n přirozené, pišme In == {i celé : 1 ^ i ^ n}. 

.A-modulem E rozumíme v dalším modul E nad komutativním okruhem A s jed
notkou, působící v E jako jednotkový operátor. Je-li A těleso, značíme ho K a mluvíme 
o vektorovém prostoru E nad tělesem K. Písmenem K značíme společně těleso reál
ných čísel R a těleso všech komplexních čísel C, přičemž během každé úvahy, kde se 
vyskytuje X, si pod ním představujeme stále jedno a totéž z těles R, C. Je-li dána 
soustava A-modulů El (v e I), značí ][]F, jejich kartézský součin, který můžeme zřej-

tel 

mým způsobem uvažovat jako A.-modul. Prvky z takovýchto kartézských součinů 
budeme označovat takto: (xt)t el. (Poznamenejme, že všude, kde to bude možné, 
budeme v indexové části symbolů vynechávat pro přehlednost označení i e I apod.) 
Jsou-li dány ještě A[-moduly F, G, značí Jšf(F; G) resp. M(Eti ceI;G) modul všech 
lineárních resp. multilineárních zobrazení modulu F resp. jQF, do G; F £ G značí 
izomorfismus modulů F, G. Chápeme-Ii A jakožto modul nad sebou samým, píšeme 
F* = if(F; A); je-M x' e F*, píšeme <x, x'> = x'(x). 

Utvořme nyní Al-modul P všech formálních Hneáraích kombinací prvků z fjEv 
Označme H podmodul v P, generovaný všemi prvky jednoho z těchto tvarů: 

a) (x.) + (jť) — (z.), přičemž xK -f yK = zK pro jedno ale jinak libovolné K e I a 
x
t — yt = zt pro všechna cel \ {JC}, 
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b) (xt) - cc(y), kde cceA a xK = oy* pro jedno (libovolné) Kel & xt = yL pro 
lei \ {/c}. Označme ®JE, faktormodul P/H. Označíme-li co kanonické zobrazení 

£6/ 

J\Et do P a 0 kanonický homomorfismus P na P/H, je cp = 0°co kanonické vnoření 
množiny Y[EL do ®Et; píšeme pak <p((x<)) = ®x£. Modul ®E. nazýváme tenzorovým 
součinem modulů EL (iel)& vnoření cp kanonickým multilineárním zobrazením. 

n 

Je-li I = In pro jisté přirozené n, píšeme ®JEÍ místo ®EL apod. Prvky modulu 
i = l iel 

®Et, tj. vlastně třídy modulo H prvků z P? nazýváme tenzory. Je-li j taková třída-
-tenzor, nazýváme každé z e j reprezentantem tenzoru j . Existuje-li k danému ten
zoru $ reprezentant tvaru (xt), tj. lze-li psát pro jistá x t e E ( j = ®xť, říkáme, že j je 
jednoduchý tenzor. Základní vlastnost, jíž lze modul ®£, při daných Et (i el) cha
rakterizovat, je tato (viz [3], theorem 37, str. 87): 

Je-li G libovolný A-modul a / e ŠI(El9 iel; G), existuje právě jedno fe &(®Et; G) 
tak, že f(®xL) = f((xL)) pro všechna (xt) eJjE,. Zobrazení / - > / je izomorůsmus 
modulů #(£,, * e I; G) a Jž?(®J5t; G). 

Buď nyní 0 + J c J, J konečná; lze tedy zřejmě předpokládat J = í r pro jisté přiro
zené r. Každému (x£) e j " ^ přiřaďme 

T ( X | )6ář(®£?; ® Et) 
ieJ teI\J 

takto: Pro libovolné 

j ' = £ a . ® xjj 6 ®Ff buď T^íiO * £ a / n <** *'f j » ® x> • 
j = l i = l ieJ j " = l i = l £ 6 J \ / 

Zobrazení (x.) -• TiXi) je zřejmě multilineární. Označíme-li jeho linearizaci opět T, 
vidíme, že platí první část tvrzení 1: 

Tvrzení 1. Zobrazeni T je homomorfismus modulu ®Et do jS?(®JEf; ® Et), 
tel tel^J 

které v případě, že též I je konečná, J cz / a EL (tel) jsou vektorové prostory, je 
monomorfismem. (Srov. [5], lemma 1.7, str. 24.) 

Důkaz. Nechť tedy/ = Is (s > r) a Et (i els) jsou vektorové prostory nad tělesem 
K. Buď 

p 

І = І І = 1 i a j 
0 * î = S ®x£>j. e ® Et 

libovolný. Lze zřejmě předpokládat, že xuu ..., x.p j s o u u n e á r n ě nezávislé pro každé 

ielr. Najděme tedy x{ e E't pro každé i e/ r tak, aby f ] <*.,, *'.> * 0. Pak ale l 
ş. г s u,*sj 

1 = 1 

p 

0 * I ( П <XÍЈ' *'->) • ® ^. . =: T(бђ X0 *ì 
/=i І = I І = Г + I l*J Л ^ Л І / 5 ; 

J ^ 1 І = I 
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neboť podle [1], § 1, cor. 2 du prop. 7, jsou prvky ® xt j (j e Jp) lineárně nezávislé. 
i = r + l 

Je tedy Tz #= 0, tj. zobrazení T : $ -> 7^ je monomorfismem.1) 
V dalším budeme uvažovat většinou jen vektorové prostory nad nějakým tělesem K„ 

Budeme se snažit zjistit strukturu nulového tenzoru, tj. popsat prvky podprostoru JEL 
V případě, že J je konečná, je to velmi jednoduché: 

Tvrzení 2. Buďte k> 1, n přirozená čísla, Vt vektorové prostory nad tělesem 
k n 

K (i e In). Dále buďte 0 #= vtJ e V% (i e Jn, j e Ik) takové, že £ <g) vtJ = 0. Pak existují 
k * ' j = l i = í 

Vij e K tak9 žeYj&ijVij = 0 pro každé ieln. Zvolíme-li pro každé i pevně libo-
i = i 

volné ji elk9 lze zvolit prvky a ř J tak, aby atJi 4= 0 pro všechna i eln. 

D ů k a z provedeme pro jednoduchost pro n = 2. Pro ostatní n se důkaz provede 
snadno indukcí. Zvolme j 1 = j 2 = 1. Pro i = 1, 2 označme Wt podprostor ve Vř gene
rovaný prvky v-hl,..., viyk a z těchto prvků vyberme bázi vUl (l e J n i ), prostoru íVí 
obsahující prvek viJx = viX. Předpokládejme, že naše tvrzení neplatí. Pak alespoň pro 
jedno i — předpokládejme i = 1 — jsou prvky v1>2,...,v1>n lineárně závislé na 
prvcích vXj2,..., v1Jn . Podle předpokladu a podle [3], theorem 53, str. 105 platí 

(i) i>í ® *r= - 5 > J ® t>? 

v prostoru Wx ® W29 v němž podle [ l ] , § 1, cor. du prop. 7 tvoří prvky 

^r®^Á^hx,seIn2) 

bázi. Podle volby báze ve Wt však z (l) plyne, že v\ <g> v\ je lineárně závislý na 
v)r®vl(2<, r^nl9 seln2). 

Věta 1.Buďn přirozené9 K těleso charakteristiky O a Et (cel) vektorové prostory 
nad K. Nechť xl9 keEt(iel, ke In) jsou takové, že platí 

(2) E®x t, f c-=0. 
k€ln *eJ 

Pak existují: 

1° vzájemně disjunktní množiny In cz In (i = 0, 1,..., s)9 přičemž J° = {keIn z 
s 

: ®xitk = 0}9 pro něž platíIn = \J In9 přičemž pro každé i els má In aspoň dva prvky 
j = 0 

a je YJ ®x*,k = 0, avšak je-li 0 4= R cz Inje ]T ®x í J k 4= 0. 
fceJn* * keR 

2° prvky a*>Jc eK a konečné množiny Jt cz I (iels, kell
n9 tel) tak9 že pro každé 

i e Is platí: Je-li k91 e In9 tel \ Ji9 je xlik = xt)I, je-li však i e Ji9 je ]T al
íf1cxttk = 0. 

*) Z technických důvodů píšeme latinkou i ty indexy, které by měly být psány kurentem; 
takové indexy však stojí zpravidla jen u symbolů T a B. 
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Přitom jestliže pro každé i els a každé ie Jt zvolíme pevně k\eln, lze zvolit al
lk 

tak, že aj(fcj) =N O pro všechna i e Is.
2) 

D ů k a z . Existence čísla s 2> O a množin Pn s vlastnostmi uvedenými v 1° se ověří 
snadno. Lze zřejmě předpokládat, že In == 0,5 = l a t e d y n > 1. Označme £* = (xí9 k) 
(tel, k eln). Podle předpokladu je tedy 

(3) E ®xhk = 0 , avšak £ ®xl>k * 0 , kdykoliv 0 * R <= J„. 
fceí„ Í6J feeR teí 

Z první rovnosti v (3) pak podle definice podmodulu H (viz str. 156) plyne, že exis
tuje přirozené p a Kj e I, ú)j9 aj9 ftj e K, J J % Í = (Zísi,z) e f[EL (j elp9le J 3 ) tak, že platí 

(4) E & = E ^Xíj.i - a/5I,2 - ^ , 3 ) ; 
fc6/„ jelp 

(5) **,j,l = a ^ . y f 2 + PJZKJJ.3 > 
ztj,i = ztJ,2 = z,j,3 P ro 6 e J \ {KJ}9 jelp9 

přičemž pro každé j e Ip je coj 4= 0, o,- = ftj = 1 nebo některý z prvků aj9 ftj je 0. 
Položme 

©M = - Ď ) j J «y,2 = <*>,#./ > ^7,3 = GX/JSJ (j e Ip) . 

Pro každé j e Ip položme J 3 J = J 3 , chápanou jako množinu těch indexů /, které stojí 
nahoře u symbolů, u nichž je dole index j . Lze pak přepsat (4) na tvar 

(6) £ ; . + E ;>>,.&..--o. 
keln jelp lei3, j 

Poněvadž P je volný modul, jsou ty prvky z posloupnosti f l 9 . . . , fn9 které jsou na
vzájem různé, lineárně nezávislé, takže např. k $1 musí existovat množiny 

Rt = {k eI n : & = fc}, Si = {7 e 7 , : existuje leI3J tak, že J J V = j j , 

a označíme-li pro každé j eSt 

Tj = {lehj-íj.i = h}> 
platí K! u S i =j= 0 a je 

Odtud plyne, že i St =# 0. Dále JRJ <= Im neboť v opačném případě by bylo 

o = E ®xtik 
keln tel 

což je ve sporu s (3). Dále platí 

0 = E ® * a = n . ® x u tedy ®x< p l = 0 , 
keln iel tel tel 

U -JC-U.-3.... 

2) Složitější indexy nepíšeme k pate symbolu, nýbrž za symbol do závorky. 
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neboť jinak bychom měli £ ^ = 0, avšak I„\ Rt 4= 0, a dostali bychom tak spor 
fceI„\Ri 

s lineární nezávislostí prvků pk. Podle definice je T) =t= 0 pro každé j e Sl9 avšak ne
může být T) = I3J pro všechna j e Sl9 neboť v opačném případě bychom dostali spor 
s (3). Existuje tedy j t e St tak, že 0 + T)x <= I3J; zvolme l± eI3Jí \ T)x. Pak se 
ovsem %juh lisí od ̂  právě v souřadnici /c^ (viz (5)). S prvkem $Jull postupujeme stejně 
jako s prvkem fx: najdeme R2 ^In \ Rl9 S2 c Ip a pro každé j e S2, T) ^ I3J tak, 
že pro keR2,jeS2le T) je & = ^,, = %ix M a tedy 

Z ^ + Z 5>y.i = 0. 
fceR2 J e S 2 l e T j 2 

Nyní je buďIn = Rx u jR2 a pak stačí brát J = {^j, nebo je 

(7) I„\(K1u^2)*0; 

zřejmě však je j ^ e S2, tj. S2 #= 0 a dále 

j eS 2 je-V 

uvážíme-li, že 

9^T1
Jl^(\Jhj)\ T2. 

JeS2 

Konečně nemůže být pro všechna; eS2:T) u T) = I3J (kde na okamžik klademe 
T) = 0 pro j e St), neboť pak by 

Z ®x lffc = 0 , 
keI n^(R i '- ,R2) *el 

což podle (7) dává spor s (3). Najdeme tedy j 2 e S2 tak, aby existovalo l2 eI3Jl \ 
\ (TJx u T)2); podržme toto l2. Prvek $i2t-a se pak lisí od %JxM a tedy i od ;rfc (pro 
k e R2) právě v jedné souřadnici a to s indexem KJ2 a tedy od fx v souřadnicích s in
dexy Kjl9 KJ2. Podobně pokračujeme s prvkem s72>l2. Odtud je vidět, že po konečném 
počtu kroků vyčerpáme jistě všechny j f c . (Kdybychom totiž vyčerpali dříve všechny 
ljj9 zůstalo by v (6) jen £ % = 0, kde 0 4= R c In.) Liší se tedy všechny ;* jen v ko-

fce-Rn 

nečně mnoha souřadnicích, jejichž indexy dáme do množiny J. Před dokončením 
důkazu uveďme tuto poznámku, která bude v dalším užitečná: 

Poznámka. Předpokládáme-li, že p je nejmenší číslo, pro něž platí (4), (5), dosta
neme, že i všechna %Jtl9 yk se navzájem lisí jen v konečně mnoha souřadnicích; skuteč
ně, předpokládejme, že jsme po jistém počtu kroků vyčerpali celý součet £ ;rfc a ze 
součtu YJ Z Mjafoj ^ e n*m zbylo jen keIn 

Z Z */,i*j-i = o 
j e l lel3j 

(viz (6)), přičemž 0 = | - L c / p ; pak ale p není minimální. 
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Vraťme se nyní k našemu důkazu. Položme xl>k = x, pro všechna iel \ J, 
k el„. Podle [3], theorem 39, str. 92, jsou prostory ®£„ (<S>E.) ® ( ® E) izomorfní. 
Ze vztahů (3) plyne ,ejr ,eJ ÍĚISJ 

(8) 0 = £ (®*a) ® ( ® *,) = ( Z ®*<>*) ® ( ® O • 
keln ieJ ieI\J keln ieJ tel^J 

(9) . 0 + ® x a = (®xhk) ® ( ® x,) (fceJ„) . 
tel tel tel \ J 

Z (9) dostaneme ® xt =j= 0, což spolu s (8) dá ]T ®xí,Jk = 0. Nyní stačí užít tvrzení 2 
tel^J k-lisJ 

a věta je dokázána. 

Důsledek 1. Buďte Et (tel) vektorové prostory nad tělesem K charakteristiky 0. 
Nechť jsou dány prvky xt9 yt e Et (cel) tak9 že platí 0 #= ®xt = ®yt. Pak existuje 

lei tel 

konečná množina Jala prvky at e K (i e J) tak, že pro i el \ J je xt == yt a xt = 
= octyt pro teJ a \[at = 1. 

tel 

Zbývá ještě otázka, kdy je ®xe = 0. K tomu zřejmě stačí, aby aspoň pro jedno 
tel 

tel bylo xt = 0. V případě konečné I je jasné, že tato podmínka je i nutná, takže 
tvrzení 2 nám skutečně popisuje úplně reprezentanty nulového tenzoru. V případě ne
konečné I to však jasné není a věta 1 nám zde žádnou odpověď nedává. Ukážeme 
v II. části, že tomu tak skutečně je aspoň v nejdůležitějším případě K = K. Všimněme 
si na závěr této části ještě jednoho pojmu, který nám bude v dalším užitečný. 

Buďte dány dvě soustavy A-modulů Et (iel)9 Ft (tel); nechť (ut)teI e fl<&(Et; F). 
Snadno zjistíme, že zobrazení (xt) -> ®ut(xi) je multilineární zobrazení f| Et do ®Ft, 

tel tel 

Jeho linearizaci označíme ®mut (viz [3], str. 89 a dále). Je to právě to zobrazení 
iel 

u e <£(®Et; ®Ft), pro něž je u(®xt) = ®ut(xt) pro každé (xt) e[ |F t . Dále: Zobra-
iel iel 

zení (u) -+ ®mut je zřejmě multilineární zobrazení J^i?(l?t; Ft) do ^(®Et; ®Ft); 
označme jeho linearizaci A. Je tedy A e<£(®£?(Et; Ft); i?(®£ t, ®F))9 přičemž 
A(®u) = ®mut pro každé (wř)eJ|if(F£; Ft). Všimněme si ještě případu, kdy J je 
konečná a kdy Ft = A pro každé i e I. Poněvadž pak je ®At s A ([1], § 1, cor. du 
prop. 5), je t 6 f 

Ae<?(®E?; (®Et)*) . 
tel tel 

Lze ukázat, že ani v tomto jednoduchém případě nemusí být AL ani homomorfismus 
ani epimorfismus (viz [3], str. 133, ex. 30). 

EL V této části si budeme všímat této otázky: Máme-li dány polonormované pro
story Et (i e I) nad K, jak lze definovat na základě těchto polonorem přirozeným způ
sobem polonormy na ®Ft. K tomu budeme potřebovat pojem součinu libovolného 
souboru (komplexních) čísel, který definujeme přirozeným způsobem (viz [4], str. 10, 
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Def. 2.2.1) jako limitu usměrněného souboru([lz-)>>kde ^ p r o b í h á všechny konečné 
ieSř 

části množiny I. Je-Ii tato limita rovna číslu z, píšeme ]~]z, = z a říkáme, že součin 
cel 

Y\zi konverguje k z. Analogicky se definuje součet. Platí (viz [4], str. 15, lemma 
2.4.2): 

(N) Součin souboru (zt)teI konverguje k limitě a) z = 0, právě když Y\\ZA konver
guje k 0, b) z =# 0, právě když konvergují £ |Arg zt\ a ~Q|zJ =}= 0, načež z = ]~]|zj . 
• e x P (í XArg zt)- ( P r o každé komplexní číslo c + 0 klademe c = \c\ exp (i Arg c), 
kde Arg c e (—n, 7i>.) 

Odtud je vidět, že má smysl definovat: Součin ]~]zř je kvazikonvergentní, konver-
guje-li Yl\zÁ' £ ^ e řekneme, že ]~]zt kvazikonverguje k limitě 

a) z, konverguje-li k ní "Qz,, 
b) 0, jestliže ]"]zř nekonverguje, což nastane podle (N), právě když f ] | z j konver

guje k z > 0, ale současně Xi^rg zt\ = + co. i e I 

Snadno se dokáže následující tvrzení: 

Tvrzeni 3. a) NechťY[zi konverguje k z #= 0 (což je totéž, že Y\z
t, kvazikonverguje 

k z 4= 0). Pak konverguje i J J-C 1 a s*ce K Z~X-
b) (Kvazi-)konvergují-li ]~]z£, "Qvt5 (kvazi-)konverguje i YIz<Pi a Je 

(io) n-.-rif.-n-.-. . 
ieI tel tel 

konverguje-li alespoň jeden ze součinů J~"zř, ]Qv.. V každém případě však platí 

(ii) inzAišni^j=nki-nki-
Důsledek 2. £uďřc el, I' = I \ {K}, st = ř, » zf pro i e I', sx + tK = z,.. Nechť je 

Y\zt (kvazi-) konvergentní. Pak je ]~]z. (kvazi-) konvergentní a platí 
ieI' tel 

(12) Yiz> = i>.+rfc = ̂ r u + ̂ 11** = **n*. • 
tel tel tel ieV tel' ieI 

Pro každé i € I položme Et = K chápaný jako vektorový prostor nad sebou samým. 
Je-li (xř) 6]~]Et9 položme 5((x.)) = TQx., pokud tento součin konverguje, a #((xt)) = 
=- 0? když nekonverguje. Pak z důsledku 2 plyne ihned: 

Důsledek 3. $ je multilineární forma na f]F r ^J*" Unearizaci budeme značit 
opit 9. ieI 

Buďte dány E. ( t e / ) polonormované prostory nad K. Polonormu v Et resp. v jeho 
duálu E[ budeme značit || . | |E. resp. || . | | £ / a pokud nebude hrozit nedorozumění jen 
|| . ||, nebo || . I, a sice jak v Et tak v E[. Poznamenejme, že P, H, O, cp, co mají stejný 
význam jako na str. 156-7. Položme 

%l(Et, ieI) = {(xt) eY\Et • H Sx-1 konverguje, kdykoliv Jje konečná} . 
tel mI\J 
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Opět budeme značit 9tT nebo jen 91, je-li jasné o jaké prostory E. se jedná; poněvadž 
všechny moduly v této práci předpokládáme mlčky netriviální, tj. =J={0}, je i 9t ne
prázdná a „netriviální", tj. {(0),€/} cz 9t. Je zřejmé, že lze mluvit o multilineárním 
zobrazení množiny 9t do nějakého vektorového prostoru F a že tato zobrazení tvoří 
vektorový prostor, který označujeme v dalším J>(9l(£í)ie1);jp). Označme QEt 

tel 

lineární obal co(9t) v P (v dalším již 91 a a>(9t) nerozlišujeme); je to zřejmě volný modul 
na množině 91. Podle první věty o izomorfismu je 

(13) <9(D£,) = (D£ř + H)/H =" UEJH n DE,. 

Označme 
VE. == UEJH n D£, a <P(®) = H n Q-B,. 

Strukturu vektorového prostoru <P(<8>) popisuje následující tvrzení: 

Tvrzení 4. $(®) je podprostor v P, křerý je generován všemi prvky tvaru a)9 b), 
str. 156-7, pro něž (xt), (y.), (z,) paín cio 9í. 

Důkaz. Označme Ht podprostor v P, generovaný prvky, o nichž mluví tvrzení 4. 
Je zřejmě H1 £ 0(®). Najděme II2 tak, aby <P(®) == Hx + H2 direktně. Předpoklá
dejme, že H2 =f= {0}. Existuje tedy 

n 

° * i = Za*(*a)> 5eH2, 

kde pro každé k e In je a* =j= 0, (xi)fc) e 91. Zřejmě lze předpokládat ak = 1 pro všechna 

k eln. Na tenzor £ ®xí>fc = 0 pak aplikujme větu 1. Dostaneme množiny I„l (i = 
k=í \ .'' . ". 

= 0,..., s) s vlastnostmi 1°. Vezměme libovolnou množinu II (i e Is) a najděme p, cop 

ai5 pj, %Jpl tak, aby platilo (4), (5). Nechť p je nejmenší číslo s těmito vlastnostmi. Pak 
z poznámky v důkazu věty 1 plyne, že všechna 

h,i> & = (*-.*) (kell
n9 řeI3, jelp) 

se liší jen v konečně mnoha souřadnicích, z čehož snadno plyne, že všechna $ja e 91, 
n 

tj. YJ (xj<) e IIl5 což není možné, neboť $ e H2. Je tedy s == 0. Existuje-li nyní 

nějaké k e In, opakujeme předcházející úvahu, v níž klademe {k} místo I^, z čehož do
staneme (xt>k) e II!, což je opět spor, neboť j e H2. 

Z definice volného modulu ([3], str. 80) a z tvrzení 4 plyne ihned tento důsledek: 

Důsledek 4. Je-li F vektorový prostor nad K, je ^(9t(£t, t e l ) ; F) s ^(VE£; F). 

Je-li fe J,(9t(Ei, i eI);F), pak jeho linearizací nazýváme odpovídající lineární 
zobrazení fe &(VEt; F). Prvky prostoru V££. což jsou vlastně třídy modulo 0(®) 
v DEX (ale nikoliv v P) budeme nazývat tenzory. Poznamenejme však, že za reprezen
tanta tenzoru $ e VE. určeného prvkem z e Q£ í nebudeme považovat žádný prvek, 
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pro nějž £ ak(xhk) e(z + H) \ (z + 0(®))» byťi prostor VE, byl podle (13) izomorf-. 
fe = l * n 

ní podprostoru 0(QEt) v ®E.. Je-li tedy £ a ^ x . ^ r nějaký reprezentant libovolného 

tenzoru j e VE,, je ( x a ) e 9 t pro všechna ke/n. Dále se budeme přidržovat této 
úmluvy: 

Máme-H dány polonormované prostory E( (i<=I) jsou tím již dány prostory E[ 
(tel); máme-li již definovány P, H, <p,co,0 jako na str. 156-7, budou čárky u těchto 
písmen značit, že se jedná o označení analogického pojmu pro prostory E[ (i e I), 
takže např. P' je volný modul na {"]£. atd* Obdobně položme %l' => % — 5Í(JB[, 
iel).Z tvrzení 3 okamžitě plyne: 

Tvrzení 5. Je4i (x) e % (x't) e 9ť, je fI<X> *í> kvazikonvergentní a je 

in<xi5x;>iániNi-niKi-
Zvolme nyní libovolně ale pevně t0 el a položme T = I \ {c0}. Definujme nyní 

zobrazení Tmnožiny 9ftj x 9t r do prostoru Eí0 takto: Je-li p = (xt) e 91^ f = (x0 e 
e %,, položme T(;r, f) = Q~I<X> *!>) * í 0, což má smysl vzhledem k tvrzení 5. Z dá

te/' 
sledků 2 a 3 dostaneme snadno, že odpovídající přirozeným způsobem bilineáraá 
zobrazení Ťe á?(VE. x V£[;FÍ0). Nebudeme se zdržovat podrobným odvozením 
zobrazeni Tze zobrazení T, neboť zcela analogicky odvozujeme na str. 166 z formy B 
formu jS. V dalším budeme toto zobrazení T značit zase T. Vezmeme-li na okamžik 
pevné $ e V E0 pišme pro 

iel 

i 'e®£;:r i(j ' ) = T(|)i')-
1) 

tel' 

Je zřejmě Tz e $£( V E|; Fi0). Souvislost zobrazení j -* Tx se zobrazením s tvrzením 1 
i€ l ' 

je zřejmá. V dalším předpokládejme pro jednoduchost, že všechny Et (t e I) jsou nor
mované. Čtenář si sám rozváží, co z dalšího lze přenést na obecnější případ polo-
normovaných prostorů. 

Nyní budeme definovat polonormu na VE,. Nejpřirozenější je tato cesta: Pro 
r r 

* = Z ak(*a) e DB, položme f(?) == £ |a*f. n ||*«f*|| ; 
k = l k a l (6/ 

•y je zřejmě polonorma na QEr Stačí tedy definovat y na VE. jako y = y/$(®), tj. pro 
j G QJE4 klademe 

vh) = ?(I • !k> íBl> i) = i n f ( i Kl • ni* Ji) > 
j t = i tar 

kde infimum se bere přes všechny reprezentanty tenzoru j . Užijeme-li výše zmíněného 
zobrazení T, dokážeme jako v konečném případě ([5], lemma 2.13, str. 37), že platí: 

*) Z technických důvodů píšeme latinkou i ty indexy, hteré by měly být psány kurentem; ta
kové indexy však stojí zpravidla jen u symbolů T a B. 
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Tvrzení 6. y je uniformní cross-polonorma, tj. 
a) pro každý jednoduchý tenzor $ = ®xi9 (xt) e ?ft platí 

(15) y(®xt) = y((x)) = FIINI ' $• yJe cross-polonorma ; 

b) jsou-li E0 Ft (i et) normované prostory a označíme-li yE resp. y$funkcionál y 
sestrojený pro prostory Et (tel) resp. Ft (tel), platí: Jsou-li dány operátory\ 
#r

£ e L(£í9 Ft) (tel) takové,3) že J ] \^t\ konverguje pro každou konečnou J £ K^ 
pla ti pro každé g e VEt

 í e I N J 

(16) TF([®m^](i))š7B(j).nii^iu 
íJ. y je uniformní. 

Důkaz a) se provede, jak již bylo řečeno, analogicky jako v konečném případě 
i* 

b) Buď J £ I konečná a označme K = / \ J. Buď £ (xtik) reprezentant tenzoru 
| € V£t. Z tvrzení 3 dostaneme: fcssl 

(ž niM)-riM - £ n w • iwi ̂  i: niw*.,*)ii -
Odtud snadno plyne, že 

Í(^t(xlfk))eDFt, tj. [ ® ^ ] ( s ) e V £ t , 

takže levá strana v (16) má smysl; (16) pak dostaneme, položíme-li v posledních ne-t 
rovnostech K = í a přejdeme-li k infimu. 

Důsledek 5. Jsou4i Et (t el) vektorové prostory nad tělesem K, je ®xř = 0 právě 
když aspoň pro jedno i e I je xt = 0. , 

Důkaz. Předpokládejme, že ®x4 =» 0, ale že xt + 0 pro všechna tel. Zvolme 
nyní v každém £t normu || . j , tak, aby j|jc |̂)ť = 1, což zřejmě lze. Pak ovšem (xt) e 
e 9t(£4,i61) a y(®xt) « 1, tedy ®xť * 0 v V£t. Tento prostor je však podle (13) izo
morfně vnořen do ®£ t, tj. ®xt + 0 v ®Et, cbd. 

Na str. 161 jsme definovali zobrazení A prostoru ®Ef do i ř(®£ í ; ®K). Prostor 
V£; lze však přirozeným způsobem vnořit do ®£f, neboť VE', £ ®£; £ ®£* 
(k první inkluzi viz (13), k druhé [3], str. 105, theorem 53). Pro $'€ VE[ označme A(%) 
zobrazení, které je zúžením zobrazení A(tf) (kde j ' je uvažován jako prvek z ®£f)na 
V£,; zřejmě pak je [Atf)] (j) 6 VK pro každé 3 e VE,, Podobně uvážíme-li, že V£ť lze 
vnořit do ®£;*, lze na základě zobrazení A' prostoru ®£t'* do SP(®E[; ®K) defi
novat zobrazení A' prostoru VE, do -S?(V£'t; VK). Vzpomeneme-li si na definici formy 
z důsledku 3, bude r\ resp. r\' značit zobrazení, které každému j ' e V£'t resp. $ e V£# 

3) Jsou-li A, B topologické lineární prostory, značí E(A; B) prostor všech spojitých lineárních 
zobrazení A do B. 
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přiřazuje formu * -> S([-%)] (j)) patřící do (VE,)*, resp. formu j ' - a([i '(i)] (*')) 
náležející do (VE')*. 

tYrzení 7. Je rj(VE',) £ (VEt)', ??'(VEt) <= (VE;)', fcde dHá"/> na pravých stranách 
jsou brány vzhledem k polonorměy resp. y'. 

Důkaz. Buď (x.)e«ft. Že pak ýí(®x') e L(VE,; VK), plyne z (16). Že však 9 e 
é L(VK, K), plyne ihned takto: Je-li 

í = £®x„ f ceVK, je |3fc)| =- £ |9(®xa)| = ŽíHk*!! 
fc=-l k = l * = 1 

a tedy po přechodu k infimu máme |#(j)| ^ 7K(J)» kde yK je funkcionál y sestrojený pro 
VÍC Zajímá nás přirozeně, kdy je y norma. Odpověď je velmi snadná: 

Tvrzení 8. y je norma, právě když I je konečná. 

Důkaz. Je-li I konečná, dokážeme tvrzení snadno z tvrzení 1 jako v případě 
I = 12 (viz [5], str. 37). Je-li I nekonečná, vyberme v každém Et prvek xt tak, aby 
[Jxt| = 1 a položme yt = 2~1xt pro každé i el. Podle důsledku 5 je ®yt 4= 0. Podle 
[4], lemma 2.4.1, strv13, je Yfi'1 = 0 a tedy podle (10) a (15) je y(®y) = 0. 

Nyní se obrátíme k vyšetřování duality prostorů V£t, VE[: Je-li je = (xt) e9t, 
j : ' = (x'ř) e 91', má podle tvrzení 5 smysl číslo Bfa JC') = YKX» x->- J e "^ ? ̂  ^ n e l ? 0 

jr' č 9ť, klademe B(j:, f) = 0. Vezměme nyní pevně } e 91. Pak klademe-U ^(jc') = 
= 5(ř, ?V)Í ezřejmáB x e 8$(E[, tel; K). OznačmeBxjeholinearizaci a %Bzobrazení 
?-*Bx; zřejmě je pak ^Be^(El>ieI;(®E[)*). Označme | B jeho linearizaci, tj. 
?B e jž?(® E£; (®JEJ)*)- Podle [1], § 1, prop. 1, je však tento prostor kanonicky izo
morfní s prostorem @(®Et, ®E[; K). Nechť /? je prvek tohoto prostoru odpovídající 
prvku | B v tomto izomorfismu. Zúžení p na VEt x VEJ je ovšem bilineární forma,, 
kterou označíme /?. Z bilinearity /?, z definice zmíněného kanonického izomorfismu 
a z definice £B a 1B plyne, že pro každé 
« ' > ' • ' r . s 

$ = E®*. ,* e VE t , j ' = £<g)xaeVE' t 
... , , *= i i = i 

je ; 

(17) •. J%S') = E . !<*„* ,< .> . 
* = 1 L = l 

Z (17) plyne okamžitě, že 

(is) \Khť)\žy(h)-yW-
Ponechámé-li označení z tvrzení 7, vidíme, že je 

(19) . . Khů = mw)=ím(h)' 
Předpokládejme na chvíli, že I je konečná, tj. že I = In pro n > 1 přirozené (případ 

k n 

n = 1 je triviální). Položme J = In_t a nechť 0 =}= j = £ ® x£;. Podle tvrzení 1 je 
J = I Í - - I 
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j ' = ® A , Уi(b) = 1 , kde ľi = ľ([| • Пi> » є / " - i ) » 

« - l 

Ts * O, tj. existuje O 4= &' € ® Ej, pro něž T2(i') 4= 0; přitom lze předpokládat, že 
i = l 

l t - 1 

•• ®> 
l í - 1 

neboť taková Y generují ® E\. Poněvadž 0 # Ts(j') e £„, existuje xneE'm \xn\ = 1, 
i = l 

pro něž je 

0*<T2(i%xí> = p(h®x[). 
£ = i 

Vyměníme-li roli E\ a £ř, vidíme, že jsme dokázaH toto tvrzení: 
n n 

Tvrzení 9. Prostory ® Eu ® El jsou v dualitě vzhledem k bilineámí formě 
i = l i = l 

Kh ÍO = w)i a) = wm (Ů 
(viz (17), S je totiž v konečném případě izomorfismus; viz [l], § 1, cor. du prop. 5). 

Dříve než se obrátíme k vyšetřování duality v obecném případě, odvoďme jednu 
vlastnost polonormy y: 

Tvrzení 10. Bud dán nekonečný soubor normovaných prostorů Et (i eí). Nechť % je 
r 

tenzor z VJEř, fc němuž existuje reprezentant ]£ (xttk) s těmito vlastnostmi: je-li 
fc=i 

fc, / e I r, fc # l a y(®xltk) > 0, y(®xlt^) > 0, pak existuje nekonečná J M £ I, pro 
r 

nií platí xítk 4= xlti pro všechna i e Jkl. Potom je ?($) = £ nil*',*!* 
k = l tel 

Důkaz. Vezměme libovolný jiný reprezentant tenzoru j ; lze ho zřejmě předpoklá-
s r s 

dat ve tvaru £ (yt,fc). Je tedy 0 = £ ®xttk — ]T ®yltk. Podle věty 1 a tvrzení 4 exis-
fc=r + l ' fc=l ' fc=r+l 

tují, množiny l{ ( 0 ^ j ^ p ) a j J > z s vlastnostmi tam popsanými, přičemž lze předpo
kládat že všechna JJ%I e 91. Předně si všimněme, že lze předpokládat, že pro všechna 
fc e Ir je y(®xítk) > 0, neboť je-li 

K= {fceIr:y(®xt)fc) = 0} # 0 , 

stačí provést úvahu pro tenzor ř = J — X ® x a> neboť zřejmě y(j) = y(jc). Z našich 
fceK 

předpokladů nyní plyne, že je-H fc =)= /, fc, / e Jr, je fc e l{k, / e J-J, kde j f c , /ř € J^, jk 4= j ř . 
(Právě na tomto místě jsme použiH věty 1.) Vezmeme-H tedy libovolné kelr9 plyne 
z vlastnosti množiny l{\ že 

®*a = E. ®^> 

z čehož dostaneme podle (15), že platí 
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sečtením těchto nerovností přes k = 1,..., r dostaneme, že 

& r = l fc = r + l 
s 

avšak £ ®yř,*: byl libovolný reprezentant tenzoru j . Přechodem k iníimu dostane-

me závěr. 
Poznámka. Speciálním případem tvrzení 10 je tvrzení 6 a). Význam těchto tvrzení 

je v tom, že dovolují v některých případech „vypočítat,, hodnotu polonormy y, tj. 
obejít v definici y(%) infimum. 

Označíme-li Q resp. D' kanonický homomorfismus DF. -* VEt resp. QE[ -> VE,', 
pišme <P(y) = (7 ° Ž?)"1 (O), <9(f) = fy o g)-- (o), Význam <P'(y), ď(f) je jasný 

Věta 2. Pro podprostory <p(®), <P(y), <P(/) v • £ , resp. <P'(®), <P'(y), <P'(/) v UK 
platí 

(20) <P(®) s <P(y) s 0(/) resp. 0'(®) s <p'(y) c <p'(/) . 

Je-li I konečná, platí všude v (20) rovnosti, je-li I nekonečná, je 

(21) <P(®) c <P(y) <= <P(/) resp. <P'(®) c= <P'(y) c= <P'(/) . 

Dále je vždy 0(y) n 91 = #(/) n 91 a v případě, ze všechny EL jsou reflexivní, platí 
i (9'(y) r\ 9ť == <P'(/) n 9c'. (Všimněme si této drobnosti: Z tvrzení 4 plyne, že 0(<g)) n 
n 91 generuje <P(®), zatímco v případě nekonečné I plyne z věty 2, že (9(f) n 91 ne-
generuje <P(/).) 

Důkaz. Inkluze <P(®) £ <P(y) je triviální a co se týče rovnosti, viz tvrzení 8. Že platí 
<P(y)-£ 0(/), plyne ze vztahů (18), (19). Je-li I nekonečná, dostáváme z tvrzení 9 
az(19),že <P(y) = <#(/). Buď nyní I nekonečná. Zyolme libovolně prostou posloupnost 
•7 == K}»^i -= J- Najděme nyní pro každé *eI 3;. eFř tak, aby \\yt\\ = 1. Položme 
nyní xt = yt pro tel \ J a. dále 

X-X = ytl > XH = y<2 > 

^ - ^ ( ^ - l ) / ^ 2 - ^ - ^ *nk = k2l(k2-l)yl2k pro fc^2. 

Podle [4], str. 13, lemma 2.4.1 H l x . | konverguje a to zřejmě k 1. Pro libovolné (x;) e 
e 91' máme podle tvrzení 3 b): 

p(®xt, ®x[) =» n<*„ *;> = n o . . *;> = P(® y» ®*0 » 

tj. zřejmě j = ®x, - ®j\ e 0(/); ale podle tvrzení 10je y(j) = flll^ll + Íllb-I = 2> 
takže 5 e ťP(/) \ 0(y). 

Buď nyní (x() e 91 n (#(/) \ <P(y)). Zvolme pro každé t e J, že x', e E; tak, aby 
<x„ x;> = fjc.U, i|x',l = 1 (viz [2], chap. II, cor. 2 du th. 1); je tedy (xQ e UK a je 

A ® * . , ®*o=n<*.> *:> = ni*; i > o > 
168 



neboť podle (15) a podle předpokladu je 0 < y(®xt) = niKII> c°ž je spor; skutečně 
tedy 6(y) n 9t = 0(f) n 91. „Čárkovaný" případ se dokáže obdobně. 

Důsledek 6. Prostory V£ř, VE'jsou v dualitě vzhledem k bilineární formě jS, právě 
když I je konečná. 

Důkaz plyne ihned z tvrzení 9 a z inkluzí <P(®) c $(/), <P'(<8>) <= 0'(/) v případě, 
že I je nekonečná. 

Vezmeme-li místo dvojice V£„ VE[ dvojici VEJG(y), VErJO'(y), je opět jS bilineární 
formou pro tyto prostory; ale stejně jako jsme dostali z věty 2 důsledek 6, dostaneme., 
že tyto prostory jsou vzhledem k formě /? v dualitě, právě když I je konečná. 

Vezměme konečně dvojici £ = VEJ(9(f), F = VE'J(9(f); je-li j e V£t, j ' e V£,', 
položme <y(j), *?(&')) = /?(&> íO- Snadno se zjistí, že tato definice má smysl. Forma 
<., .>, která není v podstatě nic jiného než bilineární forma /?, je bilineární formou na 
dvojici prostorů E, F, které jsou vzhledem k ní v dualitě. Vzhledem k(21) pozbývá y 
na £ a / na £ smysl. Snadno však sestrojíme na V£, polonormu X, pro niž bude &(X) = 
= (X ° Q)"X (0) = 0(f), tj. X bude norma na £. Stačí položit pro j e V£ř resp. j ' e VE[: 

(22) X(i) = sup \fi(h j ') | , A'(j') = sup |/?(j, j')l • 
y ' ( i ' ) = - y(i)^í 

Z (18) plyne, že A($), A'($') jsou vždy konečná čísla. Dále si všímejme jen funkcionálu 
X. Pro Xf platí všecko analogicky. Je zřejmě @(X) = d)(f) a X je tedy na £ norma. 
Vrátíme-li se nyní k tvrzením 5, dostáváme jiné vyjádření pro A(j): 

(23) A( j)= | |T 2 | |= sup ||TZ(J')||,0//(S')-
y'(é')*o 

Důkaz (23) by se provedl podobně jako v případě I = I2, viz [5], th. 2.4, str. 40. 
Z (23) a z tvrzení 1 ihned plyne: 

» 

Důsledek 7. X je norma na V£4, právě když I je konečná. 

Důsledek 8. Bilineární funkcionál Tmá normu 
(24) ||T|i = sup M = s u p 4 S -

?m*o y(i) y(s)*o y(j) 
Označme toto číslo, které závisí jen na souboru normovaných prostorů £, (tel) 

a nikoliv na zvoleném t,0 el, znakem Xjy. Uvidíme, zeje vždy Xjy g 1. Obdobně jako 
v [5] řekneme, že polonorma a na V£ř je crosspolonorma, platí-li pro ni tvrzení 6 a 7. 
Že je crosspolonorma, plyne snadno z toho, že analogicky jako v případě I = I2 (viz 
[5], th. 2.4, str. 40) se ukáže, že suprema v (22) lze brát jen přes jednoduché tenzory. 
Nazvěme dále polonormu a* na V£'t asociovanou s polonormou a, jestliže pro každé 
$' e V£'ť platí 

a*(j') = s u p | j % 5 ' ) | . 
a(S) = l 
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Obdobně se definuje polonorma S* na VEt, asociovaná s polonormou 5 na VE[. (Aby 
funkcionál a* z (25) byl skutečně polonormou, je nutné a stačí, aby byl konečný.) 
Z (22) a z (25) plyne, zeje X = / * , X = y*. Stejně jako v případě! = I2 platí: y je nej
větší crosspolonorma. X je nejmenší crosspolonorma, jejíž asociovaná je též cross-
polonorma (viz [5], theorem 2.1, str. 32 a theorem 2.1, str. 32). Speciálně tedy 
X/y á L 

Poznámka. Tato práce je částí dipiomové práce napsané pod vedením akademika M. KATŽ-
TOVA, za jehož laskavost i za pozornost, se kterou práci sledoval, mu co nejsrdečněji děkuji. 
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Р е з ю м е 

ТЕНЗОРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ 

МИЛОШ ДОСТАЛ (МИо§ Т>08Ш\ Прага 

(Шстугшло в редакцию 20/Х11961 г.) 

Целью настоящей работы является развитие теории тензорных произведений 
общих (это значит бесконечных) систем Ес{се1) векторных пространств над 
полем К характеристики 0 (см. определения в [1], [3]). Главным результатом 
первой „алгебраической" части является теорема 1, описывающая общую 
форму нулевого тензора: 

Всякий тензор $ = О — более точно всякий представитель нулевого тензо
ра — может быть записан в виде суммы нулевых тензоров %ь каждый из кото
рых является или простым,, т.е. имеет форму $.- = ®х19 хь е Е19 или имеет 

форму & = X ®хь,к — О и обладает следующими свойствами: 1° если 0 Ф К — 
к=1 1е1 

собственное подмножество множества 1Г = {1,2,..., г}, то ]Г ® хсЛ Ф 0; 

2°существует конечное подмножество ^ а I такое9 что для ^ф^ имеем 
х1& = х1,1 для всех к91е!г и для каждого фиксированного ^е^ координаты 
х1,ь(к е г̂) линейно зависимы. 
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Во второй части мы рассматриваем исключительно пространства над полем 
всех действительных или комплексных чисел. Сначала мы должны ограничить 
запас элементов в тензорных произведениях, потом определяем разные полу
нормы в этих общих произведениях и изучаем натуральную двойственность 
между ® Еь и ® Е[ (т.е. произведением сопряженных пространств). Прежде 

.е/ кг1 

всего исследуется полунорма, являющаяся обобщением у-нормы Шаттена. 

Используя эту полунорму, мы доказываем следующее утверждение: 

Если ® хс ==0 — простой нулевой тензор, то хк = 0 для некоторого ке I. 
1Е1 

Другое утверждение: 

Обозначим 

«(®) = {Ье ®Е,: ь = 0} , 0(у) = {$ е ®Е,: у&) = 0} , 

Ф(У) = {$ 6 ® Еь: 4 — нулевой функционал на ®Е[} . 
се1 ж! 

(Ясно, что 6(0) с ф(у) с ®(/)). В таком случае 0(0) Ф Ф(у) ф 0(/) тогда 
I/ только тогда, когда I бесконечно. 

Работа закончена некоторыми утверждениями, приведенными без доказа
тельств, принадлежащими Шаттену, которые легко переносятся на общий 
случай. 

Summary 

ON THE TENSOR PRODUCTS OF VECTOR SPACES 

MILO§ DOSTAL, Praha 

(Received November 20, 1961) 

The purpouse of the present paper is to develop the theory of tensor products of an 
arbitrary (i. e. infinite) family Et (c el) of vector spaces over a field K of characteris
tic 0 (see definitions in [1] and [3]). The main result of the first "algebraic" part of the 
paper is theorem 1, describing the general form of the null-tensor: 

Every tensor J = 0 (or more precisely every representant of the null-tensor) can be 
represented as a sum of null-tensors which are either simple (i.e. of the form j f = 

r 

= ®xt, xteEt) or have the form fc = £ ®xC)k = 0 with the following properties: 
tel fc=l iel 

1° if 0 =t= R is a proper subset of the set Ir = {1, 2, ..., r}, then £ ®xf.fc 4= 0; 
keR tel 

2° there exists a finite subset J c I such that if i$ J, then xt)k = xltl for every 
k,lelr (for every fixed i e J, the coordinates xljk (k elr) are linearly dependent). 
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In the second part, only the vector spaces over the reals or complex numbers are 
considerated. The tensor products are in a suitable way restricted and then various 
seminorms are introduced into these general products. The duality between the (re
stricted) spaces ®JBt and ®E't (i.e. product of the conjugated spaces) is studied. Espe-

iel iel 

cially a generalization of Schatten's y norm is considered. 
Using this seminoma the following propositions are proved: 
Let ®xt = 0 be a simple null-tensor. Then xK = Ofor some KSL 

iel 

Denote 0(®) = {j e ®£, : j = 0}, 0(y) = {j e ®£,: yfe) = 0}, 0(f) = {> e ®Et: J 
Jet teJ -6I 

is a null-functional on the product ®E[} (obviously ®(®) £ (P(y) £ $(f))- T^rc 
<P(®) =1= 0(?) # 0(/) */f I is infinite. 

The article concludes with a list of results (without proofs) due to Schatten, which 
can be easily extended to our general case. 
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