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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 88 (1963), Praha 

O JEDNÉ PŘIBLIŽNÉ KONSTRUKCI INVERSNÍHO OPERÁTORU 

VÁCLAV DOLEŽAL, Praha 

(Došlo dne 5. prosince 1961) 

Článek je věnován jedné přibližné metodě konstrukce inversního operáto
ru; uvažují se operátory, zavedené v práci [1]. 

V dalším bude předpokládáno, že čtenář je obeznámen s některými skutečnostmi 
z práce [1]. Tam bylo ukázáno, že konstrukce inversního operátoru k operátoru 
A e 2Í* redukuje se v podstatě na stanovení řešení rovnice H(t, T) + W(t, T) 4-
+ j** W(t, ti) H(£, T) áč, = 0; přitom pro řešení H(t, T) platí vzorec H(t, T) = 

oo 

-= £] (— 1)* Wxi.Pro numerický výpočet není však tento tvar příliš výhodný.Uvažme 
i = l 

totiž například ten případ, kdy 

(i) wit>*) = Í<i)U*); 
i-=l 

potom zřejmě W*2 má rovněž tvar (l), ovšem se 2n2 členy, Wx3 se 4m3 členy atd. 
Zde ukážeme, že je-li W(t, t) analytickou funkcí, že pak je možno řešení H(t, T) 

obdržet ve tvaru mocninné řady, jejíž koeficienty lze snadno stanovit; posléze všimne
me si případu, kterak je touto metodou možno stanovit přibližně operátor A"1, i když 
příslušná funkce W(t, T) není analytická. 

Buď KT = E\z : \z\ < T], KT její uzávěr; obdobnými metodami jako v [1] lze 
snadno dokázat, že platí tvrzení: 

Věta 1. Buď W(z, co) analytická na KR x KR; pak existuje jediná na KR x KR 

análytická funkce H(z, co) tak, že platí 

(2) H(z, co) + W(z, co) -f [ZW(z, £) JET(& co) df = 0 
J co 

(integrace se bére po úsečce spojující body z a co). Nadto platí 
00 

a) H(z, co) = Y (— l) 1 ^ X i ( z > G>)» Přičemž řada konverguje stejnoměrně v každém 
i - = l 
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KR. x KR,, R'<R9a kde W*k(z,co) = & W(z9 ̂ W^'% co) d£, k = 2, 3 , . . . , 
Wx * = W. 

b) |H(z., eo)| rg M exp M|z — <*>( pro (z9 co)eKT x Kr? kde 

M(T) = max _ \W(z9 co)\, O < F < £ . 
(z,<»)eli:TX.KT 

Každý operátor AI 6 21* lze representovat rovnicí (srv. [1]) 

(3) Ax = {a(x<-n) + [Wx<~»>])}<»+I^>>, 

kde a s F0, a =t= 0 v <0, oo), rf(ř5 T) G W0. 

Nyní můžeme již vyslovit větu: 

Věta 2. Buď operátor A e 21 * definován rovnicí (3), a nechť funkce W(z9 co) je 
analytická na KR x K^. Nechť W{z9 co) je v KR x KR representována rozvojem 

(4) W(z,a>)=- £ bazW,-
i,k=0 

a definujme čísla aik9 i9 k = 0, l9 2,... rovnicemi 

(5) hik + aíjfc + X ~ : V a ^ ~~ E " b*a<V = ° * 
£+<r+/.-=i-l <T + /£ -f 1 <r+fi + v~k-l (T + /i -f 1 

Buď dále operátor Bm e 2Í*+J.(̂ ) (m = 0 celé) definován rovnicí 

(6) Bmx = íi^-»- f c> + r H m ( i x ( - » - ^ | C B ) , A--r(-4), 

i-t-fe=m 

(7) IImM= £ SaíV 
i,fc=0 

Pak platí 

(8) jiT* - B̂ JJ,, S <ř) .Af—̂ — Í-X exp 2MT 

pro každé t9 0 < t < T < R9 kde a(ř) = max la""1^)), M = max | W(z9 co)\. 

Důkaz. Sestrojme k funkci W(z9 co) funkci H(z, co) podle věty 1. H(z9 co) je rovněž 
analytická v ^ x KR a platí pro ni odhad b). Nechť 

(9) H(z9co)= f) M . W . 
i,* = 0 
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Ježto je splněna rovnice (2) a řady (4), (9) konvergují stejnoměrně a absolutně v kaž
dém Kr x Kr c KR x KR9 můžeme psát 

W + H + Wx H = __ (bik + ott) r'cз* + 
í,fc=0 

f( f ьe^r)( E fl;tv^
v)dí = 

Jco (?>o- = 0 д,v = 0 
oo co ňz 

= __ (bik + aik) Љk + __ V V W Г+ д d£ = 
Ь*=0 в,<т,д,v J _ 

1 
= I (Ьtt + вtt) г'û>* + }_ .,,„_.„_ 

i,fc--0 ÉSo-,д,v (7 + lZ + 1 
&л„й„.ze+,т+'í+ V -

Є,ŰГ,Д,V 0" + / l + 1 

Ь í Л > w = 0, 

Odtud podle unicity rozvoje plyne ihned vzorec (5). Zvolme nyní čísla 0 < t < 
< T< R; označíme-li N = max \H(z9co)\ a použijeme-li známé nerovnosti 

(z , í ! ) )€KT x &T 

\aik\ S NT~l~k
9 můžeme psát pro každé (z, co) eEt x Kř: 

(10) |H(z, co) - Hm(z9 co)! - f £ a^co^ £ I (i + 1) N (£)' . 
í + fc=m+l i=m+l \TJ 

Ježto rovnice (2) je splněna pro reálná z, co, zejména pro ta, pro něž 0 _g co _g 
<_ z < K, značí to, že H(ř, T) = Ě(t9 T) pro 0 _g T <_ í < K, kde H(ř, T) je řešením 
rovnice 

t <oo . 

\T)(») 

(11) Jř(f, T) + W(t9 T) + i W(l, u) jff(ii, T) du = 0 ; 0 = T _g ř 

Avšak zároveň platí (srv. [1]) 

(12) AT1* = j - x<-""*> + I š (- x^~n-^\K 

Definujeme-li tedy operátor Bm rovnicí (6), můžeme pro každé í splňující nerovnost 
0 rg t _g T < R psát (klademe x(~n~h) = X, kde K je regulární distribuce): 

(13) (A-1 - Bm) x = | f{H( t, T) - Hm(t9 T)} ^ ( T ) *(*) dx| M > . 

Odtud podle definice „normy" distribuce s pomocí (10) plyne: 

( A - 1 - ^ ) ; -f. {Я(т, a) - Hm(г, c)} eЃҶe) X(a) åa\ d т < 

= f ( t + i (i + 1)-V (^) ' ) O(T) f |X(<x)| dff.dT <-

/•t /*f oo / - r \ ž T 2 /_-\w + 2 

á a(t) \X(a)\ do . E (f + 1) N ( 1 ) dT = a(t) N - I - ( 1 ) flx^ 
Jo Jo ř-m+1 \TJ T-t\TJ 

Odtud však již podle definice „normy" operátoru plyne okamžitě odhad (8). 
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Z právě dokázané věty vyplývá, že operátor A"1 můžeme „aproximovat" operá
tory s polynomiálními jádry s libovolnou přesností. Všimněme si zároveň, že z rovnice 
(5) lze čísla aik stanovit postupným výpočtem. Vskutku, nechť jsou už určena všechna 
čísla aik pro i -f k <£ n — 1; potom z (5) plyne, je-li tam i + k = n, že v prvé sumě 
je /z = i — 1, a tedy \i + k ^ n — 1. Obdobně ve druhé sumě je/x + v g k — l g 
^ n - 1 , c.b. d. 

Poznámka. Klademe-li v rovnici (2) z = co, je H(z, z) + JF(z, z) = 0. Odtud 
m 

pomocí (4), (9) plyne X(bí>m-.i + ai,m-i) = 0; m = 0, 1, 2, ... Této okolnosti lze 
i = 0 

využít ke kontrole numerického výpočtu. 
Všimněme si nakonec případu, kdy v representaci (3) operátoru A e 2tJ funkce 

W(t, x) není obecně analytická. Zvolíme-li T > 0 a £ > 0, pak podle Weierstrassovy 
věty existuje polynom P(ř, T) tak, že pro každé O ^ T ^ Í ^ T bude |ff(ř, r) -
- P(í, T)| < s. Položíme-li pak Ax = {a(xi~'n) 4- [Px ("n )])} ( n + r U ) ) a sestrojíme-li 
k operátoru J[ operátor Bm výše popsaným způsobem, potom platí 

(i4) i jA- - вm\\n g ЦA-1 - A-% + цл- 1 - в, Ж Л ' 

Рго „погаш" Л " 1 - Л""*1 рак р1аЙ ойЫй ЦА"1 - Л " 1 ^ ^ М&и 0 ^ * ^ Г, Ые 
коп81ап!;а М ггггё! роияе па А а Т. (8гт. [1], Vё1:а 21.) 2Vо1̂ те-1̂  1еёу е ёозШеспё 
та1е а т Vе1кё, Ъийе А""1 „ар^оx^тоVап" орегаххэгет Вт з 1̂ ЬоVо1пои ргезпозй. 

^^^е^а^и^а 

II] ^о^е2а^ V.: О уЩсЪ. Нпеапиеп орегйЮгесп, Саз. рго рё§*. та!., 87(1962), с. 2,198—224. 

Резюме 

ОБ ОДНОМ ПРИБЛИЖЕННОМ ПОСТРОЕНИИ ОБРАТНОГО 
ОПЕРАТОРА 

ВАЩ1АВ ДОЛЕЖАЛ СУаскг* Во1ега1), Прага 

В статье приводится приближенный метод построения обратного оператора; 
рассматриваются операторы, введенные в работе [1]. Показано, что каждый 
обратный оператор можно аппроксимировать с любой точностью операто
рами с полиномиальным ядром. 
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Zusammenfassung 

ÜBER EINE APPROXIMATIVE KONSTRUKTION 
DES INVERSEN OPERATORS 

VACLAV DOLEZAL, Praha 

Im Artikel wird eine approximative Methode der Konstruktion des inversen Ope
rators angegeben; es werden die in Arbeit [1] eingeführten Operatoren betrachtet. Es 
wird gezeigt, dass jeder inverse Operator durch Operatoren mit polynomialen Kernen 
beliebig genau approximiert werden kann. 
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