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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 90 (1965), Praha 

O JEDNEJ MIERE HAUSDORFFOVHO TYPU 

BELOSLAV RIEČAN, Bratislava 

(Došlo 14. srpna 1964) 

V článku je zostrojený příklad množiny S a E2, ktorej jednorozměrná Haus-
dorffova miera je menšia ako jej jednorozměrná miera definovaná pomocou obdial-
nikov. Tým je rozriešená úloha č. 4 z Čas. pro pěst. mat., 86 (1961). 

1. Formulácia úlohy. Označme znakom Ek k-rozmerný euklidovský priestor, 
Lk fc-rozmernú (vonkajšiu) Lebesgueovu mieru. Nech k, n sú prirodzené čísla, 
k = n. Nech A je systém fc-rozmerných nadrovín v En. Pre E a En položme 

dk(É) = sup Lk(E nF). 
FeA 

Nech B je systém všetkých gúi, C systém všetkých kvádrov v En. Pre E c. Eni r > 0 
položme ďalej 

00 00 

Fk(E, r) = inf £ <*.(£,)- , Gk(E, r) = inf V. *.(£.)*, 
i = l i = l 

00 00 

Hk(E, r) = inf £ dk(Et) , K*(E, r) = inf £ dk(Ft), 

kde infimum počítáme cez všetky postupnosti {Et}fLt, \J E{ z> E:) £ ř e B, d^E^ < r, 
i= 1 

00 

resp. všetky {£,}£., U F, => £, F ř e C, ťft(F.) < r. Napokon 
>=i 

Fk(E) = lim Ft(£, r) , Gk(E) = lim G*(£, r) , 
i--»0+ r-*0 + 

Jf k(E) = lim Ht(E, r) , Kk(E) = lim £*(£, r) . 
r->0+ r-»0 + 

Třeba rozhodnúť, či platí F k = Gk resp. íř* = íTj. 

2. Ricšenie. Existuje množina S cz E2
 teJ vlastnosti, že Ft(S) = H^S) =' 1, 

K.(S) = GJS) = ^ 2 . 
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3. Příklad.1) Najprv zavedieme jeden pomocný pojem. Nech A je systém uzavre-
tých navzájom disjunktných kruhov v rovině, z ktorých každý má priemer d. Nech p 
je prirodzené číslo, Ee A. Znakom (p, E) označíme systém p uzavretých kruhov 
o priemere d\p umiestnených rovnoměrné z vnútornej strany po obvode kruhu E. 
Ďalej položíme (/>, A) = [J{(p, E):Ee A}. 

Nech {Pi}f=i je rastúca postupnost' prirodzených čísiel, pt ^ 4. Nech E je uzavřetý 
kruh o priemere 1. Položme 

AÍ = {E}, Ai + i=(pi9At) (i = l ,2, . . .), 
00 

s( = i M ( (> = i,2,...), s = ns,. 
1 = 1 

4. D6kaz. Budeme písať HX(S, r) = H(S, r), Kt(S, r) = K(S, r), HX(S) = H(S), 
Kx(S) -= K(S). Pre lubovolný otvorený obdialnik E c E2 položíme 

A{E) = {FeAi'.F nE * 0} . 

Ďalej označíme znakom ář priemer lubovolného kruhu zo systému Ah teda dx = 1, 
^i+i = di/jPi+i 0 = t 2 , . . . ) . 

Nech E je lubovolný otvorený obdialnik, E n S #= 0. Označme znakom d(E) jeho 
priemer. Nech i = /(JE) je prirodzené číslo s touto vlastnosťou: E přetíná iba jeden 
kruh zo systému Ai9 ale aspoň dva kruhy zo systému Ai+Í. Nech K > 0 je lubovolné 
číslo. Z konštrukcie systémov An vyplývá existencia čísla r0 > 0 tej vlastnosti, že pre 
všetky obdialniky E s priemerom menším ako r0 je i = i(E) > K. 

Dokážeme toto tvrdenie: k Iubovolnému číslu e > 0 existuje číslo r0 > 0 také, že 
pre všetky obdialniky E s priemerom menším ako r0 platí 

(1) d(E) ^ U(2) - e) 1{d(F) : F e Ai+2(E)} . 

Nech je teda E lubovolný obdialnik, E n S 4= 0, hu h2 dížky jeho stráň, D ten 
kruh zo systému At pre ktorý je D n £ =t= 0. Móžu nastať dva případy: alebo existuje 
priemer kruhu D taký, že E je časťou jednej z polorovin určených týmto priemerom, 
alebo taký priemer neexistuje. 

I. Přeberme prvý případ. Nech E přetíná r kruhov zo systému Ai+Í (r ^ 2). 
Uvažujme dva krajné z týchto kruhov; nech M a N sú body, v ktorých sa tieto kruhy 
dotýkajú kružnice D. Nech k je dížka úsečky MN. Úsečke MN prislúcha středový 
uhol 2rc(r - Í)IPÍ+Í. Preto platí 

(2) k = di^±^A. 
Pi+i 

Odtial vyplývá 

(3) d(E)žk~-2di+iždi+í(2r-4). 

x ) Podobný příklad je za iným účelom zostrojený v práci [1], str. 459. 
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Pretože posledný výraz je pře r ̂  7 vačší ako J{2) rdi+1, platí nerovnost' 

(4) d(E) Z [V(2) - £] Y{d(F) : F e Ai+.(£)} , 

teda tým skór (1). 

Ak je 3 ^ r < 7, móžeme pře E s dostatočne malým priemerom zlepšiť odhad (3): 

(5) d(E) ž k - 2 (*i±± + -±ti s i n Í Í L Z Í ) \ ^ 
V 2 2 P i + 1 y 

odkial vyplývá (4). Zostáva nám teda preskúmať případ r = 2. Z nerovností (5) 
dostáváme d(É) > |[\/(2) - e] di+1 teda nerovnosť (l) platí, ak £{d(F) : Fe 
GAÍ+2(E)} S 2di+1. V opačnom případe je d(É) = k9 odkial vyplývá pri použití 
podobného postupu ako v (5) nerovnosť (1). 

II. Ak je jedno z čísiel hl9 h2 menšie, alebo rovné číslu d%\29 dokáže sa (l) podobné, 
ako v I. Predpokladajme, že obe čísla hl9 h2 sú váčšie ako dJ2. Priemerom rovno
běžným so stranou hx rozdělme E na obdialniky El9 El9 priemerom rovnoběžným 
so stranou h2 rozdělme E na obdialniky Fl9 F2. Položme 

pj = card At+t(Ej) (j = 1, 2) , qj = card i4I+1(F,) (j = 1, 2) , 

p = max (pt,p2) , q = max (ql9 q2) . 

Ak položíme, ako predtým r = card Ai+1(E)9 potom je zřejmé, že platí 

(6) 2p = r9 2q = r. 

Teraz dokážeme, že pre E s priemerom menším, ako nějaké vhodné volené číslo r 0 je 

(7) hi £ (2 - e) pdi+1 , h2 £ (2 - s) qdi+1 . 

Nech a je uhol úsečky MN so stranou hí. Potom 

fci = (fe - 2d i + 1)cosa = ^ . s i n ^ " ^ - 2di+j)sm^P ~ 1]
 = 

= d . s i n 2 ! fcli) _ 2di+1 = rf, 2~ &^& - 2di+1 = (2 - a) pdi+1 . 
' i + l я Pi+l 

Podobné sa dokáže druhý vzorec v (7). 

Z Pythagorovej vety, zo (6) a (7) vyplývá 

d(Ef = hl + ftU(2-<)24ы > 
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teda 

d(E) £ (.J2 - ~A rdi+l > [.7(2) -в] rđ, 

odkial vyplývá (4): 
Nech r0 > 0 je číslo spíňajúce podmienku (1) a {Ei}f=zi postupnosť otvorených 

obdialnikov s priemerom menším ako r(r < r0) pokrývajúca S. Pretože S je kompakt-
n 

ná, existuje číslo n tak, že S c f) Et. K Iubovolnej množině Et určme číslo feř tak, 
i = l 

aby sa Et přetínala právě s jednou množinou zo systému Aki, ale aspoň s dvoma mno
žinami zo systému Aki + i. Položme k = max {fcř: i = 1, 2,..., n}. Podlá (1) je 

d(E,) Z [.7(2) - 8] £{d(F) : F <= A*1 + 2(E,)} 2? [.7(2) - s] ^{d(F) : F e Ak+2(E$ . 

Platí teda iierovnosť 

Í d(E,) i£ [7(2) - e] Í £{d(F) : F e .44+2(£,)} £-
i = l i = l 

^ [7(2) - <| I{d(F) : f e Ak+2( \J £,)} = 
i = l 

= [7(2) - s]IMF) : ^ 4 + 2 } = y/2 ~ «. 

PodIadefinícieK(S) = K(S, r) = ^ (2 - e), tedaK(S) = ^ 2 . Dokaž opačnej nerov
nosti je zřejmý. 

Eahko sa dokáže nerovnost' H(S) S 1- Aby sme dokázali opačnú nerovnost* 
predpokladajme, že r > 0, e > 0 sú lubovolné čísla. Podlá definície existujú kruhy 
{FJ (i = 1, 2, ...) také, že S c U Eh d(Et) < r a H(S) + £ = H(S, r) + £ > 

oo 

> ]T d(£ř). Ku každému kruhu Et zostrojíme štvorec Ff tak, aby Fř c F. a d(Ft) = 
i = l 

= y/(2) d(Et). Podlá predošlého platí 

7(2) H(S) + V(2) e > f d(Fž) = K(S, iy/2) , 
i = l 

teda *J(2) H(S) = K(S). Vzhladom k tomu, že K(S) = ^ 2 , je H(S) = 1, čím je 
dokaž ukončený. 
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Резюме 

ОБ ОДНОЙ МЕРЕ ТИПА ХАУСДОРФА 

БЕЛОСЛАВ РИЕЧАН (Ве1о81ау Шебап), Братислава 

Пусть А — класс всех прямоугольников на плоскости. Для любого множе
ства Е и любого числа г > 0 положим 

оо со 

К(Е9 г) = тГ {X Шат (Е,): II Я, -э Е9 Е{ е А, <Нат (Еь) < г}, К(Е) -=Нт К(Е9 г). 
1=1 1=1 г->0 + 

Пусть Н(Е) — линейная мера Хаусдорфа. В статье построено множество 5, для 
которого К(8) =^/29 Н(8) = 1. 

З и т т а г у 

ОИ А МЕА8^К^Е ОР ТНЕ НАШООКРР ТУРЕ 

ВЕ 0̂8̂ АV Кгес^, ВгаИзкуа 

1̂ 1 А Ье 1Ье ГапШу оГ а11 гес1;апё1е8 т Ле р1апе. Рог апу питЬег г > 0 апё апу 
8е( Е ри1 

сэо оо 

К(Е9 г) = 8.1.Ь. { X Шат (Ег) : [) .Б,зЕ, Е^еЛ, сНат (Е^<г}9 К(Е) = НтХ(.Е, г) . 
г=1 1 = 1 г->0 + 

Ее! Н(Е) Ье 1Ье Нпеаг НаивёогЙГ теазиге т *Ье р1апе. 1п гЫз аг1ю1е !пе 8е1 5 18 
соп81гис!;её Гог ^ЫсЬ К(8) = ^29 Н(5) = 1. 
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