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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY A FYSIKY 

Č L Á N K Y A R E F E R Á T Y . 

Z geometrie trojúhelníka. 
Vojtěch Tuéek (Brno). 

1. Označme vrcholy trojúhelníka A1A2A3 znaky _ . n _i , An, 
An+i, jeho strany a n _i, an, an+i, vnitřní úhly <%n—i, <xn, <%n+i, středy 
stran # w _ i , Sn, £ n + i a p o d . dále; znakem (S, a) rozumějme kružnici 

A& 

^ 

Hг V 

^ 

_ _ 

\AA Г*.I 

Obг. T. 

o středu 8 a poloméru a. Podle kosinusové věty je an
2 = a 2

n + i + 
+ a2

w--i — 2 a n + i a n _ i cos <x:l, což lze psáti: 

a\ = «2n+i + a 2
n _i — 2an +iuv-i,n+i _= a 2

n + i + 
+ a a

n _ i — 2an_i0n+i í n._i, 
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kde On_i,n+i = _ l n P n + i značí ortogonální průmět strany a n _ i do 
a n +i (obr. 1). Součinový člen ar+1an—i,n+i anebo a n _ i a n + i , n - i značí, 
jak se lze snadno přesvědčiti, m o c n o s t v r c h o l u An v z h l e d e m 
k (Sn, \an); označme ji MAn

Sn. Potom dostaneme relaci 

2MAn
Sn = a\+1 + a\-1 — a\. (1) 

a) Sečtěme d v ě rovnice z těchto tř í rovnic; dostaneme 

MAn+1
Sn^ + i t / ^ - i ^ - 1 = a\, (2) 

což znamená, 
že s t r a n a t r o j ú h e l n í k a je p ř e p o n a p r a v o ú h l é h o t r o j 

ú h e l n í k a , j e h o ž o d v ě s n y m a j í d é l k y t e č e n , v e d e n ý c h 
z k o n c o v ý c h b o d ů o n é s t r a n y ke k r u ž n i c í m o p s a n ý m n a d 
d v ě m a d r u h ý m i s t r a n a m i j a k o p r ů m ě r y . 

Je-li v trojúhelníku *n = 90°, je MAn+1
Sn+l = a\ _1? MAn-iSn-1 

= a\+1,an přepona, a vztah přejde ve větu Pythagorovu. 
Je-H úhel při An tupý, je MAn

Sn<0; vrchol An leží uvnitř 
kružnice (Sn, %an) a místo tečny z An k této kružnici třeba vzíti 
polovici nejkratší tětivy vrcholem An. 

Součet v š e c h rovnic (1) dá vztah 

2ZMAn
Sn = Za\, (3) 

což znamená, že s o u č e t č t v e r c ů n a d s t r a n a m i t r o j ú h e l n í k a 
je r o v e n s o u č t u č t v e r c ů n a d v š e m i š e s t i t e č n a m i , k t e r é 
lze v é s t i z v r c h o l ů t r o j ú h e l n í k a ke k r u ž n i c í m o p s a n ý m i 
n a d p r o t ě j š í m i s t r a n a m i j a k o p r ů m ě r y . 

b) Mocnosti vrcholů trojúhelníka vzhledem ke kružnicím 
(Sn, \an) lže vyjádřiti ještě někoHka jinými výrazy. Především jest, 
jak známo, délka těžnice AnSn = tn = -J-j/2 (a\+1 + a2

n—1) — a\. 
Potom mocnost MAn

Sn = t\ — \a\ [ = \ (a\+1 + a 2
n _i — a\)]. 

J iný výraz (obr. 1) dostaneme, uvážíme-H, že v podobných 
trojúhelnících AnPnAn—1 a AnVPn+1 (kde P n jsou paty výšek vn 

a V je průsečík výšek a VAn = hn) jest 

^n+i - an+1 = an—i,n+i : hn, 
z čehož plyne 

a n +id n _i , n +i = MAn
Sn = vnhn. 

To lze dokázati jinak planimetricky, sestrojíme-H opsané kružnice 
v tětivových ětyrúhelnících F P n _ i ^ 4 n + i P n a FP n _i n _ . iP n +i, neboť tu 
jest An s t ř e d m o c n o s t i všech tř í kružnic (Sn, ^an), (Hn+1, ^hn+1), 
(j_"n-_i, |An^-i), kde Hn+i, Hn, _ř w _i jsou středy úseků resp. hn+1, 
hn, hn*-i, a jdou jím všechny tř i chordály An+iAn, An~iAn, PnAn. 
Proto je netoHko MAn

Sn = an+10n-itn+i = an—iOn+i,n—i, ale i 
AnP;i .AnV = Vnhn. 

Uvážímé-H konečně podobné trojúhelníky _lnPn+i-Pn—i a 



CnAn+1An, a označíme-li o nich Pn+1Pn—1 =pn,AnCn = gn, jest 
Pn : a n +i,*-i = On-i : £n, proto 

On-lOn+M- 1 = MÁnSn = 0ní>n. 

Jest tedy celkem 

MAnSn = an±lOn=Fl,n±l = VnK = í?n?>n = Y («2n+l + » 2 n - l — »2n). (4) 

Obr. 2. 

Poznamenati třeba ještě, že J-f^n5**1 = 0. 
2. Odvozené vztahy a vlastnosti ve spojení s mocností MA*?* 

vedou také k úvahám o mocnos tech j iných bodů vzhledem 
k význačným kružnicím v trojúhelníku. (Obr. 2). 

a) Mocnost vrcholu An vzhledem k F e u e r b a c h o v ě 
kružnic i (F, \r) jest 

MAn* = - Í A . - P n = l ^ n = i(<*2n+l + a2
n_l — a\) (5) 
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a součtové vztahy zni 

MAn+iF + MAn-iF = *aV, ±ZMAn
F = Za\. (6) 

Spojíme-h výsledky odst. 1 a 2, jest 

2 (MAH+I* + MAn-iF) = MAn+iSn+l + MAU-I8"-1 = a\, 
áIMAn

F = 2EMAn
Sn = Za\, 

MAn
F : MAn

Sn : = 1 : 2, 
s příslušnými měřickými interpretacemi. Mezi jiným plyne z úměry, 

že úhlopříčka ve čtverci nad tečnou vedenou z vrcholu An 

ke kružnici (F, \r) má stejnou délku \ MAUF . y2 jako tečna z téhož 
vrcholu ke kružnici (Sn, \an). (Obr. 2.) 

6) Mocnosti b o d u V. 
Vzhledem ke kružnici (Sn, \an) jest 

M v
Sn = dnhn, (dn = VPn), 

a má tutéž hodnotu pro všechny tři hodnoty indexu n, poněvadž 
jsou výšky AnPn chordály všech tř í kružnic a V je střed mocnosti. 

Stejně nezávisí na hodnotě indexu n mocnost bodu V vzhle
dem k Feuerbachově kružnici (obr. 2) 

My* = E^ . VP. = idnhn, 

a vzhledem ke kružnici opsané 

My*' = AnV . VU'n = 2hndn, 

kde ř7'n je průsečík opsané kružnice (V, r) s výškou AnPn; pro 
souměrnost kružnic (A'n, r)1) a (V, r) vzhledem k An+iAn-.1 jest 
~AT~Š = S " T F ! 

dn = VPn = PnU'n. Tak dostaneme ve spojení 

MyV' = 2MySn = áMy* = 2<Znftft. (7) 

Je-li trojúhelník ostroúhlý, leží orthocentrum V u v n i t ř 
všech tř í kružnic; jeho mocnosti vzhledem k nim jsou čtverce 
n e j k r a t š í c h p ů l t ě t i v , jdoucích bodem V. Poněvadž středy V' 
a F — kružnice opsané a Feuerbachovy — spolu s orthocentrem V 
leží n a centrále, kterou jest zde Eulerova přímka, je nejkratší půl-
tětiva ve jmenovaných dvou kružnicích k o l m i c e k Eulerově 
přímce vbodě V. A poněvadž jest ]/M7'=2]/M79 2^M7'^M^, 
j e s t n e j k r a t š í t ě t i v a v o p s a n é k r u ž n i c i , v e d e n á o r t h o 
c e n t r e m V k o l m o k VFV — v trojúhelníku ostroúhlém — roz
d ě l e n a F e u e r b a c h o v o u k r u ž n i c í a b o d e m V n a č t y ř i 
s t e j n ě d l o u h é ú s e k y . 

x) A'n}Q střed kružnice jdoucí body An+V An__v V a pjatí pro něj: 
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Je-li úhel při An tupý, leží V vně trojúhelníka i uvažova
ných tří kružnic, a z bodu V jsou možné t e é n y k nim. Jejich 
čtverce jsou pak uvažované mocnosti; tečny z V ke kružnicím 
(V', r) a (F, \r) mají délky v poměru 2 : 1 a v témž poměru jsou 
i poloměry obou kružnic. Spojnice VFV je společná centrála, 
a p r o t o je o r t h o c e n t r u m v t u p o ú h l é m t r o j ú h e l n í k u 
vnější bod p o d o b n o s t i obou kružnic; tečna vedená z bodu V 
k jedné, dotýká se i druhé. 

c) Nyní můžeme jednoduchým způsobem určiti délku Eule-
rovy úsečky VV = e. 

Především dostaneme z podobných trojúhelníků VPnAn—\ 
a An+iPnAn (obr. 2), 

dn : <Wi,n = &n—l,n : vn, ^n—1 : On+l,n = an—\ . Vn, 

z čehož plyne napřed 
n _ (aV-i + a\ — a2^+i) {a\ + a2n+i — aV-i) 

dn~ Š^A ' 

použijeme-li vedle kosinové věty pro an_i také vztahu éa\vn = 
= 8awzl, kde A je obsah trojúhelníka. 

Potom dostaneme 
an (a 2

n + i + a 2„-i — a\) 
hn = __ . 

Pak vypočteme 
Mv

v' = Un hn = 
^ (a2n+i + a\-i — a\) {a\-i + a\ — a\+i){a\ + a\+i — aV-i) 

WA2 

Nahradíme-li troj členy známými výrazy z kosinové věty a A výrazem 

——, je Mvv' = r2II 2 cos <xn = r2 — e2 a dostaneme 

e = r]/l — 8 cos <%n—i cos #* cos <xn+i. (8) 

d) Mocnosti t ě ž i š t ě T. 
S ohledem na vztahy VT^e, TF^^e, jest J ř r F ' = 4 e 2 —r* y 

J f ^ == ^ e 2 — \r\ tedy J ř ^ = áMT* (obr. 2). 
Poněvadž bod T M í vždycky uvnitř kružnic (F', f) i (-F, | r ) , 

a Eulerova přímka jest jejich centrála, určuj í obě kružnice na 
n e j k r a t š í t ě t i v ě bodem T, kolmé k VV, č t y ř i s te jně d louhé 
úseky. 

Poněvadž je TSn « | 4 , jest mocnost vzhledem k (Sm %an) 
Mq$n »* jé\ — \a\, a dc^adíme-li sem dříve uvedenou hodnotu 



pro tn, dostaneme 

MT
Sn = a\+i + a\-i 

18 

• Je-h v trojúhelníku an > an—1 > a n + i ( > 0). nemůže býti 5a 2
n <I 

<^ a 2
n + i + a 2

n _i . Kdyby platila tato nerovnost, platila by, s ohle
dem na vztah a\+1 + a 2

n _i = a\ + 2 a n + i a n _ i cos an a, známou 
2a2 

větu: | a + 6 | < I | a | + | 6 | , nerovnost | cos ocn \ I> — . Ale 
a n + i a n _ i 

z podmínky a n > a*_i > a n + i vychází 2a2
n > a n 4 ia n _i, tedy 

| cos # n | > 1, což není možné pro reálné úhly. Musí tedy býti 
5a 2

n > a 2
n + i + a 2

n _ i a MT
Sn jest záporné; leží tedy bod T u v n i t ř 

kružnice (8n, \an), je-lian n e j d e l š í strana. Naproti tomu těžiště 
může ležeti u v n i t ř , v n ě nebo n a kružnici sestrojené nad n e j k r a t š í 
stranou. Lze totiž podobně ukázati, že může býti MT

Sn+1 0 0. 
Mají-li mocnosti MT

Sn+1 a MT
Sn~1 s t e j n á znaménka, jest 

2 ( a 2
n + i + a 2

n_i) — a\ \MT
Sn+1\ + \ M T

S n ~ 1 \ 
9 

ít\; (10) 

mají-li ty to mocnosti pro všechny hodnoty indexu n stejná zna
ménka, jest 

6Z\MT
Sn\ = Za\, (11) 

což opět umožňuje jednoduchou měřickou interpretaci uvážíme-li, 
že ]/MT

Sn značí délku příslušné tečny, případně nejkratší půltětivy. 
c) Mocnosti v ý š k o v ý c h p a t Pn. 
Vzhledem ke kružnici (Sn, \an) jest zřejmě (obr. 2) 

( a 2
n + i + a\ — a 2

n _i) ( a 2
n _ i + a 2

n — a 2
r t _ i ) 

MSn
Pn = a„+i,„ а„-i,„ = 

4a»2 

Tutéž hodnotu mají netoliko mocnosti MPJ' a MpA'n, ale 
* * n - n 3 

i MPn
A>n±i, neboť jest v obr. 1 

vn{a\+1 + a\ — a 2
n _i) (a 2

n _i + a\ — a\+i) MP
A'n±i = vndn: 8аnA 

jak plyne z c), z čehož dostaneme týž výraz jako,pro Mpn
sn, do-

2_ 
sadíme-livn = — . J e tudíž v celku 

a n 

\MPJn\ = | J f P / ' n | = | MPn
A'n±l | = | MPJ'\ = 

(g\+i + a 2
n — g ^ - i ) (a 2n-i + g\—a\+i) (12) 

4a*n 

a druhá odmocnina z těchto výrazů určuje délku tečen případně 
nejkratších půltětiv vedených patou Pn v příslušúých p ě t i kruž-
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ničích. Sestrojíme-li tečny nebo nejkratší půltětivy (obr. 3), do
staneme deset koncových bodů, které určují kružnici opsanou 
ze středu Pn poloměrem 

Obr. 3. 

= ---• | V(a\+i + «»2 — o2»-i) (a\-i + <*-» — a\+1) \. '. 

Tímto způsobem dostaneme tri kružnice (P„, rn
M) a můžeme 

ukázati, že jejich střed mocnosti jest v průsečíků výšek V, t. j . 

DlЗб 



že se je j ich t ř i chordály prot ína j í v průsečíku V (obr. 3). 
Uvážíme-li totiž, že ]/Mpn

sn je nejkratší půltětiva kružnice (Sn, \an) 
vedená patou Pn kolmo k An+1An^v že tedy jejími koncovými 
body jde kružnice (Pn, rn

M), dostaneme, že výška PnAn je chordála 
kružnic (Sn,\an), (Pn,rn

M), a mocnost průsečíku V má vzhledem 
k těmto oběma kružnicím stejnou hodnotu, kterou jsme určili 
v 6) t. j . Mv

Sn = dnhn== 

= (a\+i + a\-i — a\) (a\-i + a\ — a\+i) (a\ + a\+i — a\~i). 
32_d 2 

to je však výraz, jehož hodnota nezávisí na indexu n a tedy 
mocnost orthocentra V vzhledem ke všem třem kružnicím (Pn rn

M) 
jest stejná. 

Isotopy.*) 
Rudolf Brdicka, Praha. 

Daltonovým spisem New System of Chemical Pbilosophy, 
který vyšel r. 1808, byla zahájena moderní éra v chemii. V něm 
byly položeny vědecké základy k atomové teorii. 

Základním postulátem Daltonovy atomové teorie byla exis
tence nejmenších nedělitelných částeček nazvaných atomy, z nichž 
je složen každý prvek. Atomy téhož prvku mají podle Daltona 
stejné chemické vlastnosti a jsou stejně těžké; atomy různých 
prvků jsou váhově rozdílné. Tento postulát je dnes pouze zpoloviny 
správný. Dnešní pojem prvku se sice kryje s pojmem, který měl na 
mysli Dalton — že totiž prvek je látka, která má konstantní che
mické vlastnosti a již nelze chemicky rozděliti na další komponenty 
— ale postulát o stejné váze atomů téhož prvku byl přímými dů
kazy vyvrácen. 

Je zajímavo sledovati vývoj názorů na tento problém, než 
se dospělo k jeho definitivnímu rozřešení. 

Daltonův postulát, že váhový poměr, ve kterém se prvky slu
čují odpovídá poměru vah jejich atomů, obrátil na počátku 
XIX. stol. zřetel chemiků ke stanovení atomových vah, v nichž 
byla spatřována fundamentální atomová konstanta. Podle prvých 
.hrubších stanovení byly atomové váhy celé řady prvků přibližně 
celistvými čísly a to vedlo anglického lékaře Prouta (1815) k vyslo
vení hypothesy, že veškeré atomy jsou vlastně polymery vodíku. 
Přesná kontrola atomových vah, kterou provedl ve svých klasic
kých pracích německý chemik Stas, způsobila zavržení této 

*) Předneseno na I. sjezdu pro středoškolskou pedagogiku a didaktiku 
v Praze 1936. • • • • - ' " . 
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