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Dyadische Entwicklungen und Hausdorffsches
Mass.

Vlad. Knichal, Praha.
(Eingegangen am 13. April 1936.)

§ 1. Definitionen und Resultate.
Alle Zahlen in dieser Abhandlung sind reel. Fiir 0 < « < 1 sei

@ =0, iyigly . .. = + + s 4.

die dyadische Entwicklung der Zahl x (zk ist a,lso gleich 0 oder 1 fiir
k=1,23,...), die durch die Forderung normiert ist, daB die
Folge 1,, ty, ?3, . . . unendlich viele Nullen enthalten soll. Ist n > 1
ganz, so bezeichnen wir mit p(x, n) die Anzahl der Nullen in dem
System 1y, 1y, 5. . ., t, und setzen p(x, 0) = 0.

Herr Khintchine!) bewies folgenden Satz. Fiir alle Zahlen

mit 0 < 2 < 1 mit Ausnahme einer Menge vom Lebesgueschen
MaB Null gilt

| plz, ) —4n| _ 1

lim su
n=o P anoglogn V2
In dieser Abhandlung beschiftigen wir uns mit einer Menge M.,
welche folgendermassen definiert ist. Es ser 0 < o. Mt M, wollen
wir stets die Menge aller solchen Zahlen x mit 0 < x < 1 bezeichnen,
fur welche?)
p(x, n) —4n = O(n°)
gilt. Nach dem Satze von Herrn Khintchine ist fiir 0 < « < } das
Lebesguesche MaB der Menge ., gleich Null. Man kann also fiir

1) A. Khintchine, Uber einen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Fund. Math. 6 (1924), 9—20.

?) Ist f(n) > O fiir n > ny, so bedeutet @ (n) = O (f(n)), dass

lim sup M—I

7m) < oo ist.
n=0ow
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eine geeignete MaBfunktion f(x) das Hausdorffsche Mafl der Menge
M, untersuchen. »

N sei eine lineare Menge und f(z) eine positive Funktion fiir
0 < 2 < 1. Essei0 << ¢ < 1. Man iiberdecke IR mit einer hochstens
abzahlbaren Menge S offener Intervalle v, deren Langen3) | v |

simtlich kleiner als ¢ sind. Man setzet) 4 = Zf( || ). Die untere

" Grenze der Zahlen A fiir alle solche Uberdeckungen S wollen wir
mit L,(M, f(x)) bezeichnen. Nimmt ¢ ab, so nimmt L (I, f(x))
offenbar nicht ab, und es existiert daher hm L,(IR, f(x)). Diese Zahl

nennt man das zur Funktion f(x) zugehomge H ausdorffsche’) Maf der
Menge Mt. Wir bezeichnen es mit L(IM, f(x)).

Der Leser findet die Grundeigenschaften des Hausdorffschen
Masses in der unter 5. zitierten Abhandlung. Hier mégen nur einige
von ihnen ohne Beweis angegeben werden. ¢, IM,, . . . seien lineare
Mengen, f(x), g(x) positive Funktionen fir 0 < =z < 1.

1. Ist®) M C M;, so ist LU, f(z)) < LRy, f(=).
2, Ist M =M, + PV, + ..., so ist

L, f(@) < L, f(2) + LRy, f(=)) +
3. Ist lim 9(=) _ 0-und L(M, f(x)) < oo, so ist
z—~0+f( )
LM, g(x)) = 0.

4. Ist f(x) = =, so ist L(IN, f(x)) das duBere Lebesguesche Mafl
der Menge .
fl@) _

Wenn lim = . = @ ist, so kann L(JR, f(x)) > O sein, auch
z=0+

wenn das Lebesguesche Maf3 der Menge I gleich Null ist. Man
kann also das Hausdorffsche MaB fiir eine feinere Klassifikation
der Mengen vom Lebesgueschen Maf Null beniitzen. Wir wollen
diesen Begriff des Hausdorffschen MaBes auf die schon friiher defi-
njerte Menge M. anwenden. Wir wihlen firr die Hausdorffsche
MaBfunktion die Funktion f(z) = f(, ) = x . &8, Wenn M
~vom Lebesgueschen Maf# Null ist, so ist fiir § < 0 auch L(IR,
f(z, B)) = 0 und wenn M unendhchv1e1e Elemente enthalt, so ist
fir g 2 1 LM, f(=, ) = oo.

3) lv[ bedeutet stets die Léange des Intervalls v.
. %) Die Limeso ra,tlonen wollen wir im erweiterten Sinne nehmen.
* 8) F. Hausdorff, Dimension und dusseres Mass, Math. Annalen, 79
(1919), 157—179. ’
%) %? C N bedeutet: M ist eine Teilmenge von N, a e M bedeutet:
a ist ein Element aus M, mit {a, b, c, ...} bezeichnet man die aus den
Elementen a, b, ¢, . : . bestehende Menge
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Wir wollen uns also nur mit dem Falle 0 < # < 1 beschaftigen.
Die Sétze 1 bis 4 und die eben angefithrten Bemerkungen sind fast
trivial; im Folgenden wird iibrigens von ihnen kein Gebrauch ge-
macht. Unser Hauptziel liegt im Beweise des folgenden Satzes.

Hauptsatz. Es sei 0 <f <1, f(x) = f(z,B) = x . e—los)f
firo<e<l, 0<oa<i. Dann ist

I LMa, f(x, B)) =0 fiir 0 <f <1— 2.

II. L(Ma, f(2, B)) = o fiir 1 — 20 < B < 1.

Mit c,, ¢y, ¢35, . .. wollen wir im Folgenden positive, absolute
Konstanten bezeichnen.

Vor dem Beweise des Hauptsatzes wollen wir noch einige
Hilfssitze ableiten.

Hilfssatz 1. Es ses n, k ganz, n > 1, k' =k —4n. Fir | k' [ <
< in gilt dann

<ec e-z’f"/" 1
HE ‘W "
= Cp= 6*3""/", 2
(k) T Vn , 2)

und fir alle k&' gilt - :
(z’) é 6327&6—2’0"/”. (3)
Beweis. Nach der Stu'hngschen Formel ist fiir ganzes n=>1
col/m e—n n <nl < elfnen. nt- (4)

und also fiir ganze n,k mit 1 <k <n—1: '

n n! n n®

- . 5
(k) El(n — k)l <”°Vk(n—k) i — ky—* ®)

’

Man setze ¢ = _2;1111 Dann gllt

V n __]/ ’ n _ 2 6
=B Vit omi—0o Jai—g
und weiter » ’
‘ n" _ n* —
ken — ky—* — (3n(1 + 0))* (3n(1 — @))%
T+eFa—o—* ¥ ,
Wwo _ . ,
logy = — klog(1+¢) — (n—k)log(l—¢) = — 4ng(p)
ist. _ -
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Dabei ist p(z) = (1 + ) log (1 +2)+ (1 ——>x) log (1 — x) fir

0<z<x1l und (p'(x) log ¢'(x) = —Z—E Nach dem

1—

Taylorschen Satze ist
2

(o) = 9(0) + L '(0)+93 "Og) = —2
vl =¢ 1 ? 21 ¥ PO =T "
.mit 0 < O <L 1 und also

n ot 2k 1

nﬂ' R, SE— —_—
— Mg 21—6% _— 9no n 1—6%. (7)

K¥(n — ky»—F

) Fir || < dn, n = 1ist | o | £ 4, also erhalt man nach (5),
(6), (7) die Ungleichung (1).

Fir 1< k< n—1 (dann ist also » > 2) erhalt man nach

(6), (6) (7) 0
M <206 gne—2kn,
(’“) =Vni—gn =
. 2 (n 2 1
Nun ist aber (1 — g?) = n(l—(— (~— — 1)) ) = 4(1 ——) =2
n \2 n
und daher
(’;:) g 032” e-—-2k"ln_

Diese Beziehung (mit eventuell vergroferter Konstante c;) gilt
offenbar auch fir £k = 0 und ¥ = n, n > 1, denn in dlesem Falle
ist &’ = {n und daher

o g—2k"n — 9n g—in — gn(log2—4i)

wo log 2 —} > 0 ist.
Fiir | g | £ 1 erhalt man dhnlich nach (4), (6), (7)

y '_'_L“ n n —— 9n g—3k"n
(")—" k!(n — k)! =L Vk(n-— k) ki (n — k)% = Vn 2

Es sei w = {a, b) ein abgeschlossenes Intervall und » > 0,
ganz. Die Intervalle

v=<a+-2%(b—— a),a +u_——1-(b—~a)>fum_0 L2..,2»—1

wollen wir die zu w zugehérigen Intervalle n-ter Ordnung nennen.
~ Gleichzeitig fithren wir fiir ganzes k > 0 folgende Bezeichnung ein:

p(v,k,w):p(;;“,k)- e
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Der Kiirze halber wollen wir die zu (0, 1) zugehorigen Intervalle
n-ter Ordnung auch Intervalle n-ter Ordnung menmen und statt
p(v, k, 0, 1>) einfach p(v, k) schreiben. Wenn w ein Intervall
ny-ter Ordnung, v ein zu w zugehoriges Intervall ny-ter Ordnung -
(n, = 0, ny, = 0) und z ein innerer Punkt des Intervalls v ist, so
erkennt man leicht, daB v ein Intervall (n, + m,)-ter Ordnung ist
und daB

p(’U, k, w) = P(x: n + k) - p(.’l), nl) (9)
firk=0,1,..., n,ist.

§ 2. Beweis der Behauptung I. des Hauptsatzes.

1. Es sei 0 < <4, 0 <p <1— 2x. Man wiahle &' so, daBl
f<<1l—2x <1—2x gilt. Mit C,, C,,... wollen wir nur von
o, o', B abhéngige positive Konstanten bezeichnen.

Es sei a ganz, )

‘ 2
a > Max (2, C,'—2¥, C,); (10)

die Konstanten C,, C; bestimmt man erst spiter. Fiir ganzes
n, 2> a sei N(n,) die folgendermassen definierte lineare Menge.

Fir:=0,1, 2, ... setzen wir?)
1
n; = [nyel—2+"], (11)
Fir:=1,2,... sei r, = n; — n;_—;.

Fiir ganzes ¢ > 2 ist nun (nach dem Mittelwertsatze)
1 1 ‘ 2
5 z nlil—sz’ — 7b1(’i J— 1)1—20‘ (1/ J— ]_) 1T—2a' __ 1

v

S — 2 —
TR -
= T —2a) (1 —1)1—2
und fiir ganzes ¢ > 1 also,
ri = Conyt 13;2"" . (12)
Fiir n; > C; und fiir ganzes ¢ > 1 ist deshalb
- B 2!

2n, 112" < 10y myst =2+ < dr, (12')

Mit Vi (k > 1, ganz) bezeichnet man die Menge aller abge-
schlossener Intervalle m-ter Ordnung v, fiir welche folgende
Ungleichungen gelten:

7) [E] bedeutet die grosste ganze Zahl, die hochstens gleich £ ist.

109



| p(v, mg) — dmi | < m*'it 2, ¢ =1,2,..., k. (13)

Py soll im Folgenden die Anzahl der Intervalle aus V; bezeichnen.
Man setze nun®)

o Vi
N(n,) = kf;[l 2 v. (14)
: Es sei o > 0, ¢ > 0. Man wihle ein ganzes £ > 1 so, daB die
Ungleichungen

ﬂkl—2o¢‘

< @ 2(n,—4—*) Cy)t em <e (15)

2nk——l
gelten. Dies kann man wegen (10) und wegen f <1 — 2&' ver-
wirklichen. Dann kann man J(n,) durch das abgeschlossene Inter-
va.llensystem Vi, also auch durch ein System von P; offener Inter-
valle iiberdecken, deren Liéngen simtlich kleiner als o 2 sind. Es
ist also

L), f(z, ) < s

D1; Dos - - -, Dk seien ganze Zahlen, fiir welche

2
eme—1Plogf2 P, < S emPlog?2 P, (16)

«!

. |ps—3m| <mf .2 mit 1 =1,2,...,k (17)
gilt. Nach (17) und (12') ist ' '
| —dm | St < i =in, (18)
“und fiir ¢ = 2,3,...auch

IP:‘“—Pi—l—%(ni—-”i—l)l | pi—dmi| + | i —dmia | S

< 2nf i < 47 = (i — ni—y). (19)
Es gibt genau ’

Gl =2 Gz (e =)

also nach (1) aus Hilfssatz 1 wegen r; > 1 [siehe (12)] und wegen
o

(18), (19) hochstens V:———— 2"k Interva.lle m-ter Ordnung v,
. Ty . T
fiir welche T
pv,n)=p; mit 1 =1,2,...,k (20)

8) Zv bedeutet die mengentheoretische Summe der Intervalle v.



ist. Damit die Intervalle ni-ter Ordnung v, fiir welche (20) gilt, die
Elemente aus V; seien, so miissen die Beziehungen (17) fir ¢ =
=12 ...,k erfullt sein. Man hat also fiir die Wahl der Zahl p;

hﬁchstens 2ny zl*zé" + 1 <307 7,1*2“ Moglichkeiten. Es ist
also nach (12),

3k k *

= L P ——————————— 2"’0 'nk“ (k' _2“ ..<__
V"1 Ty . —
! 3

g Olknlk(a'_g) (k!)_l‘—mx' ong (k[)l——w — Cl’”n{‘(*—"")" .9
und weiter nach (16), (11) und (15)

]

Lo(R(ny), f(z, B)) < 2 (ny—G—C, )k , eni's 120002 < ¢,

Da & > 0 beliebig gewahlt worden ist, so ist L[ N(n,), f(z, B)] =
und weiter

L), {(z, f) = 0. (21)
2. Konstruieren wir jetzt die Menge PR = Z N(n). Dann ist

Ma C P.

Beweis. Es sei xe My, also 0 <z < 1 und p(x, n) = 4n +
+ O(n°). Dann gibt es n; = a ganz so, daB fur alle ganze n > n,
folgende Beziehung gilt (&' > «)

| ple, n) — 4n | < n+. (22)

Es sei 4 > 1, ganz. Der Punkt x ist wegen (22) ein innerer Punkt
eines Intervalles ni-ter Ordnung v, wo n; durch (11) definiert ist.
Nach (9), (22) und (11 gilt dann fiir dieses Intervall | p(v, n;) —

n=a

——%n.l < m < myHii— 2“’ Der Punkt z liegt also fiir jedes ¢ > 1.
.in z v also auch in N(n,) also in P.

"3. Nach (21) ist L(N(n), f(x, f)) = 0 fir n = a. Es sei nun
0<po<l, e>0. Uberdecken wir die Menge N(n) mit einer
hochstens abzihlbaren Menge offener Intervalle W,, von denen
jedes kleinere Linge als ¢ hat, und so, daB '

Wy e

ist. Die Menge i Wa besteht aus einer hochstens abzihlbaren
n=a

Menge offener Intervalle, sie iiberdeckt f und nach dem 2. Abstaze
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auch IM,, und die Linge jedes einzelnen Intervalls ist kleiner als g.
Es ist also

Ly(Ma, f(, B)) < - <¢

3
s
NJ@,

fiir beliebiges ¢ > 0, o > 0. Deshalb ist L(M., f(x, B)) = 0, w. z.
~ b.w.

§ 3. Beweis der Behauptung II. des Hauptsatzes.
1. Es sei
0<a<d 1—2x<pB<l. (23)
Wir wihlen &’ und ¢ so, daf3
1—2<1—2 <B, (142 o <& 0<e<} (24

gilt. Mit C,, C,, . . . wollen wir positive nur von «, &', 8, ¢ abhingige
Konstanten bezeichnen.

Es sei r > 1, ganz, w ein abgeschlossenes Intervall. Dann
wollen wir jedes zu w zugehorige Intervall r-ter Ordnung v, fiir
weches die Beziehungen

|p, b, w) — 3k | < rite +1 mit £k =1,2,8,...,7r (25)

gelten, ein untergeo'rdnetes zu w zugehoriges Intervall r-ter Ordnung
nennen.

Fir r > C, 1st
At l<jr (26)

und das untergeordnete Intervall v enthélt also keinen Endpunkt
des Intervalls w, denn sonst wire p(v, r, w) gleich 0 oder .

Hilfssatz 2. Es sei r > C,, ganz, I ganz |1 — yr | < ]/77. Mit P
bezeichne man die Anzahl der untergeordneten zu w zugehorigen Inter-
valle r-ter Ordnung v, fur welche p(v, r, w) =1 ust. Dann ist P >

S G
o,
~

Beweis., Fir k =1,2,...,r soll 4; die Anzahl derjenigen
(zu w zugehorigen) Intervalle r-ter Ordnung v bedeuten, fiir welche

| p(v, b, w) — 3k | > rite + 1, p(o, r, w) =1 (27)
ist. Die Anzahl aller Intervalle r-ter Ordnung mit p(v, r, w) = [ ist

gerade gleich (2) und daher ist

Pg(;)—-kﬁ 4z (28)

=1



Esseik ganz, 1 < k < r— 1. Dann ist offenbar nach (27)

il e ) O B

wo man in X’ iiber alle ganze p mit p > 3k + i+ 4 1 und in 2"
iiber alle ganze p mit p < 4k —rite — 1 summiert. Man setze
p' =p—4k, I =1—4r. Nach (3) im Hilfssatze 1 ist

R\ (r—k X
Ay =2 ) <2l 2e * r—k =
(p) (l —p) =
’ e _J(rp'—kl')
— 6322’6 r 3'e ~rth(r—k)

Die Funktion (ra — kl')? ist fir « > ri+e wachsend, denn es ist
|| < J/r und » > 1. Deshalb ist

__2_lg (ra:—lrl’)'
Alk _<— 0322’€ r fe FTr(r—k) dx

rhte

Fiihrt man statt « die neue Variable 4 durch die Gleichung u =
2 s «
= VW:]C—) (r& — El’) ein, so erhilt man

A’k g_ 6322' l/u f e—u! du, (30)
= 2r
Yy

wo wegen k < r und wegen |1’ | < J/r die untere Grenze y min-
Vﬁr.r‘*(r‘—l) V2rrs-——l) '

Ver(r —%) Vkir — %)
Durch partielle Integration erhalt man fiir y > 0

fru' du ='—[e_u'] —,}f < '. (31)

Nach (30) und (31) ist also

destens gleich

k(r—k) _grot=u*
——e " kr—¥) .
4r(re — 1) Vr

A’ < c22r
Daher ist fir r > C, .
A < e 2r)rer™. (32)

Aus Symetriegriinden oder durch eine analoge Berechnung erhalten
wir

203



(st e

Da A4, = 0 ist, so ist nach (29), (32) und (33)

,
> Ar S 2 r¥ ™.
k=1

. Fiir r > Cj ist also

A4, < =
‘ ;Zl e“]/
Weiter ist nach (2) im Hilfsatze 1 fiir » = Cy
31"

(r) %o > % o

Vr e"]/r

und deshalb fiir r > €, = Max (Cj, C) nach (28) und (34)

(34)

C
P = Ay > 9r — 395
( ) g * 2¢3 ]/r Vr
- 2. Essei 4 > 0. Wir wahlen n, ganz so, daB es folgende Bedin-
gungen erfiillt:

1y, > Max (2, Cy, Oy, 015: C1e> C1a, Chg)s (35)
Cyony—Peflosfe = AC,,.

Dabei sind Cy, C,, usw. Konstanten, die man erst spiter bestimmen
wird. Man setze
1

1 ' Ryl BP
e = 5w m=[nl.zl*2"] firt:=1,2,...

und 7y = ng —mi—y fiir 1 = 2,3, ... Dann ist
1 1
g2 <my <yl fiar i =1,2, ... (36)
und weiter (nach dem Mittelwertsatz) fiir ¢+ = 2,3, . ..
' 1 1
r S — (i — 1) 1<
2a’ 20 g (37)

é 7 T__:—l_____ @1—26 + 1 < 07'"'1@ 1—2a
1 1
' 2_ nliil-—'za' —_ nl(i N 1)1-—-20' —1 g

Sp 1 sz—%;' 1> C. '%? - 8)
=_.—~n1 1_2a1‘(?’_— ) - = Snll" M :



Fiirr n, = C, ist
' 7> Max (O, Cy) (6=2,3,...). (39)

Es gei ¢ > 1, ganz. Jedes Intervall n;-ter Ordnung v heif3t ein
Intervall i-ter Stufe, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

| plo, ) — b | < Cygmyd T2, (40)

wo (g = )0y ist. '

Wir wollen nun normale Intervalle i-ter Stufe durch vollstandige
Induktion definieren. Wir nennen jedes Intervall erster Stufe
normal. Es sei ¢ > 1 ganz. Setzen wir voraus, da wir schon die
normalen Intervalle i-ter Stufe definiert haben. Dann nennen wir
diejenigen Intervalle (¢ + 1)-ter Stufe normal, die einem normalen
Intervalle i-ter Stufe untergeordnet sind.

3. Es sei 1 > 2, ganz, w ein Intervall (¢ — 1)-ter Stufe. Mit
N (w) bezeichnet man die Anzahl der normalen Intervalle i-ter Stufe v,
die in w enthalten sind. Dann ist (fir n, > C},)

N(w) = Cym*—2 2 > 0. (41) /
Beweis. Ist p eine ganze Zahl mit
[ p—dmi | < Cygng'st—2, (42)

dann sind alle zu w zugehorige untergeordnete Intervalle 7;-ter
Ordnung v mit

p(v, 15, w) = p — p(w, n;—;) normal. (43)
Die Anzahl dieser ‘Intervalle ist nach Hilfssatz 2 gleich }
C,
P(p) > 22 21, (44)
Vri

Es ist namlich nach (35) und (39) r; = C, und nach (43), (42) (40),
(38)Wegen Gy = ‘H/Os

l p — p(w, mi—y) — ¥73 | Slp—dn |+ | p(w ni—1) — }ni—l I<
< 01 nl ?/1_2'1 + Clonl ("r _ 1)1—20 < V}:
Die Anzahl der Zahlen p, welche die Bedingung (42) erfiillen, ist

mindestens gleich 2C; nlazl—zﬂ — 1. Es ist also nach (44), (37)
fir n, > Cpp

! !

Nw) 2 Cumy#iT= VL_ =
e ’"'1
4. Fir 1 > 1 ganz ses V; die Menge aller normalen Intervalle . .

- (Casopis pro péstovin{ matematiky a fysiky. 15 205



t-ter Stdfe. "Es ser
. : Vi . '
Mi=Sv, N=7R,.N. N ...

a) Hs set xeMN, k>0 gané Dann st x ein tnnerer Punkt
eines Intervalls k-ter Ordnung

Sonst kénnte man ¢ > 2 ganz so wahlen daB n;—; > k ware.
Da x ¢ N ist, so gibt es in V; ein Intervall v, das z enthilt. v ist
einem Intervalle w (¢ — 1)-ter Stufe untergeordnet. x miilte wegen
ni— > k ein Endpunkt dieses Intervalls sein, was mit dem 1. Ab-
satze wegen (35) und (39) im Widerspruch steht. Speziell ist also
o<z<l

b) Es gilt .
N C M. (45)

In der Tat sei » ganz, n > n,. Dann gibt es ¢« > 2 ganz so,
daB n;_; < n < n;ist. Es sei e N. Es gibt ein Intervall ve V;
so, daB z nach a) sein innerer Punkt ist. Es sei we Vi, v C w.
Nach (9) ist

p(z, n) = p(v, n — ni—1, w) + P(&, Ni—1) =
= p(v, n — ni—y, w) + p(w, ni—1)

und also nach (25), (40), (24), (37)

Lp(@, n) —4n | < | p(v, 0 —mi—s, w) — §(n —mi) |

+
+ | pw, 1) — $miq | < ribte 4 1 + Cu® i <
‘(1+2e)
< 07“%1”% 1—2a' + c, nla“—-za +1 <

< Ki =% ,g K'(t— 1)1~_2¢’ <K' < K'ne,
_wo K,K', K" nur von «, &, B, &, n; abhéngig sind. Daraus folgt
p(z, n) — 3n = O(n°) also z ¢ M.

5. N ist eine abgeschlossene Menge, denn sie ist ein Durchschnitt
abgeschlossener Mengen

Es sei + > 1 ganz und w ein normales Intervall i-ter Stufe. Dann
ist der Duirchschmitt w . N nicht leer.

Nach dem Absatze 3 ist namlich N(w) > 0 und es gibt daher
ein normales Intervall (¢ 4 + 1)-ter Stufe w,, welches in w enthalten
~ ist. Ahnlich enthélt auch w, ein normales Intervall (i + 2)-ter
- - Stufe w, usw. Die Intervalle w D w; Dw; D . .. sind abgeschlossen
‘und der Durchschnitt w . w; . wy. ... ist also nicht leer. Er enthalt
- also mindestens einen Punkt =. Es ist nun aber wg C Ni4x fiir
jedes ganzek > 1 und wC I C M C...
: 6. Man iiberdecke nun i, mit einer ‘hochstens abzihlbaren
. Menge offener Intervalle 8, wo die Liénge eines jeden Intervalls



kleiner als p ist. Die Menge § iiberdeckt nach dem Absatze 4b auch
die Menge M. N ist nun beschrinkt und abgeschlossen (siehe
Absatz 5); daher ist es moglich aus S ein endliches System S’
offener Intervalle herausnehmen so, da S’ auch 0 iiberdeckt. Man
fiige jedem Intervalle aus S’ seine Endpunkte hinzu. So erhalt
man ein endliches System S” abgeschlossener Intervalle.
Es ist dann (p < 1)
S“

SH1o 1L B <SH ol f). (46)

EsseiweS", w' =w.0,1). Ist | w' | > 0, s0seit > 2 die kleinste
ganze Zahl, fiir welche das Intervall w' mindestens ein Intervall

ni-ter Ordnung enthilt (w’ enthdlt wegen g = 2_}u also kein

Intervall n;_-ter Ordnung). Es sei Q(w) die Menge aller Intervalle
ni-ter Ordnung, die einen nicht leeren Durchschnitt mit w’ haben.
Die Anzahl der Intervalle in Q(w) ist hochstens gleich 2% | w' | 4 -
+ 2 < 3| w'|. 2%, denn die Linge jedes Intervalls z;-ter Ordnung

ist gleich i
2m

Da |w’[§2~.27i1;—1,ﬁ<list, 8o ist

S0l B) < 31w | 2] 0] dtos? < 3| | eniosd? <

’ < 3|w| e(—loglw'|f g(n;log2)f —(—loglw'|)P < (47)
< 3| w|et—loglwhf emf—nf_)ogP2+®f —m, —1)P)logfz <
< Cuf(lwl], B)eds.

Der Kiirze halber haben wir 4; = (n. —nly) logiB 2fiirt=2,3,.
gesetzt Wir ersetzen in §” ]edes Intervall w durch das System
Q(w). Die Intervalle w, fiir welche | w' | = 0 ist, lassen wir weg.
Somit erhdlt man ein endliches Intervallsystem S” mit folgenden
Eigenschaften: Zu jedem Intervall v aus 8" gibt es eine ganze Zahl
t 2> 2 80, daB das Intervall v ni-ter Ordnung ist. 8” iiberdeckt Jt.
Mit S”; bezeichnet man dle Menge aller Intervalle n;-ter- Ordnung
aus 8”.
Es sei k > 2 die groBte ganze Zahl, fur welche in §” Intervalle
ng-ter Ordnung vorkommen. Dann ist nach (46) und (47)
k S Ul
ze-*2f o], ﬂ)SCnEf(IvI B). (48)
P :
7. Man bezeichne mit U Systeme von (endhch vielen) Inter-
vallen mit folgenden Elgenscha.fben . _
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a) Jedes Intervall des Systemes ist n;-ter Ordnung mit £ >
2121
b) Das System iiberdeckt 9.

Die Anzahl der Systeme U ist endlich und es gibt daher ein
solches System W, fiir welches der Ausdruck

v;
V) = 343 f(1v1,5) (49)

den Minimalwert annimmt. Dabei bedeutet U; die Menge der Inter-
valle n;-ter Ordnung, die in U vorkommen und auBlerdem haben
wir e4: = n,}f gesetzt.

o) Zwei Intervalle v, v aus W haben hochstens einen
Punkt gemeinsam. Denn sonst wére bei geeigneter Bezeichnung
v C v. Dann wire offenbar W — {v} auch ein U-System und fiir
dieses wire (W — {v}) < (W), was mit der Voraussetzung in
"~ Widerspruch steht. A
© B EsseiveW; 0 =1,2,...,k). Wegen der Minimaleigen-
schaft der Menge W gibt es in v mindestens ein Punkt z ¢ t. Da die
Endpunkte von v nach dem Absatze 4a nicht in N liegen, so ist =
ein innerer Punkt in ». Daraus folgt v ¢ V;. Das Intervall » ist also
ein normales Intervall i-ter Stufe.

) Nehmen wir an, daB k > 2 ist. Es gibt in W} ein Intervall v.
Dieses ist nach f) normal und k-ter Stufe. Es ist in einem normalen
Intervall w (k — 1)-ter Stufe enthalten. Nach «) ist nicht we W.-
Mit R(w) bezeichnet man die Menge aller normalen Intervalle
k-ter Stufe, die in w enthalten sind. Thre Anzahl hat man in
Absatz 3 mit N(w) bezeichnet. Jedes Intervall v aus R(w) enthalt
nach Absatz 5 mindestens einen Punkt z, der in 9t liegt. Dieser
Punkt muB nach dem Absatze 4a ein innerer Punkt eines Inter-
valls w aus. W.sein. Wenn w von einer niedrigeren Stufe als v wire,
so wire w C w und also auch v C w, was nach «) unmoglich ist.
Das Intervall w ist also k-ter Stufe und deshalb w = v. Daraus folgt
R(w) C W. Das System W, = W — R(w) + {w} ist offenbar auch
ein U-System und nach (49), (41) ist

| ¢(H’o) = ¢(W) — e 4k N(w) e(nklog 2)8 +

+ e—4k—1 -2”: n ey —110g2)? <

. §¢( W)..... Cnma’—i 2”:—1 e(nk___llogz)é + e—4E—1

1 enp — 11082)5,
—1 ~
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also

—3
(W) < P(W) — Zp— em—11o82f (O — mpp—e'e—4z—1). (50)

Nun ist fiir £ > 3 nach dem Mittelwertsatze und nach (38),
(36), (24)

Ak—] = (nﬁk_l — nﬂk__g) logﬂ 2 g ﬂrk_mg:{ log" 2 _2___
20! —1

> B0, (k— 127 . np—1 (k — 1)'=27 log? 2 > O,y
Fiir n, > Cy;, k > 3 ist also '

Cy — np—e—4p—1 > 0, (51)
Fir &k = 2, n; > Cy4 ist
‘ Oy —mip—ve—4 = Oy — ny}1—2"—h > 0 - (52)

und also nach (35), (61), (62) und (50) @(W,) < @(W) gegen die
Voraussetzung. Es ist also notwendig ¥ = 1 und W = ‘

Da nach dem Absatze 6. 8” auch ein U -System 1st, 8o ist
nach (48), (49)

v, k S s '
n18 D v e—1sl ) < e—di 3 f(| v, B) < C2f( vl B). (53)
v i=2 v v

" 8. Es sei N die Anzahl der Intervalle erster Stufe. Dann ist
N = Z( ), WO man in 2 iiber alle ganze Imit |[I—in | <
< Cim®™ summiert. Fiir n, > Oy ist Cygny® < ]/n1 < in, und also
| | [=l—3nm| < ]/n1 < 4m,. Nach (2) im Hilfssatze 1 ist nun
7;1 > ¢y 2n e—3; also ist fiir n; > Cy5, N > Oygn,@—% 2m. Deshalb
ist nach (24) (35)

e 2 (1], B) = Cromy—Pemfos > ACh, (54)

o s
Aus (53) und (54) folgt dann X f(|v|,B) > 4. Das gilt fiir alle
v

mogliche Uberdeckungen 8, die aus hochstens - abzihlbarvielen
offenen Intervallen, die kleiner als o sind, bestehen Daraus folgt

4 < L, flz, B) < LM, (=, ﬂ))
Da A4 beliebig groB gewihlt werden durfte, so ist L(M., f(z, B)) = o

%*
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- Dyadické rozvoje a Hausdorffova mira.
(Obsah ptedeslého (":lénku)

Pro 0 < 2 < 1 budiz x-—OzIzzzs...— + 2+ ...dya-

dicky rozvoj &fsla z (ix tedy rovno bud 0 neb 1) normovany poza-
davkem, aby posloupnost 4;, ¢, s, . . . obsahovala nekoneéné mnoho
nul. Ozna.éme p(z, n) podet nul v systemu Ty, Ugy « « 5 In

BudiZ f(z) > 0 pro 0 < z < 1 a It né&jaké line4rn{ mnoZstvi.
Budiz 0 < o < L. Pokry]me W nejvyse spoéetnym mnozstvim N

otevienych intervald kratSich neZ g a utvorme vyraz A = Z f(lvl),

kde | v | je délka intervalu » € S. Doln{ hramm soudti 4 pro viechna
takové pokryti S oznadme L,(IM, f(x)). Jestlize g klesd, L,(IR, f(x))
neklesd a existuje tedy limita -

L(IR, f(=)) = hm L Le(M, f()),

llzterou nazyvame Hausdorffovou mirou mnozstvi 9)? piislusnou
z)

A ‘BudiZz 0 < & < . Souhrn ¢&isel z, pro kterd 0 < # < 1 a pro

kterd p(x,n) = n + O(n®) oznaéme WM. Budiz f(z, f) =

=x.e8 pro 0 <z <1, 0<p<1. V piedeilém &lanku

jsme dokézali tuto vétu. A
Je-li 0 < B <1—2x je L(Na, f(,8)) =0 a jeli 1 —2x <

<B<1je LD flz, f)) = oo
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