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Dyadische Entwicklungen und Hausdorffsches 
Mass, 

Vlad. Knichal. Praha. 

(Eingegangen am 13. April 1936.) 

§ 1 . Definitionen und Resultate. 

Alle Zahlen in dieser Abhandlung sind reel. Für 0 <̂  x < 1 sei 

x = 0, w 3 . . . = | + -|- + | L + . . . 

die dyadische Entwicklung der Zahl x (ije ist also gleich 0 oder 1 für 
k = 1, 2, 3, . . .), die durch die Forderung normiert ist, daß die 
Folge il9 i2, iz, . . . unendlich viele Nullen enthalten soll. Ist n >̂ 1 
ganz, so bezeichnen wir mit p(x, n) die Anzahl der Nullen in dem 
System il9 i2, i3. . ., in und setzen p(x, 0) -= 0. 

Herr Khintchine1) bewies folgenden Satz. Für alle Zahlen x 
mit 0 <I x < 1 mit Ausnahme einer Menge vom Lebesgueschen 
Maß Null gilt 

lim sup lffi»»>-j?J = JL. 
n=oo ynloglogn ]/2 

In dieser Abhandlung beschäftigen wir uns mit einer Menge ffia, 
welche folgendermassen definiert ist. Es sei 0 <1 <x. Mit' ffia wollen 
wir stets die Menge aller solchen Zahlen x mit 0 <̂  x < 1 bezeichnen, 
für welche2) 

p(x, n) — \n -= 0(na) 
gilt. Nach dem Satze von Herrn Khintchine ist für 0 <I oc <I -J- das 
Lebesguesche Maß der Menge 9fta gleich Null. Mari kann also für 

x) A. Khintchine, Über einen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Fund. Math. 6 (1924), 9—20. 

2) Ist f(n) > 0 für n > w0, so bedeutet q>(n) = 0 (/(n)), dass 

I ?(») I lim sup ' \; ' ' < oo ist. 
n=oo /(n) 
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eine geeignete Maßfunktion f(x) das Hausdorffsche Maß der Menge 
9Jla untersuchen. 

9Jt sei eine lineare Menge und f(x) eine positive Funktion für 
0 < x < 1. Es sei 0 < g < 1. Man überdecke 9K mit einer höchstens 
abzählbaren Menge 8 offener Intervalle v, deren Längen3) | v | 

s 
sämtlich kleiner als Q sind. Man setze4) A — yf( \ v \ ). Die untere 

V 

Grenze der Zahlen A für alle solche Überdeckungen S wollen wir 
mit LQ($R, f(x)) bezeichnen. Nimmt Q ab, so nimmt LQ($Jt, f(x)) 
offenbar nicht ab, und es existiert daher lim LQ(M, f(x)). Diese Zahl 

c=o+ 
nennt man das zur Funktion f(x) zugehörige Hausdorffsche5) Maß der 
Menge 9ft. Wir bezeichnen es mit L($t, f(x)). 

Der Leser findet die Grundeigenschaften des Hausdorffschen 
Masses in der unter 5. zitierten Abhandlung. Hier mögen nur einige 
von ihnen ohne Beweis angegeben werden. )fft, 9Rl5 . . . seien lineare 
Mengen, f(x), g(x) positive Funktionen für 0 < x < 1. 

i. ist«) m c a»x, so ist L(>m, /(#)) £ L(mx, m). 
2. Ist Wt = 9KX + 3Jt2 + . . ., so ist 

• L(M,f(x))£L(mvf(x)) + L(m2,f(x)) + ... 
3. Ist lim f^f = 0 und L(Wt, f(x)) < oo, so ist 

L(m, g(x)) =- 0. 

4. Ist f(x) = x, so ist L(W, f(x)) das äußere Lebesguesche Maß 
der Menge SR. 

f(x) 
Wenn l i m ; - ^ = oo ist, so kann L($l, f(x)) > 0 sein, auch 

#=0+ X 
wenn das Lebesguesche Maß der Menge 9Jt gleich Null ist. Man 
kann also das Hausdorffsche Maß für eine feinere Klassifikation 
der Mengen vom Lebesgueschen Maß Null benützen. Wir wollen 
diesen Begriff des Hausdorffschen Maßes auf die schon früher defi­
nierte Menge fflta anwenden. Wir wählen für die Hausdorffsche 
Maßfunkfcion die Funktion f(x) == f(x, ß) = x . e<-l0®< Wenn Wt 
vom Lebesgueschen Maß Null ist, so ist für ß <£ 0 auch L(Sft, 
f(x, ß)) == 0 und wenn ffll unendlichviele Elemente enthält, so ist 
für /S ^ 1 L(Wt, f(x, ß)) = o o . 

f)' |-t>| bedeutet stets die Länge des Intervalls v. 
4) Die Limesoperationen wollen wir im erweiterten Sinne nehmen. 
5) F. Hausdom, Dimension und äusseres Mass, Math. Annalen, 79 

(1010), 157—im 
*) Wt C 9i bedeutet: 991 ist eine Teilmenge von 91» a € SO? bedeutet: 

a ist ein Element aus 9R» mit {af b9 c,. ..} bezeichnet man die aus den 
Elementen a9 b, c,. *. bestehende Menge. 



Wir wollen uns also nur mit dem Falle 0 < ß < 1 beschäftigen. 
Die Sätze 1 bis 4 und die eben angeführten Bemerkungen sind fast 
trivial; im Folgenden wird übrigens von ihnen kein Gebrauch ge­
macht. Unser Hauptziel Hegt im Beweise des folgenden Satzes. 

Hauptsatz. Es sei 0 < ß < 1, f(x) = f(x, ß) = x . e f - W 
für 0<x<l, 0<oc<\. Dann ist 

I. L(ätta, f(x, ß)) = 0 für 0 < ß < 1 — 2oc. 
II. £(3K0, f(x, ß)) = oo für 1 — 2oc < ß < 1. 
Mit c_, c_, c3, . . . wollen wir im Folgenden positive, absolute 

Konstanten bezeichnen. 
Vor dem Beweise des Hauptsatzes wollen wir noch einige 

Hilfssätze ableiten. 
Hilfssatz 1. Es sei n, k ganz, n_>l,k' = k — \n. Für | k! \ <_ 

__ \n gilt dann 

~e-wi% (1) 

y* 

ö̂ lr3*'*'"' (2) 
©-*£ 

und für alle k' gilt 

© 5_ c 2ne-2k'Чn. (3) 

Beweis. Nach der Stirlingschen Formel ist für ganzes n _> 1 

c$n e~~n nn <Ln\ __ c5]/n e~n . nn * (4) 

und also für ganze n, k mit 1 __ k __ n — 1: 

ln\ __ _________ <- 1 / n _/*_ ^ 
W ~~ k\(n — k)\ — Cfl |/ k(n — k) k\n—k)n-k K } 

2k' 
Man setze p = — . Dann gilt 

n 

Ъ n n 
k(n—k) 

und weiter 
nn n\ 

M1 + Q) **(- — Q) ]/n(l — Q*) 
(6) 

k\n — &)*-* (in(l + Q))* (_*{1 — <?))»-* 
2n 

_ on 7 / 

(i + e)*(i-e)»-~ -y> 
wo 
logy = — &log(l + e) — (n — k)\og(l — Q) = — \n<p(Q) 
ist. 

4 
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Dabei ist <p(x) = (1 -f x) log (1 + x) -f (1 — x) log (1 — x) für 

x < 1 und 9?'(#) 

Taylorschen Satze ist 

0 < x < 1 und ^'(a;) = log , 9?"(#) = z ^ Nach dem 
JL —— •*/ JL -— x 

Є „-/лч , É?2 » / - 4 t?" 
<P(Q) = y(0) + f- <P'(0) + | j </(6>e) -= "-zf-ji-i 

. mit 0 < © < 1 und also 

nn « •' -»" 
- -__—-—=- = 2» e 2 ^ V = 2n e n ^ « V . (7) 
kk(n — k)n~k v ' 

Für | &' | <I \n, n >̂ 1 ist | Q | < £, also erhält man nach (5), 
(6), (7) die Ungleichung (1). 

Für 1 <I & <1 n — 1 (dann ist also n _: 2) erhält man nach 
(5),T6),(7) 

/n\ < ̂ A 2n «--*"/». 
\*/ —yn(l— Q2) 

Nun ist abern(l-^)^n/l-/|||-lJJ2J = 4/l-^J = 2 

und daher 

© ^ c32" e-2*'X 

Diese Beziehung (mit eventuell vergrößerter Konstante c3) gilt 
offenbar auch für k = 0 und .fc = n, n I> 1, denn in diesem Falle 
ist k' = £n und daher 

2n g—2&"/n — 2W e—2n = ew^ l o g 2—i) 

wo log 2 — | > 0 ist. 
Für | e | ̂  -j- erhält man ähnlich nach (4), (6), (7) 

/n\ nl > ] / n n* JL_ 
\k) k\(n — k)\ = 7 \ k(n — k) kk(n — k)n~k ~ *]/ü 

v Es sei w = <a, 6> ein abgeschlossenes Intervall und n I> 0, 
ganz. Die Intervalle 

v = < ^ + |;(&—a)»« + L J^(*—a)\für i = 0, 1,2,...,2»—1 

wollen wir die zw w zugehörigen Intervalle n-ter Ordnung nennen. 
Gleichzeitig führen wir für ganzes k I> 0 folgende Bezeichnung ein: 

jK^*>«*) = P(^*V (8) 
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Der Kürze halber wollen wir die zu <0, 1> zugehörigen Intervalle 
n-ter Ordnung auch Intervalle n-ter Ordnung nennen und stat t 
p(v, k, <0, 1 » einfach p(v, k) schreiben. Wenn w ein Intervall 
%-ter Ordnung, v ein zu w zugehöriges Intervall 7i2-ter Ordnung 
(ni ^ ö, n2 I> 0) und x ein innerer Punkt des Intervalls v ist, so 
erkennt man leicht, daß v ein Intervall (nx -f- n2)-tev Ordnung ist 
und daß 

p(v, k, w) = p(x, n± + k) — p(x, n±) (9) 

für k = 0, 1, . . ., n2 ist. 

§ 2. Beweis der Behauptung I. des Hauptsatzes. 

1. Es sei 0 < oc < %, 0 < ß < 1 — 2oc. Man wähle oc so, daß 
ß < 1 :— 2oc < 1 — 2oc gilt. Mit Cl5 C2, . . . wollen wir nur von 
oc, oc', ß abhängige positive Konstanten bezeichnen. 

Es sei a ganz, 

a > Max (2, C1-*«', Cz); (10) 

die Konstanten Cl9 C3 bestimmt man erst später. Für ganzes 
nx ^> a sei 9t(^i) die folgendermassen definierte lineare Menge. 

Für i = 0, 1, 2, . . . setzen wir7) 
I 

m = [n1i
1"2a']. (11) 

Für i = 1, 2, . . . sei r$ — n% — n%—\. 

Für ganzes i ^> 2 ist nun (nach dem Mittelwertsatze) 

_L_ _ L _ n ' J^L. 
U ;> nj1-*"' — n±(i — l ) 1 - 2 " ' — 1 :> — \ - (i — l ) 1 - 2 * ' — 1 ;> 

1 — 2oc 
> '"*• / , ' I \1—2<x' 

= 2(1 - 2«') (* X) 

und für ganzes i ^> 1 also, 
2л' 

n ^ C 2 V i- 2 - ' - (12) 

Ftir nx > C3 und für ganzes i ^> 1 ist deshalb 
<x' 2<x' 

2nf'i1-2«' < \C2 nj1-*«' £ \n. (12') 

Mit Vk (k ^> 1, ganz) bezeichnet man die Menge aller abge­
schlossener Intervalle njc-ter Ordnung v, ftir welche folgende 
Ungleichungen gelten: 

7) [f] bedeutet die grösste ganze Zahl, die höchstens gleich £ ist. 
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I P(v, m) ~\ni\< nf'fi-*«', i = 1, 2, . . ., k. (13) 
Pjc soll im Folgenden die Anzahl der Intervalle aus V*. bezeichnen. 
Man setze nun8) 

9*(»i)=n2* (i4) 
Es sei q > 0, e > 0. Man wähle ein ganzes k I> 1 so, daß die 

Ungleichungen 

2^Zi < Q, 2{nr<*-'> Ctf e^l~2*' < e (15) 

gelten. Dies kann man wegen (10) und wegen ß < 1 — 2<x' ver­
wirklichen. Dann kann man ?l(%) durch das abgeschlossene Inter­
vallensystem Vh, also auch durch ein System von Pk offener Inter­
valle überdecken, deren Längen sämtlich kleiner als _ 1 sind. Es 
ist also 

Lee$iCh), /<*, ß)) £ -z^«**-1*0* p^-&iC"*W2 •Pt- (16) 

Pi> P& • • .J Pt seien ganze Zahlen, für welche 

\Pi — \ni\<n\ . i1-2*' mit % = 1, 2, . . ., fc (17) 
gilt. Nach (17) und (12') ist 

I Pi — -K I ^ »f < i*i = i% (18) 
und für i = 2, 3, . . . auch 

| pi — pi__i —1(»| — m-x) | ^ | pi — \ni | + | Pi_i — |%_i | < 

£ 2n\ w-2«J < -fr = ±(n, — %_i). (19) 
Es gibt genau 

MA ln% — nA lnz — n%\ ink — nk-.t\ 
W \P2 — Pi/ \P3 — Pzj' * •' \P* — P*~i/ 

also nach (1) aus Hüfssatz 1 wegen n ^ l [siehe (12)] und wegen 

(18), (19) höchstens , _ * — . 2n*. Intervalle »rtei? Ordnung v, 
px.r%. ... .rk 

für welche 
p(t?, %) = pi mit i = 1, 2, . - ., k (20) 

•)-JÄ? b d ut i di ш цg л t h or tisch Summ d r Int rvall v. 



ist. Damit die Intervalle nk-ter Ordnung v, für welche (20) gilt, die 
Elemente aus Vk seien, so müssen die Beziehungen (17) für i — 
-= 1, 2, . . ., Je erfüllt sein. Man ha t also für die Wahl der Zahl pi 

höchstens 2n$i1~2*' -f 1 '<; Znli1-2«' Möglichkeiten. Es ist 
also nach (12), 

Pk £ . * = 2»*wJ* (kl)1-2-' £ 
Vri . r2 rk 

<^ C^n^^'-i) (k\) v-2«' 2nk (Jfc!)-~2*' = C/^-ü-«')* . 2n)fc 

und weiter nach (16), (11) und (15) 
ß 

A>(9ftK)> f(x, ß)) = 2 K - c i - * ' ) ^ ) * . e^A 1"2Ä'iog^ < e ; 

Da ß > 0 beliebig gewählt worden ist, so ist üc[9l(wi), / (#, ß)] = 0 
und weiter 

L(3fl(ti1),/(-r,Ä)=0. (21) 
00 

2. Konstruieren wir jetzt die Menge *ß = V 3l(n). Dann ist 
n=a 

Beweis. Es sei # e 9Jta, also 0 < x < 1 und p(x, n) = \n + 
+ 0(na). Dann gibt e s % ^ a ganz so, daß für alle ganze n^nx 

folgende Beziehung gilt (ocf > oc) 

\p(x,n) — \n\ < n * \ (22) 

Es sei i I> 1, ganz. Der Punkt a; ist wegen (22) ein innerer Punkt 
eines Intervalles r^-ter Ordnung v, wo n* durch (11) definiert ist. 
Nach (9), (22) und (11) gilt dann für dieses Intervall | p(v, ni) — 

— \tti | < nf' <1 nf'i1—2*'. Der Punkt x liegt also für jedes i I> 1 
Vi 

. ü i V v also auch in 9t(fti) also in ^J. 

3. Nach (21) ist. L(^l(n), f(x, ß)) = 0 für n ^ a. Es sei nun 
0 < ,o < 1, £ > 0. Überdecken wir die Menge 3l(n) mit einer 
höchstens abzählbaren Menge offener Intervalle Wn, von denen 
jedes kleinere Länge als Q hat , und soy daß 

2/(-M,/0<Jj 
oo 

ist. Die Menge V Wn besteht aus einer höchstens abzählbaren 
n*=*a 

Menge offener Intervalle, sie überdeckt 5ß und nach dem 2. Abstaze 
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auch 9tta, und die Länge jedes einzelnen Intervalls ist kleiner als Q. 
Es ist also 

Le(<!ßla,f(x,ß))£ ^~^e 
n=a 

für beliebiges e > 0, Q > 0. Deshalb ist L($Ra, f(x, ß)) == 0, w. z. 
b . w. 

§ 3. Beweis der Behauptung II. des Hauptsatzes. 

1. Es sei 

0 < oc < i , 1 — 2oc < ß < 1. (23) 

Wir wählen od und e so, daß 

1 — 2* < 1 — 2<%' < ß, (1 + 2e) <%' < ÖC, 0 < e < \ (24) 

gilt. Mit O1? C2, . . . wollen wir positive nur von oc, u', ß, e abhängige 
Konstanten bezeichnen. 

Es sei r _• 1, ganz, w ein abgeschlossenes Intervall. Dann 
wollen wir jedes zu w zugehörige Intervall r-ter Ordnung v, für 
weches die Beziehungen 

| p(v, k,w) — \k\<L H+e + 1 mit k = 1, 2, 3, . . ., r (25) 

gelten, ein untergeordnetes zu w zugehöriges Intervall r-ter Ordnung 
nennen. 

Für r > Cx ist 
r*+8 + 1 < | r , (26) 

und das untergeordnete Intervall v enthält also keinen Endpunkt 
des Intervalls w, denn sonst wäre p(v, r, w) gleich 0 oder r. 

Hilf ssatz 2. Es sei r ^> C2, ganz, l ganz \l — \r \ <1 ]/r. Mit P 
bezeichne man die Anzahl der untergeordneten zu w zugehörigen Inter­
valle r-ter Ordnung v, für welche p(v, r,w) = 1 ist. Dann ist P > 

> ^ *: 
>Vr 

Beweis, Für k = 1, 2, . . ., r soll Ajc die Anzahl derjenigen 
(zu w zugehörigen) Intervalle r-ter Ordnung v bedeuten, für welche 

| p(v, k, w) — \k | > r*+« + 1, p(v, r,w) = 1 (27) 

ist. Die Anzahl aller Intervalle r-ter Ordnung mit p(v, r,w) = l ist 

gerade gleich j ) und daher ist 

. . . . . ' - ( . ) - ! , - ' ( 2 8 ) 
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Es sei k ganz, 1 <_ k __ r — 1. Dann ist offenbar nach (27) 

Ak = 2t)(i-l) + 2:"®(i-v) (29) 

wo man in £' über alle ganze p mit p > \k + r*+f + 1 und in U" 
über alle ganze p mit p <\k — r*+e — 1 summiert. Man setze 
p' ~- p — ^k, l' =1 — \r. Nach (3) im Hilfssatze 1 ist 

A'k = rQ^_^__c2E'2re * -* = 
21'* (rp'—kl'y 

= C3
22re r Z' e rk(r-k) \ 

Die Funktion (rx — kl')2 ist für # I> r-+e wachsend, denn es ist 
| V | <_ ]/r und r >̂ 1. Deshalb ist 

í ü Г —2(ГX~~Ы')% 

r I e ^r—*) i 

21" 

A'k__czЧ
re r ì e "w-Vdx. 

Führt man statt x die neue Variable u durch die Gleichung u = 

V 2 
(rx — kl') ein, so erhält man kr(r — k) 

00 

A'ь _ c,»2r | / ^ = ^ / в-«' d«, (30) 

wo wegen k __r und wegen | V \ __ ]fr die untere Grenze y min-

destens gleich lßr.f*{f-l) _ \2r(f-l) 
VXCöUCHÖ tilClL/11 / : i l o u . 

|/ir(r — 4) ]/k(r — k) 
Durch partielle Integration erhält man für y > 0 

CO . 00 00 ' 

/«^*—[!^]-+/9:d--9:- <3I) 

v y v 
Nach (30) und (31) ist also 

-4'><i*y *-**-*£%. 
4r(r«— l)]/r 

Daher ist für r __CA 

A'h<_\\c?vVrer*: (32) 
Aus Symetriegründen oder durch eine analoge Berechnung erhalten 
wir 
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-^-^'(^í-p^i^V'«-^- (33) 
Da Ar = 0 ist, so ist nach (29), (32) und (33) 

2 At^LcJZ'rSer-r2*. _ r 2 « 

Jijb ̂  c3" z* r- e 

Für r > Oß ist also 

£ * < . & * • ; <34» 
Weiter ist nach (2) im Hilfsatze 1 für r I> C6 

31'* 

\l)=yr = eir­

und deshalb für r I> C2 = Max (o5, c6) nach (28) und (34) 

(0-ž 2e3]/T yr 

2. Es sei A > 0. Wir wählen % ganz so, daß es folgende Bedin­
gungen erfüllt: 

n, > Max (2, O9, O12, O15, O16, O17, O18), (35) 

C^-ße"?^2 > AC1Z. 

Dabei sind O9, O12 usw. Konstanten, die man erst später bestimmen 
wird. Man setze 

Q = 2*' щ ^ Ь 1 ' i l _ 2 a j für г = 1, 2, . . . 

und n = ni — ni—i für i = 2, 3, . . . Dann ist 
I I 

l ^ i 1 - 2 « ' <I ni <1 r^i1-2«' für i = 1, 2, . . . (36) 

und weiter (nach dem Mittelwertsatz) für i = 2, 3, . . . 
I I 

u <; ЩІ1-2*'—rф — ì)1-2*' + 1 <: 
1 2« ' ^ 2<x' 

=; % т — . г ^ * 1 - 2 0 ' + * й CЊІI-?*'. 
1 — zл 

1 1 

(37) 

n ;> ^ І 1 - 2 * ' — ^ ( І — i ) i - « « ' — i :> 

1 2 » ' 2*' (38) 
^ % 1 ^ 2 ^ {І ~ V1-2*'- l = Csщi^2*'. 
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Für n^ I> C9 ist 
n = Max (Cl9 C2) (i = 2, 3, . . .). (39) 

Es sei i >̂ 1, ganz. Jedes Intervall 7^-ter Ordnung v heißt ein 
Intervall i-ter Stufe, wenn folgende Bedingung erfüllt ist: 

| p(v, m) — \m | <: C^nf'i1-™, (40) 
wo C10 = £]/C8 ist. 

Wir wollen nun normale Intervalle i-ter Stufe durch vollständige 
Induktion definieren. Wir nennen jedes Intervall erster Stufe 
normal. Es sei i >̂ 1 ganz. Setzen wir voraus, daß wir schon die 
normalen Intervalle i-ter Stufe definiert haben. Dann nennen wir 
diejenigen Intervalle (i + l)-ter Stufe normal, die einem normalen 
Intervalle i-ter Stufe untergeordnet sind. 

3. Es sei i I> 2, ganz, w ein Intervall (i — l)-ter Stufe. Mit 
N(w) bezeichnet man die Anzahl der normalen Intervalle i-ter Stufe v, 
die in w enthalten sind. Dann ist (für nx > C12) 

N(w) >̂ Cnn/~^ 2n > 0. (41) 

Beweis. Ist p eine ganze Zahl mit 

\p-ini\£C10n«'i1-2*', (42) 
dann sind alle zu w zugehörige untergeordnete Intervalle Ti-ter 
Ordnung v mit 

p(v, Tt, w) — p — p(w, ni—i) normal. (43) 

Die Anzahl dieser Intervalle ist nach Hilfssatz 2 gleich 

P(p)>^2H (44) 

Es ist nämlich nach (35) und (39) n^C2 und nach (43), (42), (40), 
(38)wegen C10 = ^jcB: 

| p — p(w, m-j — \n | <£ | p — \m \ + | p(w, ^_ i ) — - ^ - i | <I 

£ C^nf'ii11™ + C10n^(i — l ) i = ^ Ä jfö 

Die Anzahl der Zahlen p, welche die Bedingung (42) erfüllen, ist 

mindestens gleich 2<710%°'i1—2o' — 1. Es ist also nach (44), (37) 
f ür % > C12 

1 , - * % ) . ž í ? u « г ° ' » 1 _ 2 в ' - ғ * l-2a'2-i. 

4. .Fйr » > 1 gtmz sei VІ die Menge aïïer normalen Inłervalle 
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i-ter Stufe. Es sei 
Vi . 

%=2V> VI = &!•%•%• ••• 
V 

a) Es sei x € 9t, k >̂ 0 - ganz. Dann ist x ein innerer Punkt 
eines Intervalls k-ter Ordnung. 

Sonst könnte man i _; 2 ganz so wählen, daß n%—\ > k wäre. 
Da x € 91 ist, so gibt es in V% ein Intervall v, das x enthält, v ist 
einem Intervalle w (i — l)-ter Stufe untergeordnet, x müßte wegen 
rii—x > k ein Endpunkt dieses Intervalls sein, was mit dem 1. Ab­
sätze wegen (35) und (39) im Widerspruch steht. Speziell ist also 
0 < x < 1. 

b) Es gilt 
9t C SA«. (45) 

In der Tat sei n ganz, n > nv Dann gibt es i 2> 2 ganz so, 
daß ?ii_i < n <1 tt* ist. Es sei ^ € 91.. Es gibt ein Intervall v eV% 
so, daß x nach a) sein innerer Punkt ist. Es sei w e V%—i, v C w. 
Nach (9) ist 

p(z, n) = p(v, w — t i^ i , w) + p(#, %_i) = 
= p(v, n — 7ii_i, ti?) + p(w, n^ x ) 

und also nach (25), (40), (24), (37) 

I p(x, n) — \n | <; | p(v, n — n%-i, w) — \(n — n%-i) \ + 

+ I p(w, щ-г) — \т-г | й r«*+- + 1 + C^nf'ii-м £ 
<*'(!+2e) * ' 

<: c - H ^ + n --2a' + c^n^i1-2* + i <: 

^ Kľг1-2«' <1 JГ(ť — l ) 1 - 2 * ' ^ -JГлV-i <£ K"na, 
wo ІГ, Kľ, Üľ̂  nur von (x, <x\ ß, є, щ abhängig sind. Daraus folgt 
p(x, n) — \n = 0(na) also x € aЃla. 

5. 91 ist eine abgeschlossene Menge, derm sie ist ein Durchschnitt 
abgeschlossener Mengen. 

Es sei i 2> 1 gahz und w ein normales Intervall i-ter Stufe. Dann 
ist der Dwchschnitt w. 91 nicht leer. 

Nach dem Absatze 3 i t nämlich N(w) > 0 und es gibt daher 
ein nprmales Inţervall (i + l)-ter Stufe wl9 welches in w enthalten 
ist. Ähnlich enthält auch wx ein normales Intervall (i + 2)-ter 
Stufe w% usw. Die Intervałle urЭ Щ Э w% Э . . . sind abgeschlo sen 
und der Durchschnitt w . wt. wг . ... ist also nicht leer. Er enthält 
ałso mindestens einen Punkt x. Es ist nun aber wъ C %1%+k für 
jedes ganze k ^ 1 uдd w C 9Î* C 9U—i C . - • 

6* Man überdecke nun 9Jta mit einer höchstens abzählbaren 
Menge offener Iñtervalłe $, WO die Lange eines jedeд Intervalls 



kleiner als Q ist. Die Menge $ überdeckt nach dem Absatz 4b auch 
die Menge 9Î. 9Î ist nun beschränkt und abgeschlossen (siehe 
Absatz 5); daher ist es möglich aus Ä ein endJiches System $' 
offener Intervalle herausnehmen so, daß /S" auch 9ł überdeckt. 'Man 
füge jedem Intervalle aus #' seine Endpunkte hinzu. So erhält 
man ein endliches System S" abgeschlossener Intervalle. 

Es ist dann (Q < 1) 

| / ( M , / « І / ( M , / ? ) . (46) 
V V 

Es sei w e S", w' = w . <0, 1>. Ist | w' | > 0, so sei i ^> 2 die kleinste 
ganze Zahl. für welche das Intervall w' mindestens ein Intervall 

щ-teт Ordnung enthålt (w' enthält wegen Q = — also kein 
JL l 

Ьitervall 7iг-_i-ţer Ordnung). Es sei Q(w) die Menge aller Intervalle 
щ-teт Ordnung, die einen nicht leeren Durchschnitt mit w' haben. 
Die Anzahl der Intervalle in Q(w) ist höchstens gleich 24 \ w' \ + ' 
+ 2 <1 3 | w' | . 2ni, denn die Länge jedes Intervalls щ-teт Ordnung 

ist gleich — . 

Da | w' | <; 2 . — ^ , ß < 1 ist, so ist 

Q(w) 

2 /(lv l' ß) ^ 3 1 w ' i 2 Щ I v I ei~l°m) й3 i rf l в ( wí log2)^ <; 
<1 3 | w' | в<-1°вl|в,l>Ä в ^ 1 0 ^ — < - І 0 в l ^ ł ) ^ <I (47) 

< 3 | W | e < — t o H ^ . Є < n £^?_ i> l o g Д 2 + < ?_Г~(л^—l)^)Юg^2 <g 

~ŁGlъf(\w\,ß)eM. 
Der Kürze halber haben wir AІ = (w? — я|_i) logč 2 für i = 2, 3, . . . 
gesetzt. Wir ersetzen in /Sйr jede Intervall w durch das System 
Q(w). Die Intervalle w, für welche | rø' | == 0 ist, lassen wir weg. 
Somit erhält man ein. endliehes Intervallsystem Sm mit folgenden 
Eigenschaften: Zu jedem Ьitervall v aus Sm gibt es eine ganze Zahl 
i .> 2 so, daß das Intervall v щ-teт Ordnung ist. Sm tiberdeckt Sfì. 
Mit Smi bezeichnet man die Menge alleґ Intervalle щ-teт Ordmшg 
aus Sm. 

Es sei k I> 2 die größte ganze Zahl, f ür welche iд Sm Intervalle 
щ-teт Ordnung vorkommen. Danд ist nach (46) und (47) 

| e~-.2 f{\v\,ß)йOuff(\v\, ß). (48) 
<=2 v v . 

7. Man bezeichne mit Ü Systeme von (endlich vielen) Inter-
vallen mit folgenden Eigenschaften: 
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a) Jedes Intervall des Systemes ist n*-ter Ordnung mit k > 
= * = - l ; 

b) Das System tiberdeckt 91. 
Die Anzahl der Systeme U ist endlich und es gibt daher ein 

solches System TV, für welches der Ausdruck 

*(C0 = | e - -W 2 / ( M , , * ) (49) 
i=l v 

den Minimalwert annimmt. Dabei bedeutet Ui die Menge der Inter­
valle Ui-ter Ordnung, die in U vorkommen und außerdem haben 
wir eAi = n^P gesetzt. 

oc) Zwei Intervalle v, v aus W haben höchstens einen 
Punkt gemeinsam. Denn sonst wäre bei geeigneter Bezeichnung 
v C v. Dann wäre offenbar W — {v} auch ein U- System und für 
dieses wäre &(W — {v}) < &(W), was mit der Voraussetzung in 
Widerspruch steht. 

ß) Es sei v c Wi (i = 1, 2, . . ., k). Wegen der Minimaleigen­
schaft der Menge W gibt es in v mindestens ein Punkt x e 9t. Da die 
Endpunkte von v nach dem Absätze 4a nicht in 91 liegen, so ist x 
ein innerer Punkt in v. Daraus folgt v e V%. Das Intervall v ist also 
ein normales Intervall i-ter Stufe. 

y) Nehmen wir an, daß k ^> 2 ist. Es gibt in Wjc ein Intervall v. 
Dieses ist nach ß) normal und k-ter Stufe. Es ist in einem normalen 
Intervall w (k — l)-ter Stufe enthalten. Nach oc) ist nicht w eW. 
Mit R(w) bezeichnet man die Menge aller normalen Intervalle 
&-ter Stufe, die in ,w enthalten sind. Ihre Anzahl hat man in 
Absatz 3 mit N(w) bezeichnet. Jedes Intervall v aus R(w) enthält 
nach Absatz 5 mindestens einen Punkt x, der in 91 liegt. Dieser 
Punkt muß nach dem Absätze 4a ein innerer Punkt eines Inter­
valls w aus TV sein. Wenn w von einer niedrigeren Stufe als v wäre, 
so wäre wQw und also auch v C w, was nach oc) unmöglich ist. 
Das Intervall w ist also &-ter Stufe und deshalb w = v. Daraus folgt 
R(w) C W. Das System TV0 — TV — R(w) + {w} ist offenbar auch 
ein {/-System und nach (49), (41) ist 

ф(W0) = Ф(W) — e~A* Җw) ^ - e(»*l08-)" + 

- f e— A k—i e^nk—i-og2>č < 
1 2n*--i ' = 

<; Ф(W)— ou%a'-i 2 ^ i e ( я * ~ l l o g 2 ) Э + ^ * - 1 ^ ^ ^ " * - - 1 1 0 8 2 ^ ' 
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also 

0{WO) £ 0{W) — 5 £ - l e<»*-i>W (C u _ n . .*-- '«--*-!) . (50) 
__/ iv 1 

Nun ist für k ^> 3 nach dem Mittelwertsatze und nach (38), 
(36), (24) 

Ak-1 = (nß^-i — n* t_2) log^ 2 ^ jJr^iwgzJ log* 2 ^ 
2«' ß—1 

^ / J C ^ (k — l ) 1 - 2 « ' . n ^ 1 (k — l) 1 - 2« ' log^ 2 :> Cunxß. 

Für 7ix > <715, k I> 3 ist also 

Cn — n^'e-^-i > 0. (51) 
Für k = 2, nx > C16 ist 

Cn — n i - - « W - = On — n^-^'-ß) > 0 (52) 

und also nach (35), (51), (52) und (50) &(W0) < 0(W) gegen die 
Voraussetzung. Es ist also notwendig k = 1 und W = V±. 

Da nach dem Absätze 6. 8m auch ein [/-System ist, so ist 
nach (48), (49) 

Fi k Si'" S 

nrlß 2 I v\ c ( - i o g k l ) ^ ^ <r-*i 2f(\v\,ß)£ C132/( \v\ , ß). (53) 
v i—2 v v 

8. Es sei N die Anzahl der Intervalle erster Stufe. Dann ist 

N = yl -M, wo man in Y über alle ganze l mit | l — %n^ | <^ 

^ C10^ia' summiert. Für nx > <717 ist C^nf' < y% < ^7^ und also 
V | = | l — ^nx | <I y ^ < ^T^. Nach (2) im Hilfssatze 1 ist nun 

2n-
, - = e—3; also ist für % > C18, N I> C1^nl

a'-^ 2W-. Deshalb 
7 * 1 

ist nach (24), (35) 

nr^ß £ /( M , /3) I> C19n1-*e«-/W>2 > ^ c ^ ; (54) 

Aus (53) und (54) folgt dann 27 /( 11; | , ß) > A. Das gilt für alle 

mögliche Überdeckungen 8, die aus höchstens abzählbarvielen 
offenen Intervallen, die kleiner als Q sind, bestehen. Daraus folgt 

A £ LQ(®la, f(x, ß)) £ L(Wa, f(x, ß)). 

Da A beliebig groß gewählt werden durfte, so ist L($Ra, f(x, ß)) = oo. 

* 
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Dyadické rozvoje a Hausdorffova míra. 

(Obsah předeš lého článku.) 

Pro 0 < x < 1 budiž x = 0, iyi2iz . . . = ~ + -— + . . . dya-

dický rozvoj čísla x (i* tedy rovno buď 0 neb 1) normovaný poža­
davkem, aby posloupnost ix, i2, i3, . . . obsahovala nekonečně mnoho 
nul. Označme p(x, n) počet nul v systému ix, i2, . . ., in. 

Budiž f(x) > 0 pro 0 < x < 1 a 9Di nějaké lineární množství. 
Budiž 0 < Q < 1. Pokryjme >JJř nejvýše spočetným množstvím S 

s 
otevřených intervalů kratších než Q a utvořme výraz A = Y /(J_t; | ), 

kde | v | je délka intervalu v € 8. Dolní hranici součtů -4 pro všechna 
taková pokrytí S označme LQ($R, f(x)). Jestliže Q klesá, LQ(M, f(x)) 
neklesá a existuje tedy limita 

L(>m,f(x))==]imLQ(>$l,f(x)), 
Q = 0 + 

kterou nazýváme Hausdorffovou mírou množství 9JI příslušnou 
k/í*). 

Budiž 0 < oc < \. Souhrn čísel x, pro která 0 ^ < l a pro 
která p(x, n) = \n + 0(na) označme SDÍa. Budiž f(x, /5) = 
= x . e<—!o«íp>fi pro 0 < a; < 1, 0 < / ? < l . V předešlém článku 
jsme dokázali tuto větu. 

Je-li 0 < p < 1 — 2* je L( Sla, f(x, p)) = 0 a je-li 1 — 2oc < 
< 0 < 1 je I,(2Jřa, f(x, p)) = co. 
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