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dř dt , „ 1 ct#f 

pro [t9x19 ..., a?n]€ # . 

V theorii stability jsou potřebné také věty o nestabilitě a to věta Ljapunovova a věta 
Četajevova. 

Ljapunovova věta I I I : NechJtpro systém diferenciálnich rovnic (1) existuje omezená funkce 
V(t9 xl9 ..., xn) v oblasti G taková, že je ji derivace vzhledem k systému diferenciálnich rovnic 
(1) splňuje vztah 

IL^xr + w, 
Út 

kde A je kladná konstanta a funkce W(t9jcl9 ..., xn) je nezáporná. Jestliže k libovolná malému 
n 

n > 0 existuje bod (t9 xl9 ..., xn)9 t ^ 0, 2 \x4\
% < if9 že plati V(t9 x19 ..., xn) > 0, potom 

i-i 
řešeni xx = . . . = xn = 0 jest nestabilnL 

Věta Četajevova. NecM pro systém diferenciálnich rovnic (1) existuje spojitá, omezená a 
nezáporná funkce V(t9 xx ,,, xn) v oblasti G o těchto vlastnostech: 

1. Budiž P oblast bodů [t9 x19 ..., xn\ pro něž V(t9 x19 ..., xn) > 0. Potom V(t9 x19 ,. .9xn) 
dV dV 

má spojité parciálni derivace — , v oblasti P . 
dt dxi 

2. K libovolnému (x > 0 existuje /? > 0, Že pro všechny body [t9 x19 . . . xn]9 pro něž plati 
áV BV * BÝ 

V(t9 xv ..., xn) ^ a > 0, plati — = _ + 2 — - X ť ^ 0 > 0. 
út dt Í^I dxi 

n 
3. K libovolnému r\ > 0 existuje bod [x19 ..., xn~\ splňujici 2 |x ť |

2 < if9 při ěemž V(0, xl9 . . . 
ť - i 

..., xn) > 0. 
Potom triviálni řešeni soustavy (1) jest nestabilní. 

Obě věty v případě autonomním obrátil KRASOVSKIJ a v případě neautonomním VBKOČ . 

Ivo Vrkoó, Praha. 

O POUŽITÍ HAUSDORFFOVY MÍRY V ARITMETICE 

(Referát o přednášce akademika VOJTĚCHA JARNÍKA, přednesené v matematické obci 
pražské dne 28. I I I . 1955.) 

* 
Přednášející se zabýval použitím Hausdorffovy míry na množiny čísel, která splňují 

jisté aproximační podmínky. Nejprve definoval vnější Hausdorffovu míru v prostoru 
E8(s = l929$9 . . . ) : .; " " • 

Budiž M podmnožina v Es a nechť f(d) je funkce monotónně klesající k nule pro d -~> 0. 
Zvolme číslo Q > 0 a, pokryjme množinu M posloupností ^-rozměrných krychlí J19 J a , 
J3» •••> jejichž hrany \Jt\9 \Ja|, | J s | nepřesahují $.•• 

Pdiožme 

L, - inf 2 / ( | J ť | ) , 
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kde infimum bereme pro všechna možná pokrytí splňující uvedené předpoklady. Klesá-li 
Q k nule, potom LQ neroste a definujeme 

u(Mff)^\mxLQ. 

p(Mf f) nazýváme vnější Hausdorffovou měrou — pro stručnost Hausdorffovou měrou — 
množiny M a snadn/> lze ukázat, že fi(Mf f) je vnější míra ve smyslu Carathéodoryově. 

Zřejmě platí: 

fM 
Necht —— -> 0 pro d -> 0 . 

Jestliže p(Mf f1)>09 pak u(M9 /8) = oo, 
jestliže fi(Mf ft) < oo , pak u(M9 fx) = 0. 

Odtud speciálně plyne, že f*(Mf f) = 0 , jestliže množina M má konečnou Lebesgueovu 
f(d) 

míru a jestliže — > 0 pro d -> 0, neboť p(Mf ds) je Lebesgueova míra množiny M. 
d8 

Hausdorffovou dimensi dané množiny M — označme ji dimM — nazveme infimum ta
kových čísel A(A > 0), že /*(Mf d*) = 0. 

Přistupme nyní k použití Hausdorffovy míry. Nechť m(q) je kladná funkce definovaná 
pro q > 0 a nechť (xl9 ...9x8) je daná soustava reálných čísel. .Říkáme, že soustava 
(xlf ...fx8) připouští aproximaci m(q), jestliže ke každému Q > 0 existuje řešení soustavy 
nerovností 

Px 
xг -

Я 
< co(q) , 

Ps 

Я 
< (o(q) , 

kde píf ..., psf q jsou celá čísla, q > Q. J a k známo, každá soustava čísel xlf ..., xs připouští 
1 

aproximaci --. 
i + — 

g « 

Označme AI (a)) (B(m)) množinu těch soustav (xlf ..., x8)f které připouštějí (nepřipouštějí) 
aproximaci m(q) a pro něž platí 0 í£ xx < 1, . . , , 0 j£ xs < 1. Základní význam má tento 
výsledek Csmómův (1926): 

NecM ms(q). qs+1 ~> 0 monotónně (q -> oo). 
00 

Jestliže f qnms(q) dg < oo, potom Lebesqueova míra množiny A(m) je 0; 
.• i 

00 

jestliže f q8ms(q) dg == oo, potom Lebesqueova míra množiny A(m) je rovna 1. 
i 

co 

Jestliže tedy je / qsms(q) d g < oo, potom je účelné vyšetřovat množinu A(m) pomocí 

Hausdorffovy míry. Tomuto tématu věnoval akademik Jarník řadu prací. 
Nejobecnějšího výsledku dosáhl akademik Jarník touto větou (1931): 

00 

NecM funkce /(2o>(g)) je monotónní, f qsms(q) dg < oo. 
i 
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Jestliže f f(2m(q)) qs áq < oo, pak p(A(m), f) = 0; 
i 

co 

jestliže / f(2m(q)) qs dg = oo, pak u(A(m), f) = oo. 

I 1 . - — 
\<łal « 

Odtud snadno plyne, že dim A. |-~1 = —-— pro <x > 1 H a že množina A(mx) — 
l g a l a s 

— B(o)2), > 0, je za jistých předpokladů neprázdná. 
mx(q) 

oo 

Jestliže / qsm8(q) dg = oo, potom podle Chmčinovy věty je Lebesqueova míra množiny 
i 

B(m) rovna nule a tak je možné studovat pomocí Hausdořffovy míry množinu B(co). 
Prozatím byl vyšetřován pouze případ s = 1, neboť při důkazech se nelze obejít bez ře
tězových zlomků. Touto úlohou se zabýval akademik Jarník okolo r. 1930. 

Pak uvedl výsledek KUBZWEILŮV z r. 1951: 

? i * 9(qg(q)) 
Nechť i m(q) • g dg = oo. Položme m(q) = a předpokládejme g(q) ~> oo a -

—> 1 pro g -> oo. 
Definujme funkci f(d): 

Ťя (я) g(q) 

1 

f(d) = d exp 

Potom platíi 

'("t^H""' 
'(•(išsi)-') — 

Dokázat obdobnou větu pro 8 > 1 je stále otevřený problém a rozřešení tohoto problé
m u je jedna z možných cest, jak dokázat, že existují soustavy čísel, které připouštějí 

m (o) °° 
aproximaci mx(q) a nepřipouštějí aproximaci mz(q), jestliže —i > oo, f q8mí(q) dg = oo. 

Konečně akademik Jarník hovořil o některých zajímavých výsledcích EGGLESTONEO-
VÝCH: 

Budiž dána posloupnost přirozených čísel qx < g2 < g8 < ... . Je-li u přirozené čífelo, 

nechť n(u) je počet čísel qit která splňují nerovnost gť <£ u. Budiž cx > 1 ~\ . Nechť Z 
8 

znamená množinu takových soustav (zX9 ...fzs), že pro každé Q > 0 soustava nerovností 

1 Pг 

I 
< 

q* 

z -*L 
8 Я 

1 
< — 

Я* 

363 



má řešení, při čemž p{ jsou celá čísla, q je některé číslo z dané posloupnosti fe}^ &q> Q. 
'Nyní platí: 

Je-& inf — > 0, pak dim Z = ( = dim .A | — 11, je4i -?-i±I > 1(1 > 1, konst.), 

*>- * * \ \q*JJ qn 
potom dim Z = — 

Nechť g t < ga < g8 < „.. je stále pevně daná posloupnost přirozených čísel. Nechť {v} 
je t . zv. lomená část čísla v. H A B D Y a LITTLEWOOD dokázali, že pro skoro všechna čísla x 
množina čísel {<&#}, i = 1, 2, 3, . . ., je hustá v intervalu (0,1). 

Pro 0 < oř < 1 nechť Ma je množina takových čísel x, pro něž je lim {qp} = a. 
ť—>00 

Platí: 

Qi 4-1 Qi+i Je4i =• < K, pak množina Ma je nejvýše spočetná, jestliže > oo pro i -> oo, 
Qi ai 

pak dimJfcfg = 1. 
Jaroslav Kurzweil, Praha. 
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