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Časopis pro pěstování matematiky., roč. 80 (1955) 

REFERÁTY 

O STABILITĚ POHYBU 

(Referát o přednášce JAROSLAVA KURZWEILA, přednesené v matematické obci dne 
14. I I I . 1955.) 

Dr Kurzweil zaměřil přednášku k obrácení hlavních vět o stabilitě. Nejprve podal 
Ljapunovovu definici stability nulového řešení xx = x2 . . . xn = 0 soustavy diferenciál
ních rovnic # 

óx • 
% -rf = x i (*> xi> *••> xn)> i = l> -">n> (!) 

kde o funkcích Xi (t9 xl9 ..., xn) předpokládáme, že jsou definované a spojité v oblasti G 
bodů [t9 x19 ..., xn] vzniklé kartézským součinem oblasti bodů [xl9 ..., xn] obsahující po
čátek a polopřímky t _; 0. Přitom ještě předpokládáme jednoznačnost řešení v oblasti 
G a, Xi(t90, ..., 0) == 0. 

Definice stability. Řešeni xx = x2 == . . . = xn = 0 systému diferencidlnich rovnic nazýváme 
stabilni ^ jestliže k libovotnému e > 0 existuje a > 0, že pro každé řešeni xi (t)9 pro které je 

n n 
S |#i(0)|a < cr2, platí 2 \Xi(t)\2 < e2 pro všechna t ^ 0. 

Přednášející ještě použO pojmů asymptotické, stejnoměrné a silné stability. 
Definice asymptotické stability. Řešeni xt = . . . = xn = 0 systému diferencidlnich rovnic 

nazýváme asymptoticky stabilni, je-li stabilni a jestliže existuje rj > 0, že pro řešeni x{(t), pro 
* 

které je S | ^ (0) | 2 < if, plati lim #<($) = 0, i = 1, ..., n. 

Definice stejnoměrné stability. Řešeni xx = . . . =- a?n == 0 nazýváme stejnoměrně stabilní, 
jestliže k libovolnému e > 0 můžeme nalézti ó > 0 (powze v závislosti na e)9 že k libovolnému 

n n 
t0 ;> 0 a řečeni a?t(ř), pro nčl p t e i 2 | ^ ( ř 0 ) | 2 < ó2, je £ K(č)l2 < e2 pro všechna t >̂ *0. 

Definice silné stability. Řešeni xt— . . . = xn = 0 nazýváme silně stabilni, jestliže je stejno
měrně stabilni a existuje-li spojitá, monotónní funkce y>(t) > 0, lim yt(t) = 0 taková, že mů« 

í—>oo 
n 

žeme nalézt d > 0, a&y pro libovolné t0^0a řešeni x^t), pro které platí 2 |^(ř 0)l a < ^2- M ° 

splněno 2 | ^ ( 0 I 2 < V2^ — *o) Pro všechna t ^ č0. 
V Ljapunových větách se používají funkce V(t9 x19 ..., xn)9 o kterých budeme předpo-

BV dV 
kládat, že jsou definovány, spojité a mají spojité parciální derivace — , — v oblasti G. 

dt dxi 
Funkci V(t9 xx ..., xn) nazveme positivně definitní9 jestliže existuje funkce W(x19..., 

xn)9 že platí V(t9 xlt ..., xn) ^ W(xl9 ... xn) pro všechna t ^ t0 a V(t, 0, ..., 0) = W(0, ..., 
0), při čemž W(xl9 ..., xn) j e definitni v obvyklém smyslu. 
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Funkci V(t, xl9 ..., xn) nazveme stejnoměrně malou v oblasti G, existuje-li positivně defi
citní funkce Z(xl9 . . . , x n ) tak, že platí 

\V(t, x19 ..., xn)\ <£ Ž(x19 . . . , xn) pro [t9 x19 . . . , xn1 € G . 

Ljapunovova věta I : Jestliže pro diferenciální rovnice (1) lze nalézti positivně definitni 
funkci V(t, xlt ..., x^, jejíž derivace podle pole vzhledem k systému diferenciálních rovnic (1), 
t. j . výraz 

dV BV » BV 

= — + т 
dí 8t fa Bxt 

X, { 

je nekladnýt pak řešení xx = . . . = xn = 0 je stabilní. 
V tomto případě ukázal PEBZIDSKIJ, že za předpokladu existence a spojitosti parciálních 

ex4 derivací —— (t, x19 ..., xn) lze v případě stability sestrojit zobecněnou funkci V(t, xlt ..., 
aXj 

xn). Při vyšetřování stability často nastává případ, že pravé strany diferenciálních rovnic 
Xi nezávisí explicitně na t. Systém diferenciálních rovnic má pak tvar: 

0 

-—í = X ^ (xlt . . . t x n ) t 1 * 1 n . e (2) 
ot t 

Takový systém nazveme autonomní a Ljapunovova věta zní: 
, Ljapunovova věta I ' : Jestliže pro autonomní systém (2) existuje positivně definitni funkce 
V(xlt . .., xn)t jejíž derivace vzhledem k diferenciálním rovnicím (2), t. j . výraz: 

áV « dV . 
—r— = 2J ~-—2í-i 

át i~idx{ * 

je nekladný, pak řešení xx = . . . = xn = 0 je stabilní. 
Problém obrácení této věty jest odlišný od předešlého problému, poněvadž nyní-hle

dáme funkci V(xlt . .., xn) nezávislou na t, kdežto dříve jsme měli k disposici širší třídu 
funkcí V(t, xlt . .., xn). V tomto případě ukázal MALKIN, že větu F nelze obrátit. 

Asymptotickou stabilitu nám zaručuje TI. věta Ljapunovova. 
Ljapunovova věta I I . Jestliže pro systém diferenciálních rovnic (1) existujp funkce 

V(tt Xi, . . .»x n ) t která je positivně definitni, stejnoměrně malá a jejíž derivace vzhledem 
áV BV n BV 

k soustavě (1) — = h £ — Xi je negativně definitni, potom řešení xx(ť) = x%(ť) = 
ůt dt t = > i dxi 

= . . . = xn(t) = 0 jest asymptoticky stabilní. 
Tuto větu za předpokladu, že Xt(t, xt, . .., xn) jsou periodické a mají spojité parciální de

rivace, obrátil MASSEBA. Funkce V(t, xx, . .., xn), kterou sestrojil, byla periodickou funkcí 
I a v případě autonomním nezávisela na t. Později Malkin dokázal, že tvrzení I I . Ljapu-
novovy věty lze zesíMt, a to, že řešení xt = ' . . . = xn = 0 jest silně stabilní. K obracení této 
věty Malkin rozvinul Masserovu methodu a dokázal, že jsou-li parciální derivace 
dX4 — - (t, xt, . .., xn) spojité a omezené v oblasti G, pak za předpokladu, Že řešení xx = . . . = 
dXj 

== xn = 0 je silně stabilní, existuje finikce V(t, xl9 . . ., xn) splňující požadavky I I . věty. 
Nyní přednášející uvedl vlastní výsledek, který určuje podmínky stejnoměrné stability: 

' Vita. Nulové řešení xt = . . . = xn = 0 soustavy diferenciálních rovnic (1) je stejnoměrně 
staMlni tehdy a jen tehdy, jestliže existuje funkce V(t, a^, ..., xn), která je positivně definitni 

ev ev 
a stejnoměrně malá, má spojité parciální derivace — ~ ; -~— a platí 

dt dXf 
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dř dt , „ 1 ct#f 

pro [t9x19 ..., a?n]€ # . 

V theorii stability jsou potřebné také věty o nestabilitě a to věta Ljapunovova a věta 
Četajevova. 

Ljapunovova věta I I I : NechJtpro systém diferenciálnich rovnic (1) existuje omezená funkce 
V(t9 xl9 ..., xn) v oblasti G taková, že je ji derivace vzhledem k systému diferenciálnich rovnic 
(1) splňuje vztah 

IL^xr + w, 
Út 

kde A je kladná konstanta a funkce W(t9jcl9 ..., xn) je nezáporná. Jestliže k libovolná malému 
n 

n > 0 existuje bod (t9 xl9 ..., xn)9 t ^ 0, 2 \x4\
% < if9 že plati V(t9 x19 ..., xn) > 0, potom 

i-i 
řešeni xx = . . . = xn = 0 jest nestabilnL 

Věta Četajevova. NecM pro systém diferenciálnich rovnic (1) existuje spojitá, omezená a 
nezáporná funkce V(t9 xx ,,, xn) v oblasti G o těchto vlastnostech: 

1. Budiž P oblast bodů [t9 x19 ..., xn\ pro něž V(t9 x19 ..., xn) > 0. Potom V(t9 x19 ,. .9xn) 
dV dV 

má spojité parciálni derivace — , v oblasti P . 
dt dxi 

2. K libovolnému (x > 0 existuje /? > 0, Že pro všechny body [t9 x19 . . . xn]9 pro něž plati 
áV BV * BÝ 

V(t9 xv ..., xn) ^ a > 0, plati — = _ + 2 — - X ť ^ 0 > 0. 
út dt Í^I dxi 

n 
3. K libovolnému r\ > 0 existuje bod [x19 ..., xn~\ splňujici 2 |x ť |

2 < if9 při ěemž V(0, xl9 . . . 
ť - i 

..., xn) > 0. 
Potom triviálni řešeni soustavy (1) jest nestabilní. 

Obě věty v případě autonomním obrátil KRASOVSKIJ a v případě neautonomním VBKOČ . 

Ivo Vrkoó, Praha. 

O POUŽITÍ HAUSDORFFOVY MÍRY V ARITMETICE 

(Referát o přednášce akademika VOJTĚCHA JARNÍKA, přednesené v matematické obci 
pražské dne 28. I I I . 1955.) 

* 
Přednášející se zabýval použitím Hausdorffovy míry na množiny čísel, která splňují 

jisté aproximační podmínky. Nejprve definoval vnější Hausdorffovu míru v prostoru 
E8(s = l929$9 . . . ) : .; " " • 

Budiž M podmnožina v Es a nechť f(d) je funkce monotónně klesající k nule pro d -~> 0. 
Zvolme číslo Q > 0 a, pokryjme množinu M posloupností ^-rozměrných krychlí J19 J a , 
J3» •••> jejichž hrany \Jt\9 \Ja|, | J s | nepřesahují $.•• 

Pdiožme 

L, - inf 2 / ( | J ť | ) , 
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