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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV 

S V A Z E K 8 ! * P R A H A , 1 . . ' . 9 5 6 * Č Í S L O 1 

ČLÁNKY 

ROZŠÍŘENÍ VĚT MENELAOVY A CEVOVY 
NA ^-DIMENSIONÁLNÍ ÚTVARY 

ZBYNĚK NÁDENÍK, Praha. 

(Došlo dne 22. prosince 1954.) D T 513.126:513.82 

V n-dimensionálním eukleidovském prostoru (n >̂ 2) uvažuje autor 
geometrický útvar tvořený n -f 1 úsečkami 

A.^A-2, A.%A.%> ..., An + 1A1 ; 

body Al9 A2f . .., An + 1 jsou lineárně nezávislé. Na tento útvar, který 
je jakýmsi n-dhnensionálníni zobecněním trojúhelníka, rozšiřuje 
v I I . části známé věty Menelaovu a Cevovu. Ve I I I . části je podrob
něji studováno toto rozšíření věty Cévo vy. 

Úmluva 1,1. Budeme pracovat v 7i-rozměrném eukleidovském prostoru En, 
n >̂ 2. ra-dimensionální eukleidovský prostor Em obsažený v En a určený body 

Pl9 P2, ..., Pm+1, 1 <£ m <L n , 

budeme též označovat 
E"m — {P1P2 • • • ±m+1} . 

Definice 1,1. Bu&tež 

Ax, A2, ..., Am+1, 2<m<Ln , 

body z En, které při m < n leží v jediném podprostoru Em a při m = n nejsou 
v žádné nadrovine prostoru En. Útvar, tvořený m -f- 1 úsečkami 

AXA2, A2A3, ..., Am+1A1 , 

nazveme mnohoúhelníkem normálním v podprostoru 

{AxA2...Am+1} (1,1) 



(pro m = 2 trojúhelníkem a pro m = 3 prostorovým čtyřúhelníkem) a označí
me jej 

AXA2... -á m + 1 . (1,2) 

Jediné když budeme mít na mysli mnohoúhelník 

AXA2... An+X (1,3) 

normální v prostoru En, budeme mluvit jen o normálním mnohoúhelníku AXA2.. • 
... An+X. 

Definice 1-2. Budií m přirozené číslo, 2 <I m <^ n. Body 

Ai9 A2, ..., Am+X 

nazveme vrcholy mnohoúhelníka (1,2) normálního v podprostoru (1,1). Úsečky 

AXA2, A2AZ, ..., Am+XAX, 

které přim = n označíme ax, a2, ..., an+x, nazveme jeho stranami. Přímky 

{AXA2}, {A2AZ}, ..., {Am+XAX} 

nazveme přímkami jeho stran. 
Dva vrcholy na téže straně mnohoúhelníka (1,2) normálního v podprostoru (1,1) 

označíme vzájemně jako sousední. 
Věta 1,1. Kterýchkoliv m (2 <Lm<Ln) bodů z n -f- 1 vrcholů 

Ax, A2, ..., An+X (1,4) 

normálního mnohoúhelníka (1,3) určuje v libovolném uspořádání mnohoúhelník 
normální v podprostoru Em. 

Důkaz plyne snadno z definice 1,1. 
p o z n á m k a 1. Je zřejmé, že každou větu o normálním mnohoúhelníku (1,3) 

můžeme vyslovit — po patřičné změně předpokladů — i pro mnohoúhelník 
normální v nějakém podprostoru prostoru £n. Této triviální poznámky budeme 
později často používat. 

Definice 1,3. Nadrovinu podprostoru (1,1), určenou libovolnými m body 
z m + 1 vrcholů mnohoúhelníka (1,2) normálního v podprostoru (1,1), nazveme 
jeho stěnou. 

(m — 2)-dimensionální podprostor Em_2 určený vrcholy mnohoúhelníka (1,2) 
normálního v podprostoru (1,1) s vynecháním kterýchkoliv dvou sousedních, po
jmenujeme vrcholovým podprostorem tohoto mnohoúhelníka; vrcholovému pod
prostoru a straně, kterou neobsahuje, budeme vzájemně říkat protější. 

Nadrovinu podprostoru (1,1), která jde vrcholovým podprostorem mnohoúhelníka 
(1,2) normálního v podprostoru (1,1), avšak není jeho stěnou, nazveme jeho vrcho
lovou nadrovinou. 

P o z n á m k a 2. Pro m = 2 a jen tehdy je stěna identická s přímkou strany 
trojúhelníka a vrcholový podprostor splývá s vrcholem. 



Úmluva 1,2. Všude v dalším označíme 

ilf i2,..., iT, 1 < r <S n + l , (1^5) 
takovou skupinu r čísel z čísel 

1, 2, ..., n+ 1 , (1>6) 
že 

ij < i a < . . . < *r . 

Jestliže r <I n, označíme 
1i> Jz> •••> h 

zbývajících s = n — r + 1 čísel z čísel (1,6), při čemž opět 

h<h< ••• <?•• 
Ú m l u v a 1,3. Bod na přímce strany at- (i = 1, 2, ..., n + 1) normálního 

mnohoúhelníka (1,3), který je různý od vrcholů na této straně, budeme ozna
čovat JB*. 

Věta 1-2. Kazda nadrovina protíná přímky alespoň dvou stran normálního 
mnohoúhelníka AtA2... An+J. 

Existuje nejvýše jedna nadrovina, která obsahuje dané body 

Bit, Bi2, ...,Bir, 2 £ r £ n + l , (1,8) 

a — je-li r <L n -— je rovnoběžná s přímkami stran 

ah, ah, ...,aj$, s == n — r + 1 . (1,9) 
Tato nadrovina není incidentní s žádným vrcholem normálního mnohoúhelníka 

AXA2 ... An+1. 
Důkaz. Nejdříve dokážeme první část věty. Pro nadrovinu incidentní 

alespoň s jedním z vrcholů (1,4) je tvrzení triviální. Stačí tedy dokázat, že ne
existuje nadrovina, která není incidentní s žádným vrcholem (1,4) a je rovno
běžná s přímkami n stran normálního mnohoúhelníka AtA2... An+V Předpo
kládejme naopak, že taková nadrovina existuje. Můžeme předpokládat, že je 
rovnoběžná s přímkami stran a2, aB, ..., an+1, takže je rovnoběžná i se stěnou 
{A2AZ... An+1}, a tedy bod Ax byl by obsažen v této stěně, což není možné. 

Správnost ostatních tvrzení je zřejmá. 
Úmluva 1,4. Vrcholovou nadrovinu normálního mnohoúhelníka A1A2... 

... An+1, která jde vrcholovým podprostorem protějším straně a{ (i = 1,2,..., 
n + 1), budeme označovat 

yi , i = 1, 2, ..., n + 1 . 

Protíná-li vrcholová nadrovina yi přímku strany au budeme ji též značit /?,; 
její průsečík s přímkou strany at bude vždy označen B{. 

Je-li přímka strany a£ s vrcholovou nadrovinou yt rovnoběžná, označíme 
tuto nadrovinu též '/?». 



Úmluva 1,5. Budiž AXA2... An+X normální mnohoúhelník. Nadrovinu pod-
prostoru 

{AXA2... Am+X}, 2 £ m £ n , (1,1) 

která vznikne ̂ průnikem nadroviny y{ (i = 1, 2, ..., m) s tímto podprostorem, 
označíme 

y<m), i = 1 , 2 , . . . , m . 
Jestliže y{ = /3t resp. yt = '/?*, budeme též užívat tohoto označení: 

Vf> = $m> r e s p > y<«> = '#*> . 

Mají-li nadroviny 
Ám\yT\...,Y^, 2£m£n, (1,10) 

podprostoru (1,1) společný bod, označíme jej Q(m>; mají-li společný směr, ozna
číme jej g(m>. 

Nadrovinu podprostoru (1,1), obsahující podprostor {A2A3... Am} a bod 
Q(m)} r e g p # směr g(m>, budeme značit y(m>. Existuje-li její průsečík s přímkou 
{AxAm+x}, bude vždy označen J?(m>. 

Pro m = n budeme horní index (n) též vynechávat. Dále budeme ještě klást 
Q(°> = AX a, QW = Bx. 

Věta 1,3. Nadroviny (1,10) podprostoru (1,1) jsou vrcholové nadroviny mnoho
úhelníka AXA2... Am+1 normálního v podprostoru (1,1). 

Důkaz je zcela snadný. 
Věta 1,4. Kterýchkoliv n z n ~\- l vrcholových nadrovin 

Yx,Y2, -;Yn+X 

normálního mnohoúhelníka AXA2... An+X má společný právě jeden bod anebo 
právě jeden směr (nikoliv oba současně). 

D ů k a z . Větu stačí dokázat pro nadroviny yx, y2, ..., yn. 
Budiž h přirozené číslo, 2 <̂  h <I n —- 1. 
Nechť nadroviny 

' <v(*> v (*> v(h) 

Yx ,Yz > —-,Yh 

podprostoru {AXA2... Ah+2} mají společný právě jeden bod Q(h) anebo právě 
jeden směr g(*> (nikoliv oba současně). Přímku, určenou bodem An+2 & bodem 
Q w resp. směrem qW, označíme třeba p(*+i); tohoto označení použijeme ještě 
i v důkazu věty 1,6. 

Nadroviny 
v < * + i ) v ( * + i ) v ( » + - > 
Yl 3 / 2 5 •••> Yh 

podprostoru {AXA2... Ah+2} mají zřejmě společnou právě jen přímku p(ft+1>, 
kterou však — jak se ihned vidí — neobsahuje podprostor y{h^x\ & tedy nad
roviny 

(fc + l) (ft+l) (A + l) 
Yi ,Y% ? •••> Yh + x 



podprostoru {AXA2... Ah+2} mají opět společný buďto právě jeden bod Q(h+1) 
(který ovšem leží na přímce p(*+i)), anebo právě jeden směr gtt+D (obsažený pak 
v přímce p(h+1)). 

Poněvadž pak přímky y{2) a y(
2

2) mají buďto společný právě jeden bod, anebo 
jsou rovnoběžné (a přitom různé), je věta indukcí dokázána. 

Věta 1,5. Budiž AXA2... An+1 normální mnohoúhelník s vrcholovými nad-
rovinami 

ri>y2> . . . ,y« . (l>n) 

Budiž m přirozené číslo, 2 <1 m í S n — 1. 

Pro každé m existuje právě jeden bod Q(m) anebo právě jeden směr q(m) (nikoliv 
oba současně). 

D ů k a z je v důsledku vět 1.3 a 1,4 zcela snadný. 

Věta 1,6. Mají-li vrcholové nadroviny 

YvY%> ...>y» ( M l ) 
normálního mnohoúhelníka AXA2 ... An+1 společný bod Q, neleží tento bod v žádné 
jeho stěně. 

Mají-li nadr oviny (1,11) společný směr q, pak tento směr není obsazen v žádné 
stěně normálního mnohoúhelníka A1A2... An+1. 

D ů k a z . Stačí dokázat, že bod Q resp. směr q není v ňadro vině 
{A1A2... An}. Budiž h přirozené číslo, 2 <I h <^ n — 1. 

Nechť bod Q(h) resp. směr q(h) není v nadrovině {AXA2... Ah} podprostoru 
{AXA2... Ah+1}. Pak přímka p(h+1), definovaná v důkazu věty 1,4, zřejmě 
podprostor {AtA2... Ah} ani neprotíná, ani s ním není rovnoběžná (obsažena 
v něm ovšem není). 

Nadrovina ytf+P podprostoru {AXA2... Ah+2} má s nadrovinou {A^A2... 
...Ah+1} téhož podprostoru společný právě jen podprostor {AXA2... Ah}. 
Existuje-li bod Q(h+1), je to průsečík podprostoru y^^ s přímkou p(h+1). 
Existuje-li směr q(h+1), je s přímkou p(h+1) rovnoběžný. 

Z toho ihned plyne, že bod Q(h+1) resp. směr q(h+1) není v nadrovině {AXA2... 
• • • Ah+i} podprostoru {AXA2 ... Ah+2}. 

Poněvadž bod Q(2> anebo směr g(2> není v přímce {AXA2}, je naše tvrzení 
indukcí dokázáno. 

Věta 1,7. Budiž AXA2... An+X normální mnohoúhelník s vrcholovými nadrovi-
nami (1,11). Budiž m přirozené číslo, 2 <I m <I n — 1. 

Existují-U body Q(m+1) a Q(m), jsou vždy různé a bod Q(m) je průmětem bodu 
Q(m+i) z 00(iM Am+2 na podprostor {AXA2... Am+1}. 

Existují-U bod Q(m+1) a směr g(w>, jsou přímka {Am+2Q
(m+1)} a směr q(m) rovno

běžné. 



Existuje-U smír q(m+D9 existuje bod Q(m) a přímka {-4m+2Q(™)} a směr q(m+1) 
jsou rovnoběžné. 

Důkaz této věty plyne snadno z předcházejících vět. 
Věta 1,8. Nechť platí předpoklady věty 1,7. 
Nechť existují body Q(m+1) a Q ( w - 1 ) . Pak jsou vždy různé a přímka {Q^VQ^-1)} 

jde bodem Bm+1, resp. rovnoběžně s přímkou {Am+1Am+%} podle toho, zdali ym+1 = 
= čm+i nebo ym+1 = '/5m+1. 

Nechť existuje směr q(m+1). 
Jestliže ym+1 = pm+1, existuje bod Q^-1) a přímka {Bm+1Q(m~1)} a směr 

q(m+i) j 8 0 U rovnoběžné. 
Jestliže ym+1 = 'Pm+1, existuje směr q(m~x). 
D ů k a z . Abychom dokázali první tvrzení, stačí uvážit, že podprostory 

v ( m + 1 ) -.(*»+1) v ( " » + i ) 
7 l 9 72 9 • • '9 7 m ~ l 

mají společnou právě jen rovinu {Q{m71)Am+1Am+2}, kterou podprostor y^^ 
protíná v přímce {Q(W+1)Q(W~1)}J obsahující i bod Bm+1, resp. rovnoběžnou 
s přímkou {Am+1Am+2}. 

Druhé tvrzení dokážeme takto: Přímka p jdoucí bodem Bm+1 rovnoběžně 
se směrem q(m+1) je obsažena v podprostoru y(

m+l\ který obsahuje i podprostor 
{AtA2... Am}. Tento podprostor protíná podle věty 1,6 přímku p v bodě, 
který je společným bodem podprostoru 

( m - l ) ( m - l ) v ( m - l ) 
Yl 9 / 2 > •••» / m - l 9 

t. j . bodem Q(m~x). 
Zbývá dokázat třetí tvrzení. Budiž £2 rovina, jdoucí přímkou {Am+1Am+2} 

rovnoběžně se směrem q(m+1). Rovina E2 je rovnoběžná s podprostorem y(
m+1\ 

ale není v něm obsažena. Dále zřejmě není rovnoběžná s podprostorem {AtA2... 
... Am}, obsaženým v y(

m+1\ Existuje tedy právě jeden směr, který obsahují 
podprostory {AXA2... Am} a E2. Rovinu £2 obsahují podprostory 

•v<m + 1 ) v(»» + l ) , , (m + l ) 
7 l í / 2 9 •••> 7 m - l 9 

jež tedy obsahují směr, rovnoběžný s podprostorem {AXAZ... Am}. Z toho však 
okamžitě plyne, že podprostory 

( m - l ) ( m - l ) v ( w - l ) 
7 l 9 72 ? •••> 7 m - l 

obsahují zmíněný směr. . 
Věta 1,9. Budiž AtA2... An+1 normální mnohoúhelník s vrcholovými nad-

rovinami 
7x9 7*9 *--9yn* (Ml) 

Pro kaMé m = 2, 3, ..., n je nadrovina y(m) podprostoru {AtA%... Am+1} 
jednoznačně určena a je vrcholovou nadrovinou mnohoúhelníka A1A2...Am+1 

normálního v podprostoru {AtA^... Am+1}. 
Důkaz je v důsledku věty 1,6 zcela snadný. 
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II. 

V tomto oddílu je věta 2,1 zobecněním věty Menelaovy a věta 2,3 zobecněním 
věty Cevovy. 

Ú m l u v a 2,1. Všude v dalším budeme předpokládat, že přímky všech stran 
normálního mnohoúhelníka A1A2....An+1 jsou orientovány a zavedeme si 
ještě toto označování: 

BA 
kt = (Bi9 A i, Ai+1) = j — , 

BiAi+1 

i = 1, 2, ..., n + 1; An+2 = Av 

Dále budeme říkat, že dvě rovnoběžné přímky jsou orientovány souhlasně 
•(nesouhlasně), je-li možno (nelze-li) je translací ztotožnit i co do smyslu. 

Věta 2,f. Budiž AXA2... An+1 normální mnohoúhelník. Leží-li body 
Bh,BÍ2,...,Bif9 2£r£n+l9 (1,8) 

v nadroviné, která je při r <Ln rovnoběžná s přímkami jeho stran 
ah, ah, ...9ajf, r + s = n + 1 , (1,9) 

je 
khkh...kh=l. (2,1) 

D ů k a z . Podotkněme předně, že relace 2 <1 r je nutným důsledkem věty 1,2. 
ííadrovinu zmíněnou ve větě 2,1 označme p. 

Veďme každým vrcholem A{ (i = 1, 2, ..., n + 1) normálního mnoho
úhelníka A1A2... An+1 přímku PÍ rovnoběžnou s libovolně zvolenou přímkou 
nerovnoběžnou s nadrovinou /?, a označme P t průsečík přímky pt s ňadro vinou /5. 
Orientujme libovolně n + 1 přímek pt (i = 1, 2, ..., n + 1). Nechť e{ = 
= -f 1 resp. et = — 1 (i = 1, 2, ..., n + 1) podle toho, jsou-li přímky p{ 

a pi+1 orientovány souhlasně resp. nesouhlasně; pn+2 = px. Přímka {PiP*+i} 
(i = 1, 2, ..., n + 1; P n + 2 = P x) protne přímku {AiAi+1} (An+2 = At) v bodě 
Bi, resp. je s ní rovnoběžná, takže je patrná správnost relací 

AhBix Ai%Pi% 

Ai.+i&h 
— eh zz^. , l — 1, 2, . . . , r , 

1 * 7 + I - ° * І ^ +i^ii+i 

a, při r <í n 
AJtPh = eh Ah+1Ph+1, l = 1, 2, ..., s; s = n + 1 — r . 

Z nich snadno plyne 

khkh...kir = X\ei. (2,2) 

Avšak znaménko součinu nalevo v rovnici (2,2) je nezávislé na volbě orientací 
přímek pt(i = 1, 2, ..., n + 1). Orientujeme-U je třeba všechny souhlasně, je 

n + l 

n*, = + i 

•.i 
a z (2,2) plyne (2,1). 



Věta 2,2. Budiž AXA2... An+X normální mnohoúhelník. 
JestKSe pro r bodů 

Bh,Bh,...,Bir, 2£r£n + l , (1,8) 

platí relace (2,l)f existuje pravé jedna nadrovina, která obsahuje body (1,8) & při 
r <Ln je rovnoběžná s přímkami stran 

ah, ah, ...,aif, s + r = n + 1 , (1,9) 
normálního mnohoúhelníka AXA2... An+1. 

D ů k a z . Podle věty 1,2 existuje taková nadrovina nejvýše jedna. Můžeme 
předpokládat ix = 1. 

.Nadrovinu, určenou jednoznačně body 

Bh,Bh,...,Bit, 2 £ r £ n + l , 

a při r <I n rovnoběžnou s přímkami stran (1,9), označme /?. Kdyby nadrovina. 
/? byla rovnoběžná s přímkou strany ax, bylo by podle věty 2,1 

h h ''' V ~ ' 

a tedy srovnáním s relací (2,1) bychom dostali (Bx; Ax, A2) = 1, což není 
možné. Existuje tedy průsečík nadroviny /? s přímkou {AXA2}; označme jej B*^ 
Zřejmě je různý od vrcholů Ax, A2. Podle věty 2,1 je 

(B{; Ax, A2) ki2ki3.. • kir = 1 , 

z čehož srovnáním s (2,1) plyne 

(B*; Ax, A2) = (Bx; Ax, A2) , 
t. j . Bf = Bx, c. b. d. 

Věta 2,3. Budiž AXA2... An+X normální mnohoúhelník. Nechť jeho vrcholové 
nadroviny 

a při r = í n Je$té i vrcholové nadroviny 

'/V/?.*...,'/?,,, r + s = n+l, 
mají všechny společný bod anebo směr. 

Pak platí: 
khkh...kir=(~~-l)^. (2,3) 

D ů k a z . Pro trojúhelník je věta správná. 
Označme symbolem ťx<m+1> (m = 2, 3, ..., n—-1) nadrovinu podpročtoru 

{AXA% ... Am+2}, jednoznačně určenou bodem Am+2 a nadrovinou y(w) H>0d-
prostoru {AXA2... Am+1). 

Budiž v dalším /& přirozené číslo, 2 <í h <I n — 1. 



Uvažujme nyní tyto tři ňadro viny 

^h+1), Y$:P, 7<h+1) (2,4) 

podprostoru {AXA2... ^ + 2 } a rovinu {A1Ah+1Ah+2}. Každá z nadrovin (2,4) 
má s rovinou {A1Ah+1Ah+2} společnou právě jen přímku, jak se snadno zjistí. 
Každá z těchto přímek jde podle věty 1,9 právě jedním vrcholem trojúhelníka 
AxAh+1Ah+2. Avšak nadroviny (2,4) mají společný podprostor Eh^x dimense 
h — 1, který jde podprostorem {A2AZ ... Ah} a bodem Q(h+1), resp. rovnoběžně 
se směrem q(h+1\ podle toho, existuje-li bod Q(h+1) anebo směr q(h+1); plyne t o 
lehce z věty 1,7. J e pak zřejmé, že zmíněný průsečný podprostor Eh_x buďto 
rovinu {AxAh+1Ah+2} protíná právě v jednom bodě, anebo existuje právě jeden 
směr obsažený v podprostoru Eh^x a rovině {A1Ah+1Ah+2}. Z toho ihned plyne, 
že průsečné přímky nadrovin (2,4) s rovinou {A1Ah+1Ah+2} mají společný bod 
anebo jsou rovnoběžné. 

Užijeme nyní na ně a na trojúhelník AxAh+xAh+2 věty Cévo vy, když jsme 
ještě libovolně orientovali přímky {AXAB}, {AxAá}, ..., {AxAn}. Existuje-li 
průsečík BW, platí vždy právě jedna z relací: 

(BW; Alt Ah+1)(Bh+1; Ah+1, AA+í)(S<»+->, Ah+2, A,) = - 1 

(BW; A1; Ah+1)(Bh+1; Ah+1, Ah+2) = — 1 , , [ (2,5) 

(BW; Au Ah+1)(B^); Ah+%, A,) = - 1 . 

Neexistuje-li průsečík J5<ft>, platí vždy právě jeden z těchto vztahů: 

(B»+1; Ah+V Ah+2)(B^>; Ah+2, A1) = ~ l , 

(-"/t+ij Ah+1, Ah+2) = 1 , [ (2,6) 

(#»+*>; Ah+2, Ax) = — 1 

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat ix = 1. Budtež 

ix, i2, ...,irh, 1 <£ rh <L h , 

všecka ta z čísel (1,5), která jsou nejvýše rovna h. 

Platí-li nyní v mnohoúhelníku AXA2... Ah+1 normálním v podprostoru 
{AXA2... Ah+X} pro jeho vrcholové nadroviny 

relace 
yi*),yi*),...,A*>.y(fc) 

khktl... \ (BW; Ah+1, A,) = (— l)»+i , (2,7) 

existuje-li průsečík i5<A>, a relace 

^ t . 2 . . . ^ = ( - l ) ^ , (2,8) 

neexistuje-li průsečík BW, pak z (2,5) a (2,7) a stejně i z (2,6) a (2,8) plyne, že 
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v mnohoúhelníku AtAt...Ah+% normálním v podprostoru {AXA2... Ah+2} 
platí pro jeho vrcholové nadroviny 

y(h + l) (A + l ) (A + l ) (h + 1) 

relace 

KK • • • KJB(h+1)'> A*+« Ai) = ( - l ) h + 2 

anebo 
^ , , . . . ^ + i = ( - i ) ^ 

podje toho, zdali průsečík J?(A+1) existuje anebo ne. 

Tím je naše věta indukcí dokázána, uvážíme-li ještě, že J5<n) = Bn+X 

Věta 2,4. Jestliže pro r >̂ 1 bodů 

Bh,Bh,...,Bir, l £ r £ n + l , (1,8) 

na přímkách stran normálního mnohoúhelníka AXA2... An+X platí relace (2,3), 
pak existuje právě jeden bod nebo právě jeden směr, který obsahují jeho vrcholové 
nadroviny 

Pil,fa...,Pi,, l £ r £ n + l , (2,9) 

promítající z jeho vrcholových podprostoru body (1,8), a při r <Ln ještě jeho vrcho
lové nadroviny 

'P* %*...,'&., r + s = n+l. (2,10) 

D ů k a z . Podle věty 1,4 existuje takový bod anebo směr nejvýš jeden. 
Položme opět ix= 1. Bod resp. směr, který obsahují vrcholové nadroviny 
{2,9) a při r ^ n i (2,10) s výjimkou nadroviny jf?3 = ftil9 označme B resp. b. 
Podle věty 1,4 existuje právě jeden bod B anebo právě jeden směr b. Uvažujme 
nadrovinu /?, určenou (podle věty 1,6 jednoznačně) vrcholovým prostorem 
{AzAé ...An+X} a bodem B, resp. podmínkou, aby obsahovala směr b. Tato 
nadrovina (opět podle věty 1,6) neobsahuje přímku {AXA2} a je vrcholovou 
ňadro vinou normálního mnohoúhelníka AXA%... An+X. 

Dále už zjistíme podobně jako v důkazu věty 2,2, užívajíce ovšem věty 2,3 
místo věty 2,1, že bod Bx = BÍL leží v ňadro vině /?, t. j . /? = /^ = /?ťi, čímž bude 
důkaz proveden. 

P o z n á m k a 3. Uvedenými větami není zodpověděna otázka, mají-li i vrcho
lové nadroviny 

'(}v '0t9 ..., '/3n+1 (2,11) 

normálního mnohoúhelníka AXA2 ••• An+i společný bod anebo jsou-li rovno
běžné s touž přímkou. Nadrovinami (2,11) se budeme později zabývat zvlášť; 
uvidíme, že odpověď na zmíněnou otázku je podstatně různá podle parity di
mense n. 
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III. 

V této části vyšetříme nutnou a postačující podmínku, aby n vrcholových 
nadrovin 

i?iA, •••,/?„ (3,1) 
normálního mnohoúhelníka AXA%... An+1 bylo rovnoběžných s touž přímkou. 
Tuto podmínku vyjadřují věty 3,7 a 3,8; věty 3,1 až 3,6 jsou pomocné. 

Věta 3,1. Nechť pro vrcholové nadroviny 

normálního mnohoúhelníka A^A%... An+1 existují body 

n 
Budiž v = n — 2m, kde m = 0, 1, 2, ..., -—- — 1 při n sudém a m = 0, 1, 2, ..., 

—-— — 1 při n lichém. 

Pro každé m existuje jediný podprostor dimense I —-— I + 1> který obsahuje 

body 
AV+Í>BV,Q^*KQ(V~%...,Q(°K 

D ů k a z . V důsledku věty 1,8 stačí ukázat, že bod Av+1 neleží v podprostoru 
{J5vQ(v"2)Q(t,~4)... Q(°)}. Ale to je zřejmé, neboť v opačném případě by nad-
rovina /J(J° podprostoru {AXA2... Av+1}, která obsahuje podprostor {BVQ(V~2> 
Q(v-*) ... #<°)}, obsahovala body Av+1, Av, ..., Ax. Ale to je nemožné podle 
věty 1,1. 

Věta 3,2. Nechť vrcholové nadroviny 

Pl,P,,...,Pn (3,1) 

normálního mnohoúhelníka AXA%... An+1 mají společný bod Q. Nechť při n > 3 
existují body 

#»-*), Q(»-V..,0(°). 
Orientujme ještě libovolně přímku {QBn}. * 

Pak platí: 
(j> . n(n-2) n\ — * ~~ * + ktk2 — . . . + (— l ) n kxk2... kn („ . 
{Bn'Q 'Q) - r^fhj^r^7+ ( _ i r , kA... fc„_2 • <3>2> 

D ů k a z . Orientujme nejprve libovolně přímky 

{^4n-i-4i}, {-4n-3^i}? ••• 
a přímky 

{Q(n~~2)Q{n-*)}9 {Q{n~-*)Q(n-B)}} 

pokud nejsou již nějak orientovány v důsledku úmluvy 2,1. 
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Z vět odd. II nalezneme snadno, že při n sudém ' 

(B2; Q(°)} QW) = 1 - h + \k2 (3,3) 
a při n lichém 

(Bs; «<->, o<3>) = 1—*?-+ y | " ***-* . (3,4) 

Nechť opět v = n —• 2m, kde nyní při n sudém, n > 2, 

m = 0, 1, 2, . . . , - - 2, 

a při n lichém, n > 3, 
.w 1 

m - 0 , 1,2, :..,—g 2 . 

Zvolme nějaké v. 

Podle věty 3,1 je mnohoúhelník AV+1BVQ(V~2)Q(V-*)... Q(°) normální v pod-
prostoru 

{AV+1BVQ(«-*)Q(*-~*)...Q«»}. (3,5) 

Předpokládejme, že existuje bod B(v). Podle věty 1,8 a věty 1,2, aplikované 
na uvedený mnohoúhelník, má tedy při n sudém podprostor 

{AVQWBV„2BV_,...B2B(*)} (3,6) 

a při n lichém podprostor 

{AVQ(*)BV„2BV^ ... BZA2B(*)} (3,7) 

dimense nejméně I —->— . Avšak podprostor (3,6) resp. (3,7) je obsažen v nad-

rovinách 
v(«) fíKV) R{v) fíiv) 

7 V > Pt>-2> Pi>-4> •••? P 2 

resp. 
7K '> Pt>-2> P«-4> •••? K3 

podprostoru {A1A2...Av+1}i SÍ, tedy je dimense právě —--j— , takže je nadrovi-

nou v podprostoru (3,5). 
Aplikujeme-li nyní na mnohoúhelník Av+1BvQ(*-~2)Q(v-*)... Q(°) normální 

v podprostoru (3,5) a zmíněnou nadrovinu tohoto podprostoru větu 2,1, dosta
neme 

s<">. (£<*>; # - » , B.) . \AV; Bv, Av+1). (-B<»>; ..4,+x, o<°>) =- 1 , 

kde při «. sudém 

#•> = n (-?«; <3 ( 2 ! - 2 ) . # ( 2 I > ) 
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a při n lichém 
i 
" 2 

I 
l - l 

я<«> = („, ; Q<°>, oя) п (*«+-; # ( г í _ 1 ) > # í , + 1 > ) • 

Podle věty 2,3, aplikované na mnohoúhelník AXA2... Av+X normální v pod-
prostoru {AXA2... Av+1}, je 

a tedy 

(Bv; o>->, «(•>) = 1 - í - i f ^ ^ ^ ^ = l í ^ ^ . (3,8) 

V případě, že bod j?(v) neexistuje, t. j . že nadrovina yW podprostoru {AXA2... 
...Av+X} je rovnoběžná s přímkou {AXAV+X}, dostaneme po malé modifikaci 
předcházející úvahy opět relaci (3,8). 

Předpokládejme nyní, že platí 

(B,- 0<A-2> Q(h)\ __ 1 — ^1 + fcA — . . . + (-- 1)* fcA . . . kh 

j^ — v — 2, v — 4, ..., A^>4. 

V důsledku (3,3) a (3,4) je pak 

sw = i ~~kx + kxk2- ... + ( - i )^ 2 kA. . .k ,_ 2 , 
a tedy podle (3,8) 

1 «̂ i + ^1^2 * • * + ( 1/ "a"^ ' ' * kv (Bv; #-->, o«) 1 ^1 + AJ1fí72 *. . + ( 1)V ^1^2 * * ' ™v—2 

Tím je věta indukcí dokázána. 

Věta 3,3. Nechť body 
P P P 

x 1> •*• 2> * * *> n 

leží právě v jedné nadrovině a budiž p přímka nerovnoběžná s touto nadrovinou. 
Veďme bodem Px resp. Pn pfimku px resp. pn rovnoběžnou s pfímkou p. Budiž d 
libovolná nadrovina, která nejde žádným z bodů Px, P 2 , ..., P w , protíná všecky 
pfímky 

{P,P3}, {PZPJ, ..., {Pw_x, Pn}, pn, px (3,9) 

postupně v bodech 

Mz, Ji3, . . . , Mn-X, J*w> -Kn+x 

a pfimku {PiP2} protíná budto v bodě Rx, anebo je s ní rovnoběžná. Orientujme 
libovolně všecky přímky (3,9) i přímku {PiP2} a položme e = 1 resp. e = — 1 
při souhlasné resp. nesouhlasné orientaci přímek px, pn. 
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Pak pЫí: 

PnR« 

ҖRn 

P- . П (Яà pь Pt+l) = « (3,Ю) 
+1 

1 = 1 

resp. 

4&-n(**p*>pi+i) = *> * (3,ioo 
j y ř n + 1 1-2 

podle toho, zdali nadrovina d přimku {P1P2} protíná anebo nikoliv. 

D ů k a z . Nechť nadrovina d je rovnoběžná s přímkou {PiPn}- Podle zobec
něné věty Menelaovy 2,1, aplikované na mnohoúhelník P j P 2 . . . Pn normální 
v podprostoru {P^P* • • • Pn} platí: 

U(Bi;PhPl+l) = l 
i ~ i 

resp. 
n - l 

П (Bť, Pt, Pl+l) = 1 • 
ř = 2 

Avšak zřejm 
PnBn = ß _ 

Jr1Kn+1 

takže platí relace (3,10) resp. (3,10'). 

Nechť za druhé nadrovina 6 protíná přímku {PiP«}, již jsme nějak oriento
vali, v bodě P, který je ovšem různý od bodů P-,, P„. Podle věty 2,1 je 

( J ř ; P , „ P 1 ) . n ( J ř I ; P „ P I + x ) = l 

resp. 

(R- Pn, Px)."f{ (Jí,; P „ P I + X) = l • 
í - 2 

Dále snadno zjistíme, že 

( t f ; P . , P x ) = e ^ p - . 

Relace (3,10) resp. (3,10') platí tedy i v tomto případě. 

Věta 3,4. Nechť vrcholové nadroviny 

Pl, P2, • • •, Hn-v Pn 

normálního mnohoúhelníka AtA2 ... An+1 mají společný bod Qt Nechť při n > 3 
existují body 

Q(»-«),g<*-«),...,Q(0). 
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Orientujme libovolně přímku {QQ(n~2)} a položme e = 1 resp. e = — 1 podle tohor 

jsou-li (rovnoběiné) přímky 
{An,An+1},{QQ(n-2)} (3,11). 

orientovány souhlasně nebo nesouhlasně. 
Pak platí: 

_________ z=. «/ ]\n+l 1 #1 4" # A •••4" ( IT #1̂ 2 * " #n-2 /g j^y 
Q(^2j^ ^ kxk2...kn_x ' 

D ů k a z . Předně body Q a Q(n~%) jsou různé a přímky (3,11) rovnoběžné podle 
věty 1,8. 

Podle věty 3,1 je mnohoúhelník 

An+1Q(n~2)Q(n~*K..Q«» (3,13) 
normální v podprostoru 

{An+1Q(n~2)Q(n~*K..Q(<>)} (3,14). 

dimense — - — I . Přímka {AnAn+1} zřejmě není v tomto prostoru obsažena. 

Označme E podprostor dimense I—-í—I 4 1? určený podprostorem (3,14) 

a přímkou {AnAn+1}. 

Předpokládejme nejprve, že přímka {AjAn+1} protíná vrcholovou nadrovinu 
y(n) = {QA2AZ... An} = fin+1 v bodě Bn+V Podle věty 1,8 a podle věty 1,2, 
aplikované na mnohoúhelník (3,13) normální v podprostoru (3,14), leží při n 
sudém body 

An, Q, i>n_2> i>n^4, . . . , -o2, Bn+1 (3,15) 

a při n lichém body * 

An, Q, Bn^2, Bn_á, ..., JS3, A2, Bn+l (3,16) 

v podprostoru dimense nejméně I ——— I. 

Avšak při n sudém leží body (3,15) v nadrovinách 
Pn+1> Pn-2) Pn~á> • • •> P% 

a při n lichém body (3,16) v nadrovinách 

Hn+V rn-2? Pn-49 • • •> Pz > 

takže body (3,15) resp. (3,16) leží v nějaké nadrovině d podprostoru E. 
Můžeme tedy na útvar složený v podprostoru £ z přímek stran mnoho

úhelníka (3,13) s výjimkou přímky {An+1Q(n~2)} a přímek {AnAn+1} a {Q(n~2)Q} 
a jeho zmíněnou nadrovinu 6 aplikovat větu 3,3; tak dostaneme 

{Bn+1; An+1, Ax) . *S<«). Z X = e • ( 3 > 1 7 ) 
^n+i^n 

1 5 



, = Є , 

ln+\Љn 

Avšak podle věty 2,3 je 

ktkt...K^K+i = ( - l ) n + 1 

a podle věty 3,2 

S<*> = 1 - kx + ktkz - . . . + ( - l)n-2 kxk2... K-2 • 

Z toho a (3,17) plyne pak ihned relace (3,12). 

Nechť za druhé přímka {_4i-4n+l} je rovnoběžná s vrcholovou nadrovinou 
y{n) _. '/)n+lm Pak jednoduchou modifikací výše provedené úvahy dospějeme 
pomocí věty 3,3 k relaci 

• s(n). j^g 
n+\^ 

při čemž nyní 
* 1 f c , . . . f c n - i = ( — l ) w + 1 , 

takže opět platí (3,12). 

Věta 3,5. Budiž AXA2... An+X normální mnohoúhelník. Nechť jeho vrcholové 
nadroviny 

0vP*...,P« (3,1) 
obsahují všecky směr q. Nechť při n ^> 5 existují body 

&»-*), &»-*),...,Qi»). 
Pak platí: 

1 — kx + kxk2 - . . . + (— l)n kxk2... kn = 0 . (3,18) 

D ů k a z . Pro n = 2 se věta dokáže snadno. Nechť tedy n I> 3. 
Vrcholy 

- * 1 > * " 2 > • • •? -"-n—2> - " n - l > ^ n + 1 

označme po řadě též takto: 

-4i> A2, ..., -4^_x, ^4^, ^4^+1 , 
takže ovšem 

s|e 

^ = n — 1 , 
a uvažujme mnohoúhelník 

^ l ^ n - 2 . . . ^Ln+1 

normální v podprostoru 
l1l2...A-n+1 (3,19) 

{lJ2...An+1}. (3,20) 
Pro tento mnohoúhelník budeme v dalším užívat označení z úmluv 1,3, 1,4 
a 1,5 s připojenými hvězdičkami, jako kdyby byl normálním mnohoúhelníkem. 

Vrcholové nadroviny 
AhAž* •••> 0n-2> 7n+l > (3,21) 
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kde nadrovina yn+1 jde podprostorem {A^AZ ... An} rovnoběžně se směrem q9 

mají společnou přímku p, která jde bodem An rovnoběžně se směrem q. 
Přímka p protíná podle věty 1,7 podprostor (3,20) v bodě, který označíme Y 

a který je společným bodem těch vrcholových nadrovin mnohoúhelníka (3,19) 
normálního v podprostoru (3,20), které vzniknou průnikem nadrovin (3,21) 
s podprostorem (3,20). Užijeme-li — za výše uvedené konvence — úmluvy 1,4, 
můžeme tyto vrcholové nadroviny mnohoúhelníka (3,19) normálního v pod
prostoru (3,20) označit takto: 

* * * * 

* 
Označme yn nadrovinu podprostoru (3,20), která je podle věty 1,6 jednoznač-

ně určena podprostorem {AXA2... An_x} a bodem Y a která je vrcholovou nad-
rovinou mnohoúhelníka (3,19). V označení z úmluvy 1,5 můžeme tedy vzhle
dem k výše provedené konvenci psát 

Y = $S> = Q ; 
dále se snadno zjistí, že 

Qin-9) = Q(n-2)} Q(n-!>) = Q(n~*)y ^ Q(0) = Q(0) . ( 3 > 2 2 ) 

Orientujme ještě libovolně přímku {AnAn+1}. Budeme v dalším rozlišovat 

dva případy podle toho, zdali y* = fa anebo y* = 'fa. 

Nechť předně vrcholová nadrovina y*n = fa mnohoúhelníka (3,19) protíná 

přímku {AnAn+1} v bodě Bn. Podle věty 2,3, aplikované jednak na mnoho
úhelník (3,19) normální v podprostoru (3,20), jednak na normální mnoho
úhelník A±A2... An+1, dostaneme snadno 

(Bn; An, An+1) = - kn_xkn , (3,23) 
takže 

1 + kn_xkn 4= 0 . (3,24) 

* * * * sk 

Podle věty 1,8 jsou body Bn, Q a ^ n ~ 2 ) různé a leží na přímce. Přímka p * * vedená bodem Q(w~2) rovnoběžně se směrem q (je rovnoběžná s přímkou 

p = {AnQ}, a tedy) protne rovinu {An_±AnAn+1} v bodě X přímky {AnBn} 
* * . . 

různém od bodů An, Bn. Přímku p obsahují zřejmě vrcholové nadroviny 
fa-vfin normálního mnohoúhelníka A±A2... An+1, a tedy jejich průsečné 
přímky {Bn_xAn+x} a {BnAn„x} s rovinou {An_xAnAn+x} jdou bodem X. 

Orientujme libovolně přímky {B-nQ} a {B'nAn}. Zřejmě 

(£;; o<»-2>, Q) = (h *> An) . (3,25) 
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Vzhledem k (3,22) můžeme na mnohoúhelník (3,19) normální v podprostoru 
(3,20) aplikovat větu 3,2, a tak dostaneme 

(B-n; #"-*>, Q) = 

1 fCx ~f- n^fl^ . •• *T~ ("~~" •-/ *X*2 •*• "^n-3 

.{l - „ . + „ , „ , - . . . + ( - i ) " - « i . . . . . . l M + 

(3,26) 

+ (- i)-i fc.4,... &n_2 (i;; 4 ; --;,_>} • 
V rovině {_4n_x__4n_4n+1} snadno zjistíme, že 

* 1c 

Kn-i (1 r ^n-i^n) 

Srovnáním s (3,26) dostaneme vzhledem k (3,23) až (3,25) relaci (3,18). 

Nechť za druhé vrcholová nadrovina yn = '/?; mnohoúhelníka (3,19) normál -

ního v podprostoru (3,20) je s přímkou {AnAn,x} rovnoběžná. 
íic sic _ sk * sk sic sic 

Podle věty 1,8 jsou body Q a Q^~-) různé a přímky {Q(n~2)Q} a {AnAnSX} = 
= { ^ „ „ ^ l , ^ } rovnoběžné. Orientujme libovolně tyto dvě přímky a položme 
e = 1 resp. e = — 1 při jejich souhlasné resp. nesouhlasné orientaci. Je zřejmé, 

v * 

že přímka p protíná i nyní rovinu {An_xAnAn+x} v bodě X, jímž opět jdou její 
průsecné přímky {-Bn~i^«+i} a {BnAn_x} s vrcholovými nadrovinami ^ n _ x a f}n 

normálního mnohoúhelníka AtA2... An+X a který má tu vlastnost, že př ímka 
{XAn} je rovnoběžná s přímkou {An_xAn+x}. Orientujme libovolně i přímku 
{XAn} a položme e' == 1 při souhlasné a e = — 1 při nesouhlasné orientaci 
přímek {XAn} a {<?<"-2><?}. Zřejmě 

Q(n-2)Q = e>x£n . (3,27) 

Podle věty 3,4, kterou vzhledem k (3,22) opět můžeme aplikovat na mnoho
úhelník (3,19) normální v podprostoru (3,20), je 

A'n+1An _ * _ . £ _ - l - f c l + fc1fc2---.+ ( - 1 ) " - ' ^ - • • ' * -» /ooov 
•_——•_ ~ *• ' z- h h ' *• ' ' 

5.4 * >K ií/llVn . . . -V«_o 

V rovině {An_xAnAn+x} zřejmě platí 

An+xAn_x __ * 

_on * 
takže podle (3,27) 

___% = ^__±__feł = + \k _x. (3,29) 
sfe * sjí sfc » * 
Q<n-VQ Q(n-ГQ 
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Uvážíme-li, že nyní ještě &„_!&„+1 = O, dostaneme srovnáním (3,28) s (3,29) 
opět relaci (3,18). 

Tím je věta 3,5 dokázána. 

Ú m l u v a 3,1. Budiž AtA2... An+1 normální mnohoúhelník s vrcholovými 
nadrovinami 

Pl> A.» •••> Pn • ( M ) 

Buďtež u, v celá nezáporná čísla taková, že 

2<Lu + 2<^v<±n. 

Budiž h = 2, 3, ..., v — u. 

Označme 

nadroviny podprostoru 

\Au+1Au+2 ... Au+h+1} . (3,*>1) 

které jsou jeho průniky s nadrovinami 

PM+1> PM+2> • • •> Ru+h • 

Podprostory (3,30) jsou zřejmě vrcholové nadroviny mnohoúhelníka 
Au+1Au+2 . . . Au+h+1 normálního v podprostoru (3,31); podle věty 1,4 existuje 
buďto právě jeden bod jim společný, který pak označíme Qu

h]\, anebo právě 
jeden směr jim společný, který budeme značit qu

h)
vl. 

Položme ještě Q^ t = Bu+1 a Qu°lx = Au+1. 

Mnohoúhelník 
Au+1Au+2 . . . Av+1 (3,32) 

normální v podprostoru {Au+íAu+2 . . . Av+1} nazveme přípustným, jestliže 
v — u <I 4 anebo jestliže při v — u > 4 existují body 

f)(v-u-3) f)(v-u-5) f)(0) 
Vii + i > Vít-i-i > - " > V Í Í + I -

P o z n á m k a 4. Mnohoúhelník (3,32) může být přípustný při vhodné volbě 
vrcholových ňadro vin Pt, P2, ..., fin a při jiné volbě nikoliv. Avšak výše zave
dená zkratka ,,přípustného mnohoúhelníka" nám později velmi usnadní 
vyjadřování a nepovede k nedorozuměním. 

Věta 3,6. Nechť vrcholové nadroviny 

Pl>Pz>->->Pn (3,1) 

normálního mnohoúhelníka AXA2 ... An+1 obsahují všecky směr q. Budiž h přiro
zení číslo, 2 <í h < n. Nechť dále vrcholové nadroviny 

mnohoúhelníka AXA2... Ah+1 normálního v podprostoru {AXA2 ... Ah+1} mají 
všecky společný smér q(h\ 

19 



Pah je vždy 
h<Ln — 3 

a vrcholové nadroviny 
AV,*- 1 ' . AV-* _ 1 ) . •••> /3 < . n -*- 1 > (3>33) 

mnohoúhelníka Ah+2Ah+z... An+1 normálního v podprostoru 

{Ah+2Ah+z ... An+1} (3,34) 

mají všechy společný smír q{
h+

hl)' 

D ů k a z . Nechť h = n — 1. Nadroviny 
/><n-l) /?(n-l) />(n~l) 
Pl > P% > •••> Pn-1 

podprostoru {-4!AL2... ̂ 4n} mají podle věty 1,7 a prvního předpokladu dokazo
vané věty společný bod Q(n~l\ a tedy v důsledku druhého jejího předpokladu 
mají společnou celou přímku. To však odporuje větě 1,4. 

Nechť h = n — 2. Nadroviny 
o(n-2) o(n~2) /?(n-2) 
P l , P2 > • • •> P n - 2 

podprostoru {ALXJ.2... -4^-J mají společný bod Q(n~2) podle věty 1,8, a tudíž 
podle předpokladu i přímku společnou, což odporuje větě 1,4. 

Tím je první část věty dokázána. Přejdeme k důkazu druhé části. 
Z věty 1,6 plyne, že směr q není obsažen v podprostorech {AjA2 ... Ah+1} 

a {^+2^+3 ... An+ll}} takže není rovnoběžný ani se směrem q(h\ o němž se 
snadno zjistí, že není rovnoběžný s podprostorem {Ah+2Ah+z... An+1}. Nad
roviny 

Pv P%> •••> fa > (3,35) 

jež obsahují podprostor (3,34) a směr q s ním nerovnoběžný, protínají se v pod
prostoru dimense právě n — h\ označme jej En-h. Avšak nadroviny (3,35) jsou 
všecky rovnoběžné i se směrem q(h\ což znamená, že v prostoru En.A je obsa
žena rovina E2, obsahující směry q a q(h\ Ježto rovina E2 není rovnoběžná 
s podprostorem (3,34), s nímž leží v podprostoru £n_&, protíná jej právě 
v přímce. Dokážeme o ní, že určuje směr q{

hZ
h~X)> který obsahují všecky nad

roviny (3,33) podprostoru (3,34). 
Uvažujme kteroukoliv z nadrovin 

&+„ f}h+Z> •••> Pn • (3,36) 

Ta obsahuje podprostor {AxAt... Ah+l}, a tedy i rovinu obsahující směry q 
a q(h\ t. j . rovinu rovnoběžnou s rovinou E2, obsahující směrg^*" 1 *. Obsahují 
tedy všechny nadroviny (3,36) směr g^+t

h"1}. Poněvadž pak směr qt+%*'^leží 

v podprostoru (3,34) a podprpstory (3,33) jsou jeho řezy s nadrovinami (3,36), 
platí i o nadrovinách (3,33) podprostoru (3,34), že obsahují směr q^+%*'^-

Tím je celý důkaz proveden. 

20 



Věta 3f7. Nechť vrcholové nadroviny 

&,j82>-..,/3n (3,1) 

normálního mnohoúhelníka AtA2... An+l obsahují všecky smiř q. 

Pak platí: 
1 _ j ^ + fc^-. . . . + ( - l)nkxk2...kn = 0. (3,18) 

D ů k a z . V důsledku věty 3,5 stačí dokazovat větu 3,7 pro w ^ 5 a ten pří
pad, že neexistují všecky body Q(n~*), Q ( n~5 ), . . ., Q(°). 

Pak lze najít takové přirozené číslo 8X I> 2, že mnohoúhelník 

AxA2...A8l+l (3,37x) 

normální v podprostoru {AXA2... ASl+l} je přípustný a existuje směr q[8l) 

( _ qin) v označení z úmluvy 1,5). Podle věty 3,6 je sx <L n —- 3 a pro mnoho
úhelník 

ASl+2JlSl+z ... An+1 (3,38x) 

normální v podprostoru {ASl+2ASl+z . . . An+1} existuje směr g ^ + l 1 " 1 ^ 

Není-li už mnohoúhelník (3,38x) přípustný, pak lze opět nalézt takové přiro
zené číslo 82 2> 8X + 3, že mnohoúhelník 

•ASl+2A.Sl+z ... A$2+1 (3,372) 

normální v podprostoru {ASl+2ASl+z... AS2+1} je přípustný a existuje směr 
^2-^-1) o p ě t p o d l e v ě t y 3?e je ^ 2 ^ n — 3 a pro mnohoúhelník 

-4s2+2^s2+3 • • • An+1 (3,382) 

normální v podprostoru {A$2+2AS2+Z ••• An+l} existuje směr g^; 2
2 _ 1 ) . 

Není-li už mnohoúhelník (3,382) přípustný, pak pokračujeme-li t a k dále, 
dojdeme po konečném počtu kroků k mnohoúhelníku 

ASv+zASv+3 . . . An+1 (3,38,,) 

normálnímu v podprostoru {ASv+2ASv+z... An+1}} který je přípustný, a pro 
který existuje směr (fiw

l
+~l9~1). Přitom je 

2 ^ 8i, 8X + 3 <1 82, s2 + 3 <I sS9 . . ., sv + 3 <I n ; 

v > l . 

Na všecky mnohoúhelníky (3,37x), (3,372), ..., (3,37ť), (3,38v) (mnoho
úhelník (3,37„) je ovšem přípustný mnohoúhelník ASv l+2ASv_1+3... ASv+1) 
můžeme aplikovat větu 3,5. Tak dostaneme: 

1 - * ! + kxk2 - . . . + ( - l)s* k,k2... k8i = 0 , 

1 — kSí+2 + kSi+2kSi+z .. • + ( 1) 2 * k8t+2k8i+z ... kSz = u , 

1 - K+2 + K9+*K+* - . . . + ( - i)*-**- 1 kSv+2kSv+z ...kn = 0. 
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Násobíme-li druhou, třetí atd. až (v + l)-ní z těchto rovnic postupně 

(-!)*> xkxk2...k8i+v (-1)*- xkxk2...kSi+x, ..., (- l) , ' ! l * x Jb 1 . . .J fc. f + 1 > 

a pak všecky rovnice sečteme, dostaneme (3,18). 

Věta 3,8. Nechť pro n bodů 
BX,B2, ...,Bn (3,39) 

na přímkách stran normálního mnohoúhelníka AXA2... An+X platí relace (3,18). 
Pak existuje pravé jeden směr, obsazený ve všech vrcholových nadrovinách 

&,&, ...,/?» (3,1) 

nortnálního mnohoúhelníka AXA2... An+1, které z jeho vrcholových podprostorú 
promítají body (3,39). 

D ů k a z . Podle věty 1,4 existuje takový směr nejvýše jeden. 
Kdyby vrcholové nadroviny ff-l\ $T~ 1}> • ••> fá-i* mnohoúhelníka AXA2... 

... An normálního v podprostorú {AXA2 ... An} byly všecky rovnoběžné s touž 
přímkou, bylo by podle věty 3,7 

1 -kx + kxk2- ... + ( - l)*'1kxki...kn^1 = 0 , 

a tedy srovnáním s (3,18) bychom dostali kxk2 ... kn = 0. Plyne tudíž z věty 1,4 
existence bodu Q^"1). 

Nadroviny f}x> /32, ..., /3n-x mají podle věty 1,4 zřejmě společnou právě jen 
přímku {An+xQ(n-l)}m Označme ft nadrovinu, která jde podprostorem {AXA2... 
... An-X} rovnoběžně s touto přímkou. Ňadro vina /? zřejmě nesplývá se stěnou 
{AXA2... An}, a kdyby šla vrcholem An+l> pak proti větě 1,6 by podprostor 
{AXA2... An-X} obsahoval bod Q(n~1>. Nadrovina /? je tudíž vrcholová nadrovi-
na normálního mnohoúhelníka A1A2... An+1. 

Kdyby nadrovina (í byla rovnoběžná s přímkou {AnAn+x}, existoval by 
podle věty 1,8 pro mnohoúhelník AXA2... An~x normální v podprostorú 
{AXA2... An„x} směr g<n"2) a podle věty 3,7 by bylo 

1 ~~kx + kxk2 - ... + (- l)n~2kxk2...kn„2 = 0 . 

Srovnáním s (3,18) plyne 

iCxfC2 . . . ICn—X(i rCn) = U , 

což je nemožné. 

To znamená, že nadrovina jí protíná přímku {AnAn+x} v nějakém bodě Bn. 
Podle věty 3,7 je 

1 - kx + ifc-4*,' — ... + ( - l ) " " 1 kxk2...kn^ + 
+ ( - \)« kxk2... kn-x(B*; An, An+X) = 0, 
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Srovnáním s relací (3,18) dostaneme okamžitě B* = J3n, čímž je důkaz pro
veden. 

P o z n á m k a 5. Platí-li relace (3,18) a ještě kxk2 ... kn+1 = (~-l)n + 1, platí 
i dalších n relací, odvozených z (3,18) cyklickou záměnou indexů. Geometrický 
význam toho je zcela jasný. 

Резюме 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ТЕОРЕМ МЕНЕЛАЯ И ЧЕВЫ 

НА ^-РАЗМЕРНЫЕ ФИГУРЫ 

З Б Ы Н Е К НАДЕНИК (2Ьупёк Ш<1еп1к), Прага. 

(Поступило в редакцию 22/ХП 1954 г.) 

Пусть в п-размерном евклидовом пространстве Еп точки 

Аг, А2, ..., Ап+1 (1) 

линейно независимы. Фигура, составленная из п + 1 абсцисс 

АХА2, А2Аг, ..., Ап+1АХ, (2) 

которую автор называет нормальным многоугольником АхАг ... Ап+1 яв
ляется п-размерным обобщением треугольника. Точки (1) он назы
вает его вершинами, абсциссы (2) его сторонами ах,а2, ...,ап+1. и прямые 
определенные ими, прямыми его сторон. Подпространство размера п — 2, 
которое определено вершинами (2) за исключением двух соседних, лежа
щих на стороне а{ (г = 1, 2, ..., п + 1), называет автор вершинным подпро
странством, противоположным стороне а{. Гиперплоскость, которая содер
жит это подпространство, но никакую из исключенных вершин, называет 
автор вершинной гиперплоскостью. 

Пусть В{ (г= 1, 2,..., п + 1) -— точка на прямой стороны а{, отличная от 
вершин Аи А{+1 (Ап+2 = Ах) и & — вершинная гиперплоскость, проходя
щая через точку В€ и вершинное подпространство, противоположное сто
роне а^ 

п + 1 точек 
Вг, В2, ..., Вп+1 (3) 

лежит самое больше в одной гиперплоскости, и п + 1 вершинных гипер
плоскостей 

Ри &> • • •> Рп+г (4) 
имеют самое больше одну общую точку или самое больше одно общее на
правление (т. е. самое больше одну ,,точку в бесконечности")• 
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Пусть прямые сторон нормального многоугольника АгА2 ... Ап+1 ориен
тированы произвольно, и пусть введено еще следующее обозначение: 

к< = ф0^9 г= 1,2,...,п + 1. 

Главным результатом работы являются следующие теоремы: 

1. Необходимое и достаточное условие для того, чтобы точки (3) лежа
ли в гиперплоскости: 

Л^Л^ . . . 1сп+1 = 1. 

2. Необходимое и достаточное условие для того, чтобы вершинные ги
перплоскости (4) имели общую точку или направление: 

^ • • • ^ + 1 = ( - 1)п + 1- * (б) 

3. Необходимое и достаточное условие для того, чтобы вершинные гипер
плоскости (4), для которых имеет силу (5), имели совместное направле
ние (и, следовательно, не точку): 

1 _ кг + ккк2 - . . . + (_ 1)*кгк2...кп = 0 . 

Первая теорема является тг-размерным распространением известной 
теоремы Менелая, и вторая - теоремы Чевы. Это можно выразить тоже 
в более общей форме, как показано в этой работе. При помощи указанных 
теорем будет в будущем нормальный многоугольник исследован более 
подробно. 

L'ÉLARGISSEMENT DU THÉORÈME DE MÉNÉLAÛS 

ET DE CÉVA SUR LES FIGURES ^-DIMENSIONNELLES 

ZBYNËK NADENÏK, Prague. 

(Reçu le 22 décembre 1954.) 

Supposons que les points 

A\, A2, ..., An+1 (1) 

d'un espace euclidien à n dimensions En sont linéairement indépendants. La 
figure, formée par les n + 1 segments 

AXA2, A2AZ, ..., An+1A1 , (2) 

que l'auteur appelle le polygone normal AXA2... An+l, est une généralisation 
d'un triangle. Dans le travail présent, on appelle les points (1) les sommets de ce 
polygone normal, les segments (2) leur côtés av a2, ..., an+1 et les droites déter
minées par les segments (2) les droites de leur côtés. Le sous-espace à n — 2 
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dimensions qui est déterminé univoquement par les sommets (1) par l'exclusion 
de deux sommets voisins sur le côté a{ (i = 1, 2, ..., n + 1), est appelle par 
l'auteur le sous-espace de sommet opposé au côté a{. L'hyperplan qui passe par 
ce sous-espace et qui ne contient aucun de ces deux sommets omis, est appelle 
l'hyperplan de sommet. 

Soit Bi (i = 1, 2, ..., n + 1) le point sur la droite du côté a{ distinct des 
sommets Ai9 Ai+1 (An+Z = Ax) et & l'hyperplan de sommet passant par le 
point Bi et par le sous-espace de sommet opposé au côté a£. Par les n + 1 
points 

Bl9 J52, ..., Bn+1 (3) 

passe au plus un hyperplan et les n + 1 hyperplans de sommet 

Pl> /#2> • • •> Pn+l (4) 

ont commun au plus un point ou au plus une direction (c'est-à-dire au plus 
un „point à l'infini'f), mais non un point et aussi une direction. 

Orientons arbitrairement les droites des côtés du polygone normal AXA2 ... 
... An+1 et introduisons encore cette notation: 

ki = 4^h> • = l,2,...,n + 1. 
Ai+xBi 

Les résultats fondamentaux du travail présent sont les théorèmes suivants: 
1. La condition nécessaire et suffisante pour que les points (3) soient dans un 

hyperplan est 
ICTJC^ . . . kn+1 = 1 . 

2. La condition nécessaire et suffisante pour que les hyperplans de sommet (4) 
aient commun un point ou une direction est 

* 1*B-.-fc«+ 1 = ( — l ) n + 1 . (5) 

3. La condition nécessaire et suffisante pour que les hyperplans de sommet (4) 
pour lesquelles on a la relation (5), aient une direction commune (et alors non un 
point), est 

1 — kx + kxk2 — ... + (— 1)» kxkz... kn = 0 . 

Le premier resp. deuxième théorème est un élargissement n-dimensionnel du 
théorème de Ménélaûs resp. de Céva bien connu. Dans le travail présent ces 
deux théorèmes sont expliqués aussi dans une forme plus générale. A l'aide de 
ces théorèmes le polygone normal sera étudié plus profondement plus tard. 
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