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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 81 (1956) 

POZNÁMKA 0 ŘÍDKÝCH MNOŽINÁCH V Em 

JAN MAftÍK, Praha. 

(Došlo dne 13. září 1955.) i>T: 519.51 

V práci je dokázána věta, která má asi tento názorný význam: ftídká 
množina v E2 má míru 0, když jenom podél nemnoha rovnoběžek se 
souřadnými osami je příliš roztrhána. V Em (m > 2) platí podobná 
veta pro řídké uzavřené množiny. 

Lemma 1. Bud P separabilní metrický prostor. Bud N nespočetná množina; 
každému x e N bud přiřazen bod b(x) e P. Bud e > 0. Potom existuje bod c c P 
tak, ze pro nespočetné mnoho x e N platí Q(c, e) C Q(b(x), 2e).*) 

Důkaz. Buď C hustá spočetná část prostoru P. Přiřaďme každému c c C 
množinu Nc těch x e N, pro něž c e Q(b(x), e). Protože {J Nc = N, existuje 

C€O 

c € C tak, že množina Nc je nespočetná. Pro každé x c Nc je pak Q(c, e) c 
C Q(b(x), 2e). 

Označení. Buď Em m-rozměrný kartézský prostor. Je-li m > 1, i celé, 
1 <1 i <1 m, JSC Em, x = [xx, ..., xm^x] € Em_x, buď J3* množina všech t c Ex, 
pro něž platí 

[Xx, . . . , -^i-u *, #*? • • •> #m-lJ € -*-• • 

Lemma 2. Bud B C Em (m> 1); bud Q neprázdná otevřená Část Em„x; bud 
A nespočetná část Ex; konečné bud T množina těch x € Em„x, pro něž má B™ 
nespočetně mnoho komponent. Necht Q x A C B a necht T je první kategorie 
(v Em-X). Potom množina B není řídká. 

Důkaz. Jestliže množina A není řídká, není ani množina B řídká. Před
pokládejme tedy, že množina A i množina B je řídká; ukážeme, že tento 
předpoklad vede ke sporu. Buďte Lx, L2, ... všechny komponenty množiny 

00 

Ex — A (je jich ovšem nekonečně mnoho). Dále buď T = U Tn, kde množiny 

Tn jsou řídké. Buď Í30 nějaká omezená otevřená neprázdná část množiny Q; 
položme Gx = Q0 — Tx. Protože Gx je neprázdná otevřená množina a protože 
množina B je řídká, není Gxx LXQ B. Existuje tudíž bod xx€Gx a číslo 

*) Je-li a € P, S > 0, značí Q(a, ó) otevřenou kouli o středu a a poloměru d. 
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y1 € Lx tak, že [xl9 yx] non e B. Protože množina (G1 x Lx) — B je otevřená, 
existuje otevřené okolí Q1 bodu xx tak, že Qx C Gx a že žádný bod [x, yx], kde 
x e fij, neleží v B. Položme dále G2 = Qx — T2. Protože není G2X L2Q B, 
existuje bod x2 e G2 a číslo y2 e L2 tak, že [#2, y2] non e J5 atd. Tímto způsobem 
sestrojíme posloupnosti {Qn} (n = 0, 1, . . . ) , {Gn}, {xn}, {yn} (n =-= 1,2, . . . ) . 
Množina J0O je omezená a platí -Qw C Gn C -2«~i (^ == 1. 2> •••); je tedy 0 4= 

00 

4= ^ o Q2 o . . . C Q0
 n fii n • • • Z v ° l m e xef\Qn. Potom platí jednak 

w = l 

[x, yn] non e J? pro n = 1, 2, ..., jednak [#, y] e JB pro každé ž/ e A Můžeme tedy 
každému bodu y e A přiřadit tu komponentu K(y) množiny B™, pro niž 
y e K(y). Nechť zl9 z2 e A, zx < zr Protože množina A je řídká, existuje z tak, 
že platí zx < z < z2, z non e 2 . Nechť z e L n . Protože L n c {zl9 z2), leží mezi 
body zl9 z2 bod t/n, který nepatří do B™\ odtud plyne K(z1) 4= K(z2). Zobrazení 
y —> K(«/) JQ tedy prosté; vidíme, že množina B™ má nespočetně mnoho kom
ponent. Protože však platí x e QnQ GnQ Qn_x — Tn pro n = 1, 2, ..., neleží 
bod # v žádné z množin T n a tedy ani v množině T. To je hledaný spor. 

O z n a č e n í . Buď J B c ^ m (m > l), y e Ex. Nechť yB značí množinu všech 
x e Em_x, pro něž je [#, Í/] e i?. 

Lemma 3. JS^ď B C ^ w (m > 1). Buď T množina všech x e Em^x, pro něž má 
B™ nespočetně mnoho komponent. Nechť pro nespočetně mnoho y e Ex má množina 

yB vnitřní bod; T bud první kategorie (v Em_x). Potom množina B není řídká. 

D ů k a z . Buď Q množina všech y, pro něž má yB vnitřní bod. Ke každému 
y e Q existuje bod b(y) e Em^x a číslo e(y) > 0 tak, že Q(b(y), e(y)) C yB. Buď 

Qn množina těch y e Q, pro něž je e(y) > — Pro každé y e Qn je p a k 
n 

Q\b(y), — |C yB. Je U Qn = Q; existuje proto n tak, že množina Qn je nespo-
\ wf w = i 

četná. Podle lemmatu 1 existuje c e FJW_! a nespočetná množ ; na A Q Qn tak, 

že je Q = Q \c,y\ C Q \b(y), —1 pro každé «/ e A. J e tedy Í3 x A c J5; 

podle lemmatu 2 není množina J5 řídká. 

Věta 1. Ffoď měřitelná množina B řídká v E2. Buď Ni množina všech t e El9 

pro něž má B\ nespočetně mnoho komponent (i = 1, 2). Nechť množina Nx má 
míru 0 a nechť množina N2 je první kategorie. Potom má B míru 0. 

D ů k a z . Buď D množina těch y e Ex, pro něž má yB kladnou míru. Připusťme, 
že množina B má kladnou míru. Potom (podle Fubiniovy věty) má též D klad
nou míru. Protože Nx má míru 0, je množina A = D — Nx nespočetná. Je-li 
y e A, má množina yB = B\ kladnou míru a jen spočetně mnoho komponent. 
Aspoň jedna komponenta je tedy (nezvrhly) interval; yB má tudíž vnitřní bod. 
Podle lemmatu 3 (kde klademe T = N2) není množina B řídká. Tento spor 
dokazuje, že B má míru 0. 
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Poznámka. Jestliže množina BQE% je řídká a jestliže množiny Nx, Nz 

mají míru 0, může ještě B mít kladnou míru, jak ukazuje tento příklad (kde 
množina B je dokonce uzavřená): 

Seřaďme všechna racionální čísla intervalu (0, 1) do posloupnosti rl9 r2, ... 
Jsou-li m, n přirozená čísla, položme 

Im,n = (rm, rm + 2-«-») x (rn, rn + 2~™~") . 

Dále buď G=U Jw > w, K = <0, 1> x <0, 1>, B = K - G. Míra G je menší 
m,n 

OO 00 

než 2 4~ w " n = ^ 4 m • 2 4 n = l - l = h takže množina B má kladnou 
m,n ra=l n = l 

00 

míru (a zřejmě je řídká). Položme ještě Jn = (rn, rn + 2 n), An = \J Jk 
fc= n 

0 0 

(n = 1, 2, . . .) . Míra množiny An je menší než 2 2~fc = 2~n + 1, tedy míra prů> 
k-n 

00 co 

niku f| An je nula. Zvolme t € Ex — (\ An. Existuje p tak, že t non € Ap; dále 
n = 1 w = 1 

existuje přirozené q tak, že v intervalu (t — 2~q, ť) neleží žádné z čísel rl9 ..., rP. 
Nechť nyní v intervalu Imn leží nějaký bod s první souřadnicí rovnou t. Pro
tože t e (rm, rm + 2-m~n) c Jm C Am, ale t non c Ap, je m < p. Zároveň je 
však t — 2-™-n < rm < t; protože číslo rm neleží v intervalu (t — 2~q, t), je 
n < q. Odtud plyne vztah G\ = H], kde H = \J Imn; množina B\ = K\ — H\ 

m<p 
n<q 

00 

má tudíž jen konečný počet komponent. To platí pro každé t e Ex — (\ An> 
n=\ 

tedy pro skoro všechna t e Ex. Podobně lze zjistit, že pro skoro všechna t e Ex 

má B\ jen konečný počet komponent. 
Ještě snazší je sestrojit řídkou uzavřenou množinu B C E2 s kladnou měrou 

tak, aby obě množiny Nl9 N2 byly první kategorie. Stačí položit B = D x D, 
kde D je nějaká řídká uzavřená část Ex s kladnou měrou. 

Definice. Nechť m, i jsou celá, m > 1, l < l i < l m a nechť B Q Em. Buď 
N(i, B) množina všech x e Em_x, pro něž má Bx nespočetně mnoho kompo
nent; buď M(i, B) uzávěr množiny N(i, B). Buď 9tm systém všech množin 
B, které jsou uzavřené v Em a pro něž mají množiny M(l, B), ..., M(m, B) 
míru O (v Em__x). 

Věta 2. Nechť množina B e 9tw je řídká. Potom má míru 0. 

Důkaz. Buď napřed m = 2. Ve větě 1 je N, = N(i;B) (i = 1, 2). Množina 
M(2, B) je uzavřená a má míru 0; je tedy řídká. Tím spíše je N2 = N(2, B) 
množina první kategorie. Protože M(l, B) má míru 0, má i Nx = N(l, B) 
míru 0. Podle věty 1 má tedy B míru 0. 
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Předpokládejme, že věta platí pro jisté m ;> 2. Buď J3 e 9vw+1; nechť B má 
kladnou míru. Buď D množina těch y e El} pro něž má yB kladnou míru; 
buď D{ množina těch y e Ev pro něž má y(M(i, B)) kladnou míru (i = 1, ..., m). 

m 

Množina A = D —- U ®i J e nespočetná (protože množina D má míru > 0, 
* i - l 

kdežto množiny Dt mají míru 0). Zvolme y e A; dokážeme, že platí yB e 9tw. 
Buď tedy x e Em_v Prvky množiny (yB)™ jsou ta čísla t, pro něž je [x, t] e yB 
neboli [a;, *, y] e B; odtud plyne (VJ5)™ = B™>y], N(m, yJS) = v(N(m, J5)) a tedy 
(protože množina y(M(m, B)) je uzavřená) Jí(m, 2̂?) C ^(^(m, B)). Protože 
y non e Dm5 má množina M(m, yB) míru 0. Podobně bychom zjistili, že též 
množiny M(\, yB), ..., M(m — 1, yB) mají míru 0. Je tedy opravdu yB e 9tw. 
Protože y € D, má ĴS kladnou míru. Podle indukčního předpokladu nemůže 
být množina yB řídká; protože však je uzavřená, má vnitřní bod. Podle lem
matu 3 (kde klademe T = N(m + 1, B)) není ani množina B řídká. Tím je 
proveden indukční krok a věta je dokázána. 

Poznámka. Buď B řídká množina ze systému 9tM. Podle věty 2 má B míru 
0; množina Bx má tedy míru 0 pro skoro všechna x e Em__x. Zároveň však má 
Bl

x pro skoro všechna x jen spočetně mnoho komponent; odtud plyne, že mno
žina B\ je pro skoro všechna x e Em__x spočetná . 

Резюме 

О НИГДЕ НЕ ПЛОТНЫХ МНОЖЕСТВАХ В Ет 

ЯН МАРЖИК (Дап МаНк), Прага. 

(Поступило в редакцию 13/1Х 1955 г.) 

Определение. Пусть т — целое число > 1, г — целое число, 1 <1 г: <[ т\ 
пусть Ет — т-мерное декартово пространство. Если В С Ет, х = 
= [хг, . . ., хт„.г] е Ет„г, то обозначим через Вх множество всех I е Ег, для 
которых [хг, ..., х^х, I, хг, ..., хт„х] е В. Пусть, далее, N(1, В) будет 
множество всех х е Ет„г, для которых множество Вх имеет несчетное ко
личество компонент; пусть М(г, В) — замыкание множества N(1, В). На
конец , пусть 91т означает систему всех множеств В, которые замкнуты 
в Ет и для которых множества М(\, В), ..., М(т, В) имеют меру 0. 

Теорема 1. Пусть В — нигде не плотное измеримое множество в Ег. 
Пусть N(\, В) — множество первой категории; пусть N(2, В) имеет 
меру 0. Тогда и В имеет меру 0. 

Теорема 2. Пусть множество В е ЧЯт нигде не плотно. Тогда оно имеет 
меру 0. 
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S u m m a r y 

A NOTE ON NON-DENSE SETS IN Em 

JAN MAftlK, Praha. 

(Received September 13, 1955.) 

Definition. Let m, i be integers, m > 1, 1 <^ i <1 m; let Em be the m-dimension-
al cartesian space. If B Q Em, x = [xx, . . . , xm^t] € Em_x, we denote by Bl

x the 
set of all t e Ex such that [xx, ..., xi_1, t, x{, . . . , xm_t] c B. Let JV(i, J5) be the 
set of all x e Em_x for which the set Bx has a non-enumerable infinity of com
ponents; let M(i, B) be the closure of N(i, B). Finally, we denote by 9im the 
system of all closed sets J5 C Em such that the measure of M(i, B) is zero for 
i = 1, . . . , m. 

Theorem 1. Let B be a non-dense measurable set, B Q E2. Let the measure of 

N(l, B) be zero and let N(2, B) be of the first category. Then B has measure zero. 

Theorem 2. Let the set B c 9vm be non-dense. Then B has measure zero. 
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