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Časopis pro pěstování matematiky, roc. 82 (1957), Praha 

KŘIVKY V PROSTORECH MINKOWSKÉHO 

VÁCLAV VILHELM, Praha. 

(Došlo dne 30. května 1956.) B T l i l i i 2 

Práce se zabývá theorií křivek v prostorech Minkowského. 
Základní roli t u hraje skalární součin (a, b) vektorů a, b v prostoru 
Minkowského. Tento součin není obecně komutativní a je distribu
tivní jen zprava, t . j . platí jen (a, ocb 4- @c) = <x(a, b) + p(a,c). 
Práce je zaměřena k tomu, aby dosažené výsledky měly jednodu
chou a názornou geometrickou interpretaci. 

1. ^-rozměrný prostor Minkowského 

Úkolem tohoto odstavce je zavedení pojmů, jichž budeme v dalším užívati 

Definice 1.1. Buď En n-rozměrný aritmetický eukleidovský prostor, g jeho ob
vyklá metrika, o = (0, 0, ..., 0) počátek. Buď K ryze konvexní*) omezená uza
vřená množina v En obsahující počátek o jakožto svůj vnitřní bod. Bud H hranice 
K. Nechť x e En, x =f= o. Označme £(x) průsečík polopřímky ox (vycházející z o a 
jdoucí bodem x) s H. Položme 

V En definujme novou metriku a předpisem x,y €En ±>a(x, y) = F(y — x). 
Pak prostor En s (obecně nesymetrickou) metrikou a nazveme aritmetickým n-roz-
měmým prostorem Minkowského En(a). Prostor M s metrikou a splňující axiomy 
1° a(x, y) > 0 pro x 4- y, 2° a(x, x) = 0, 3° á(x, z) = a(x, y) -f- a(y, z) nazveme 
pak n-rozměrným prostorem Minkowského, existuje-U zobrazení f prostoru M na 
nějaký n-rozmérný aritmetický prostor Minkowského En(a) tak, ze 

x,y€M=>a(x, y) = a\f(x), f(y)]. (1) 

Dvojici (En(a); f) budeme nazývat representací prostoru M(a). 

V následujících třech větách ukážeme oprávněnost definice 1.1. s 

Lemma 1.1. a) Funkce F z definice 1.1 má tyto vlastnosti: 
1. F(x) > 0 pro xeEn, x #= 0; 

*) T, zn.: je-li a, b e K, a ={= b, pak každý vnitřní bod úsečky ob je vnitřním bodem K. 
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2. F(h . x) = k . F(x) pro k > O, x e En; 

3. F(x + y) <£ jF(íc) + î (ž/)5 í?n cemz znamení rovnosti platí, právě když 
body x, y leží na teze polopřímce v En vycházející z počátku o. 

b) Funkce a z definice 1.1 má tyto vlastnosti: 
1. a(x, y) > O pro x,ye En, x =# y; a(x, x) = 0; 
2. a(x, z) <£ (/(a;, ̂ ) + a(*/, 2;) pro x,y,ze En, při Čemž rovnost platí, právě 

když bod y leží na úsečce s krajními body x, z* (V případě x = z to znamená, 
zey = x.) 

D ů k a z . Nejprve dokážeme část a). Vlastnosti L, 2. plynou ihned z definice 
funkce F. Nechť x, y e En. Leží-li x, y na téže polopřímce vycházející z o, pak 
je na příklad y = k .x, k> 0 a podle 2. jest F(x + y) = F((k + 1) . x) = 
= (k + 1). ^(rr) = jP(a?) + & . F(x) = #(#) + F(y). Nechť konečně a?, y neleží 
na téže polopřímce z bodu o, takže zejména o =f= # =j= ?/ 4= 0. Položme 5 = 
= {F(x)yl .x,y=: [-F(žl)]-1. y. Platí tedy F(x) = F(^) = 1, čili li,«/ € H (viz 
definici 1.1). Protože M je uzavřená a ryze konvexní, leží bod 

ĵ a,). + .F(y) • ' IX*) + I%) 

(který je vnitřním bodem úsečky (i«/)) uvnitř M a tudíž F(z) < 1. Tedy podle 2. 
platí 

neboli F(x + y) < .F(a;) + jP(y); tím je část a) dokázána. 

Důkaz části b). Vlastnost 1. je zřejmá, takže zbývá dokázat vlastnost 2. 
Nechť x,y,ze En. Pak podle části a) je F{$ — x) + F(z — y) ^ .F(2 — x), 
při čemž rovnost nastane právě tehdy, když body y — x, z — y leží na téže 
polopřímce vycházející z počátku o* V tomto případě pak buď některý z bodů 
y — x, z —- y je počátek o a pak 2. zřejmě platí, nebo existuje h > 0 tak, že 

1 Jfc 2/ — x = &(2 — y), takže y = v , f # + y z.. Tudíž (protože y =f= x) 
JC •+ 1 > M/ + " J. 

jest x =j= z a í/ leží na úsečce s krajními body x, z. 
Z lemmatu 1.1 ihned plyne 

Lemma f .2. Buď a, b e En, a 4= b. Pak přímka jdoucí body a,bvEn je množina 
bodů x e En takových, ze a(a, x) + a(x, b) = a(a, b) nebo a(x, a) + a(a, b) = 
= a(x, b) nebo a(a, b) + a(b, x) = a(a, x). 

Věta 1.3. Bud M(a) Minkowského prostor, (En(a'); f), (Em(a"); g) jeho dvě re
presentace. Potom m = n a eodstuje regulární lineární zobrazení L En(a') na 
Em(afí) tahové, ze 

x, y e En(a') => a'(x, y) = o"lL(x)} L(y)] . (2) 
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D ů k a z . Pro n = m = 1 je vše zřejmé. Nechť tedy n . w >̂ 2. Zobrazení 
/V"""1 J e prosté zobrazení Em(ď) na En(a') takové, ze x,y e Em(a") => ď(x,y) = 
= ^T/íT*1^ fg^Hy)]- % lemmatu 1.2 odtud plyne, že /r/"1 zobrazuje přímky 
z i?w zase na přímky z JĚ7W. Tudíž, jak známo (viz na př. [4]), je n = m a /ťT"1 je 
lineární; položíme-li /{7-1 = i " 1 , platí (2), c. b. d. 

Z věty 1.3 rovněž plyne, že v Minkowského prostoru Mn(o) můžeme defino
vat přímky a úsečky jako vzory přímek a úseček v libovolné representaci 
(En(a'); f) prostoru Mn(a), dále vektory v Mn(a) jako třídy orientovaných 
úseček, jejichž obrazy v (En(a'); f) tvoří třídu úseček definujících vektor v En 

a ukázat, že vektory v Mn(a) tvoří (funkcí F normovaný) n-rozměrný vektorový 
prostor Vn nad tělesem reálných čísel. 

Zavedeme nyní tuto terminologii. Buď Mn(a) n-rozměrný prostor Minkow
ského, (En(a'); f) daná jeho representace. Pak řekneme, že v Mn(a) je dán 
lineární souřadný systém (x) (určený representací (En(ď); /)); je-li f(x) = 
= (x1, x2, ..., xn) obraz bodu x € Mn(a), nazveme čísla x1, x2, ...,xn souřadni
cemi bodu x v našem souřadném systému (x). 

Máme-li dva lineární souřadné systémy určené representacemi (En(ď); f), 
(En(o");g) a jmá-li bod x e Mn(a) v nich souřadnice (x1, x2, ..., xn) resp. 
(x1, x2, ..., xn), pak platí 

z* = afó + ¥ ,*) (3) 

kde a], ¥ jsou reálná čísla nezávislá na x, při čemž 

det ||aj|| 4= 0 ; (4) 
To plyne z věty 1.3. 

Funkci F resp. F definovanou na En, která vedla k definici metriky v En(ď) 
resp. En(o") nazveme normou aritmetického prostoru Minkowského En(o') 
resp. En(ď). Podle (3) pak platí 

F(x'1, ..., x'n) = T?(a)x'*9 ..., anx'$). (5) 

Zobrazení / prostoru Mn(a) do sebe nazveme isometriekým, platí4i 

X, y e Mn(a) => a(x, y) = a[f(x), f(y)] . (6) 
Věta 1.4. Buď f isometrické zobrazení v Mn(a). Pak f je regulární lineární 

zobrazeni prostoru Mn(a) na sebe. 
Důkaz plyne ihned z věty 1.3. 
Buď (x) lineární souřadný systém v Mn(a) určený representací (En(ď); g) 

a F norma v En(o'). Buď opět / isometrické zobrazení Mn(a) na sebe. Oznaeí-
me-li (i1, x2, ..., xn) souřadnice bodu f(x), kde x e Mn(a) má souřadnice (xl, 
x2, ..., xř1), pak z věty 1.4 plyne* * 

5* = afr + ¥., det ||4|| 4= 0 . (7) 

*) Přes indexy vyskytující se dvakrát se sčítá od jedné do n. 
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Protože / je isometrické zobrazení, platí pro každý vektor a eVno souřadnicích. 
(a\a\...,a") 

F(a\ ..., a») = F(a)af,..., oja*). (8) 

Této identitě bude vždy vyhověno volbou 

(9) " i — "j 9 

která říká, že / je translace. Naopak existují normy F takové, že (8) platí 
pouze pro a] ="<JJ. Takový prostor Mn(a), v němž (8) implikuje (9), nazveme 
obecným prostorem Minkowského (viz [1]). Zřejmé je pak, že jediná iso-
metrická zobrazení v obecném prostoru Minkowského jsou translace. 

Přejdeme nyní k diferenciálním vlastnostem prostorů Minkowského. 

Definice 1.2. Buď Mn(a) n-rozmémý prostor Minkowského, (x) Uneámí sou
řadný systém určený representací (En(a'); /). Pravíme, ze prostor Mn(a) je třídy 
r (r-célé nezáporné číslo), jestliže norma F prostoru En(a') je r-krát spojité 

d2F* 
dxldxi 

Z (5) plyne, že definice 1.2 je oprávněná, t. j . že tu nezáleží na tom, kterou 
representaci prostoru Mn(a) vybereme. 

V dalším budeme vždy předpokládat, že prostor Mn(a) má třídu r ^ 3-
Buď (x) lineární souřadný systém v Mn(a) určený representací (En(af); /), 
F příslušná norma. Z lemmatu 1.1 plyne, že F je kladně homogenní dimense 1. 
Podle Eulerovy věty tedy jest 

fi2]?2(r'l r'n\ 
2F\x'\...,x'*) = 8xHdx'l

 x'ix'*> x'eEn-{o}. (10) 

diferencovatelná funkce v oblasti En — {o} a det + 0. 

Položme 

g„fr*...,**)=-—y^±-L. (11) 

Snadno zjistíme, že gu(^n, - -., %'n) jsou komponenty kvadratického tensoru? 
jemuž budeme říkat metrický tensor. 

Snadno se nahlédne, že kvadratická forma gu(x'k) xW je positivně definitní 
pro každé x' = (a:'1, ..., x'n) €I?n — {o}. Rovněž je patrné, že funkce gi3(x'*) 
jsou kladně homogenní dimense 0. Odtud plyne, že 

dx'k [8x'k v 

2* Skalární součin a orthonormální base ve vektorovém prostoru Vn 

Buď (x) lineární souřadný systém v Mn(a), g^x'1,..., x'n) komponent/ 
metrického tensoru v tomto souřadném systému. Buďte a =}= 0, 6 vektory 



ve Vn o souřadnicích (a1), (¥) určených systémem (x). Snadno se přesvědčíme^ 
že číslo 

ř # » " ) « * (13) 

nezávisí na volbě souřadného systému (x) a můžeme proto definovat: 
skalárnim součinem (a, b) vektorů a,beVn nazveme číslo (13), pokud a + 0. 

Pro a = 0 klademe (0, b) = 0. 

Zřejmé jsou tyto základní vlastnosti skalármho součinu 

1. (a, a) = 0, rovnost nastane právě pro a = 0; (a, a) /e čtverec normy (|a|| 
#e&£araaeFw: ||a|| = |/(a, a) ^ 0. 

2. (A . a, 6) = l . (a, b) pro a,b eVn, X ̂  0; 
3. (a, ocb + /3c) = oc(a, b) + /?(a, c) pro a, b, c e Vw; a, /3 reálná čísla. 

Pravíme, ze vektor a eVn je kolmý k vektoru b e Vn, když (a, b) = 0. 

Věta 2.1. Nechť al9 a2, ...,ak,k^ n, jsou nenulové vektory ve vektorovém pro
storu Vn příslušném prostoru Mn(a). Nechť platí (ais a5) = 0 pro i < /, i, j = 
= 1, 2, ..., k. Potom vektory ax> a2> ..., ak jsou lineárně nezávislé. 

n n 

Důkaz. Nechť 2 ^ a * == ^ ai reálná čísla. Označme by = "£ #ťat«; tedy 

b2 = 0. Odtud 0 = (ax, b2) = oc-^a^, %), takže oc% = 0 a proto b2 = 0. Odtud 
opět plyne 0 = (a2, b2) = oc2(a2, a2), takže oc2 = 0 a b3 = 0. Tak pokračujeme 
dál; dostaneme nakonec, že #-_ = Í%2 = ..«. = ťx& = 0, c. b. d. 

Definice 2.1. BuďAk k-rozměrný podprostor ve Vn. Mekněme, ze vektory ax, . . . 
. . . ,%e -áfc (v tomto pořadí) tvoří orthonormální basi prostoru Ak, platí-li 

(au as) = d) pro i ^ /, i, j = 1, 2, ..., k . (14> 

Věta 2.2. .Bwď -áfc k-rozměrný podprostor ve Vn. Pak existují v Ak vektory 
ex, e2, ..., ek tak, ze tvoří orthonormální basi prostoru Ak. 

D ů k a z se nijak neliší od důkazu příslušné věty v eukleidovském vektoro
vém prostoru (viz na př. [2]). 

V dalším se ukáže výhodným toto rozšíření pojmu skalárního součinu.. 
Buďte a,b,c tři vektory ve Vn, a #. 0. Skalár g^a1, ..., an) ¥&, kde (a% 
(¥), (c{) jsou souřadnice vektorů a, b, c, označíme symbolem (6, c)a a budeme 
mu říkat skalární součin vektorů b,c ve směru a (neboť (b, c)a = (b, c)Ao pro-
X > 0). 

Zřejmé jsou tyto vlastnosti skalárního součinu (b, c)a: 

(b, c)a = (c, b)a , (a, b)a = (a, b) , (oc^ + oc2b2, c)a = oc^, c)a + oc2(b2, c)a 

pro bl9 b2eVn a reálná čísla <xl9 oc2. 
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3. Křivky v prostoru Mn(a). Frenetovy formule 

Buď Mn(a) n-rozméraý prostor Minkowského třídy r ^ 3, (x) lineární sou
řadný systém v Mn(a). Bud / interval v Et. Zobrazení / intervalu J do Mn(a) 
nazveme regulární rf-krát diferencovatelnou parametrickou křivkou v Mn(a), 
jestliže funkce xi(t), teJ, i = 1, 2, ...,n, kde (xx(t), x2(t), ..., xn(t)) jsou sou
řadnice bodu f(t) € Mn(a) v souřadném systému (x), jsou r'-krát spojitě di-

~ji~> ~jť> "-> ~~ir\ J e nenulový pro každé t e J. 

Bud tQ, t-L e J, t0 < tx. Definujeme-li obvyklým způsobem délku oblouku 
L(t0, tj) křivky / z bodu t0 do bodu tx, snadno spočteme, že 

í» , áxl(ť) 
L(t0,tl) = f]/gij(x'\...,x'n)xWdt, kde x'1 = —^ • (15) 

Definujeme-li nyní známým způsobem orientovanou r'-krát diferencovatel
nou regulární křivku k v Mn(a) jako jistou třídu parametrických r'-krát 
diferencovatelných regulárních křivek obsahující /, snadno zjistíme, že v té to 
třídě existuje právě jedna parametrická křivka f(s) = (xl(s)) taková, že 
x{(0) = xi(tQ), s je délka oblouku orientované křivky k z (#*(0)) do (#*(«$)). 
Pro parametr s zřejmě platí 

^/-"'(ijj-ar-s--5 1- ( 1 6 ) 

iíazveme-li každou parametrickou křivku ležící v třídě parametrických křivek, 
která definuje orientovanou křivku k, representací orientované křivky k, p a k 
parametrickou křivku / nazveme význačnou representací orientované křivky k~ 

Buď k orientovaná regulární r[ ^ ?i-krát diferencovatelná křivka v Mn(a); 
její význačná representace nechť je v lineárním souřadném systému v Mn(<r) 
dána funkcemi (x*(s), x*(s), ..., xn(s)), 0 ^ 8 ^ ^ . Vektor t(s) e Vn, jehož sou-

, y ..., ' j , nazveme 

da^ tečným vektorem křivky k v bodě s. Místo - j ~ pišme xfJc. Z (16) plyne, že 

gij(xf\...,xfn)x'*x'i=l (17) 

pro každé s e <0, s*^. To však znamená, že 

(M) = i ; (18) 
tedy vektor t má délku (t. j . 2. odmocninu z normy) rovnou jedné pro k a ž d é 
s € <0, %>. 

Utvořme nyní vektory ť, ť,..., &"-1), kde čárkou značíme derivaci podle &. 
V dalším budeme vždy předpokládat, že dimense vektorových prostorů 
A£(s) = {t(s), ť(s), ..., ^-^(s)} je táž pro každé s e <0, .%>. 
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Definice 3.1. Nechť prostor {t, ť, ..., t(n"~V} má dimensi h. Pak h nazveme hod
ností hHvhy h. Lineární prostor R{(s) v Mn(a) určený bodem (xx(s), ..., xn(s)) a 
vektory t(s), ť(s), ..., ^í"1)(8), hde 1 š=i <h, nazveme i-tým oshulacním prosto
rem křivky k v bodě s. 

Jak známo platí pak tato věta: 

Věta 3.1. Nechť křivka k má hodnost h. Pak k leží v h-rozmerném lineárním 
podprostoru v Mn(a), který je zároveň jejím h-tým oskulacním prostorem v každém 
jejím bodě. 

Z věty 3A plyne, že při dalším vyšetřování křivek se můžeme omezit na 
křivky hodnosti n v Mn(a). 

Obrátíme se nyní k odvození Frenetových vzorců pro křivky. Nejprve však 
dokážeme jednoduchou pomocnou větu. 

Lemma 3.2. Budte a(s), b(s) diferencovatelné vektorové funkce ve Vn. Nechť 
(a(s), b(s)) = konst., a(s) =j= 0. 
Potom jest (a(s), b'(s)) + (a'(s), b(s))a = 0. 

Důkaz je zřejmý, přejdeme-lí k lineárnímu souřadnému systému (x) 
v Mn(a). Nechť vektory a, b v něm mají souřadnice (a1), (¥). Pak z rovnosti 
g^a1, ..., an) a%1 = konst. plyne derivací 

%Mj^ifl a>*aihi + giÁai9 ..., an) ďiV + gij{ax9 ..., a n } aiVi ^ o ; 

první clen vlevo v této rovnosti je však podle (12) roven nule. Tím je lemma 
dokázáno. 

Buď k regulární orientovaná křivka v Mn(a) hodnosti n, aspoň (n + l)-krát 
spojitě diferencovatelná. Buď (x) lineární souřadný systém v Mn(a); v něm 
nechť význačná representace křivky k je dána funkcemi (x%(s), ..., xn(s)), 
s e <0, Sj), sx > 0. Označme jako obvykle t(s) tečný vektor křivky k v bodě s. 
Podle předpokladu vektory t, ť,..., t(n~^ tvoří basi prostoru. Vn. Pomocí 
base t, ť, ..., t^"1) sestrojíme nyní ve Vn pro každé s e <0, «%> jistou orthonor-
mální basi ex(s), ..., en(s)~ Udáme nyní konstrukci této base. 

Předně položme 
ex(s) = t(s), (19) 

takže 
(e1,e1) = l . (20) 

Nechť dále ě2 = e[ + <xuel5 kde octl = -— (ev e{), takže (e1? i2) = 0. Avšak 
z (t, t) = 1 a lemmatu 3.2 plyne (t, ť) = 0, takže ócxl = 0. Skalární funkci 
V(^2J £2) > 0 označme ux(s) a nazveme ji první křivostí Mivky k v bodě 8.*) 

*) Stejným způsobem definoval 1. křivost křivky ye Finslerove prostoru H. R U N D 
V práci [3], 
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Vektor e2(8) = x{}(s) e2(s) nazveme první normálou kfivky k v bodě s. Platí 
p a k zřejmě 

(ej, ea) = 0 , * (e2, e2) = 1 , e2 e {t, ť} , (21) 

e[ = Kxe2. (22) 

Dál postupujme indukcí. Předpokládejme, že už máme sestrojeny vektory 
ei(s)> e*(s)> •-•> em(s)> m <n (vektor e{(s), 2 íg i <£ m, nazveme (i — l)-w& 
normálou křivky k v bodě s) a skalární kladné funkce ^(s), x2(s), ..., ^ ^ ( t f ) 
(číslo Xf(s), 1 ^ j <£ m — 1, nazveme /-foi£ křivostí křivky k v bodě 8), pro něž 
platí 

* (eiy eó) = <5; pro i £ j , i, j = 1, 2, . . . , m (23) 

ê  = — OCÍ^ — #i2ea — . . . — ocuei + » ť e ť + 1 , 1 ^ i í£ m — 1 , (24) 

kde OCÍJ jsou rekurentně stanovena rovnicemi 

# ť l = : ^i(e2, eť) e1, 

^il( e2> e l ) + 0Ci2 = . ' — ^ 2 l ( e i ?
 ei)«2 — *22(e2> e*)tf3 + ^2(e3> e i )e 2 > 

#d(«3> e i) + oci2(ez,
 e2) + ociz = — <x3i(

ei> e,-)̂  ~- . . . — <x33(e3, eť)e3 + 
+ *3(

e4> e * k , (25) 

*n(eu e i) + • • • + «M-i(e*» e*-i) + *« = ° > (1 Š i ^ w — 1). 

P a k položíme 
em+i = em + oc^ej, + . . . + ocmmem , (2$) 

kde zase 
ocml = Xi(e2, em)ei , 

ocml(e2, e-J + <%m2 = — oc21(et, em)H — oc22(e2, em)6i + ^ 2(e 3, em)e%, 
. - . . . (27) 

#ml(em> e l ) + • • • + Kmm = 0 , 

skalár Km(s) = ]/(ěm + 1, e w + 1 ) > 0 nazveme m-fom křivostí křivky k, vektor 
em+ x(s) = xm

x(s) ěw + 1(8) m-tou normálou křivky k v bodě 8. Potom pro i < m + 1 
dostaneme z (26) 

(e^ em+1) = xm
x(ei, em+1) = ^ [ ( e , , e^) + 2 awte* ei)] -

j = i 

Podle (23) jest (eť, em) = dm. Odtud derivováním a užitím (24) máme (eť, e«) = 
i 

= — (el, em) = T ocik . (efc, O * — * ť (e ť + 1 , em)0i. Tedy (eť, e w + 1 ) = K " 1 . 
fc=i 

f m í 
. [ T ocik(ek, em)e — «ť(eť+1, e j * . + 2 amj(e*> «*)] = *mll 2 a<*(e*> eJ«* — % 

fc=l 3 = 1 fc=i 

K+i, ěm)ei + 2 a w t e , e,)], neboť (eť, e,) = 0 pro i < / § m. Součet v hranaté 

závorce se však podle i-té rovnice v (27) rovná nule. Tedy vskutku (eť>- em + 1) = 
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= O pro i < m + 1. S druhé strany jest zřejmě (e m + 1 , em + 1) = 1. H a t í 
tudíž rovnice (23) pro i, j = 1, 2, ..., m + 1 a rovnice (24), (25) pro i = 
= 1, 2, ..., m. 

Tím jsme rekurentně sestrojili ke křivce k v každém jejím bodě o parametru 
s vektory ex(s), ..., en(B), pro něž platí (23) pro i, j = 1, 2, . . . , n a (24) a (25) 
pro i = 1, 2, .... TI — 1. Vektory e^a), . . . , en(8) tvoří basi prostoru Vn; proto 

— en = ťx^ej + . . . + ocnnen . (28) 

Určíme nyní koeficienty ocnl, ..., ocnn. TA (28) plyne 

\el> en) '==z O^nl 5 

(e2> en) = —• a n l (e 2 , ex) — ocn2. 
. (29) 

0 = (en? <4) = — # n l (e n , ex) — . . . — ^nn-lK? ^n-i) — <xnn . 
Avšak (et, en) = 0 pro i < w. Odtud derivováním a užitím lemmatu 3.2 dostá
váme 

(eť, en) = — (e'„ en)H = ^ ( e ^ en) 6 f + . . . + txu(eu en)H — Xi(ei+1, en)H . (30) 

Z (29) a (30) plyne, všimneme-li si, že ocu(eiy en)H = ocu(ei, en) = 0, 

<*nl = ^l(#2> en)et > 

^ni(e25 ej) + ťxn2 = — (Xgiíeu en)^2 + *j2(e3, en)H 9 

*nitei. «i) + ...• + *„» = 0 . 

Poznamenejme ještě, že v rovnicích (25) je íxiř(e,-, ê -)̂  = 0 pro i < j . Dosažený 
výsledek shrneme v této větě: 

Věta 3.3. Bud k regulární, aspoň (n + I)-krát diferencovatelná orientovaná 
křivka hodnosti n v Mn(a), s její oblouk, 0 5Í 8 á* 8i- Bud t(s) = e±(s) její tečna, 
ei+,t(s) její i-tá normála (1 <; i = n — 1), ^ (8) /e/f y-ftí kfivost (I ^j <£n -~~ 1} 
v ftocže o parametru s. Potom platí vzorce 

e[ = —. ot^e-. •—... — #wei + >^ei+1 , 1 = i ^ n , (31) 

M e klademe xn+1= 0, en+1 = 0 a skaláry ocu jsou rekurentně stanoveny rovnicemi 

<xix = %(e2? Zi)ei 9 

ocn(e2, e-.) + ťxí2 = — #2i(*i> e*)e2 + %(e3, e,)# t, 

«ťl(«ť-l> «l) + •- + #ť,t.-l = — #*~l,lv%, ^ e , ^ — --> — #i-lf<-2 • (32) 
. (e.í_a, e i)e^ t + «€-i(eť, e£)%_ l, 

*fi(e<> ^i) + . . . + a« -= 0 . 

Vzorce (31) a (32) můžeme nazvat Frenetovými vzorci pro křivky v prostoru 
Mn(a) (okamžitě se přesvědčíme, že v případě, kdy Mn(a) je eukleidovský 

291 



prostor, dostáváme známé Frenetovy formule). Vektory ex(s), e2(s), ..., en(s) 
nazveme základním n-hranem hřivhy h v bodě s. 

Ukážeme nyní, že křivosti křivky spolu s jejím základním w-hranem v libo
volně zvoleném jejím bodě .určují tuto křivku jednoznačně a že pro každou 
volbu spojitých kladných funkcí xá(s) (1 g/<^w-~- 1), s*(09s{> existuje 
Y;MJfl) orientovaná křivka, pro'niž 8 je oblouk a KS(S) ,-tá křivost. Nejprve 
ysak dokážeme dvě pomocné věty. 

Lemma 3.4. Budte %(8), 0 fg s fg sx hladné spojité funkce, 1 <kji^n — 1. 
Nechť vektorové funkce e€(s) ve Vn, 1 ^ i ^ n jsou řešením systému diferenciálních 
rovnic 

e'Ás) = — <Xťi«i(*) — ... — otiM*) + *.(*) 6M(S)> ^ i ^ w , 
*»(*)=•<> , en+1(s) = 09 (33) 

kde funkce aik jsou určeny rekurentně rovnicemi (32). Nechť e^s) vyhovují počá
tečním podmínkám ež(0) == e% kde, 

( 4 e)) = 6] pro i ^ /; i, j = 1, 2, ..., n . (34) 

Potom pro všechna s, pro něz jsou e^s) definovány, platí 

(ei(s)9 es(s)) = 6) pro i <í /; i, j = 1, 2, ..., % . (35) 

D ů k a z . Nechť funkce e^s) jsou řešením systému (33) s počátečními podmín
kami (34). Oznacmie f^š) = (ež(8), e$(s)) pro i <£ j , i, j = 1, 2, ..., w. Pak tedy 
platí 

/«(<>) = «}- • (36) 

Spočtěme nyní derivaci funkce fik(s). 
a) Nechť předně je i < h. Potom podle (33) platí 

/«.(*) = v£*> 4) + ( 4 «»)•, = 
= ^ fc i (^ , ex) — •.# — <Xk,i-1(6ííý ^ „ . j ) a ^ /n (8 ) #jfe,t*+i fi,i+i\s) * 

{ ! — . , . . — « , » /«.(-*) + Jtfjb / i ř f c + i (8) — #f i(e f c , e x ) e i — . - * — ; 

— *M-l(e*> e*-l)e i — <*iifik(*) + «#(«*» e m ) % • 
Pbdle (32) však jest 

"«*i(«i> ei) + ••• + *JM = — ^i(ei> e*)«, — ... — *M-i(e*-i» «*)«, + ^i{ei+l9 ek)H . 
(37) 

Užitím (37) dostaneme, že 
fik(s) = ocki[l — /«(*)] — <xM+1 fiti+1(s) — ... — ockk. fik(s) + 

{ + x*f<$k+1(s) — ocufik(s) . (Zde klademe fi>n+1(s) == 0.) (38) 
b) Nechť i =3 A. ř a k zcela obdobně jako v a) odvodíme užitím (32) a (33) 

rovnost 
V , fiM = <*«[i - /*(*)]. + *< W ) • • " . - , . . (39) 
P?M> i = ^ odpadne poslední člen.) ( : 
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Rovnice (38) a (39) představují systém lineáríiích diferenciálních rovnic 
pro fik(s). Tyto rovnice mají řešení fi:l(s) = 6% to vyhovuje počátečním pod
mínkám (36). Tedy platí pro všecka uvažovaná s fij(s) = 6) pro i ^ 7 ; tím je 
věta dokázána. 

Lemma 3.5. Nechť funkce Xj(s), l g j g ? i ~ - l jsou spojité a kladné v inter
valu <0, s{), Bx > 0. Pak systém diferenciálních rovnic 

«<(*) = — *ťi ei(s) — ... — a W * ) + Xi(s) ei+1(s) , . . 
( 1 - ^ i - ^ w , *«(*)=-•<>, en+1(5) = 0, e ^ ) c V n ) , l > 

&d# # i f c ?>o^ určeny rovnicemi (32), má p^i počátečních podmínkách ê -(O) = é?, 
Me 

( 4 $ = <*' P ^ i ^ j ; i, / = 1,..., n (41) 
právě jedno řešení e^s), e2(s), ..., en(s); to je definováno v celém intervalu <0, s$ 
a (efc), %(«*)) = d) pro i ^j,S€ <0, s^. 

D ů k a z . Zvolme v prostoru Mn(o) lineární souřadný systém (x)« Z definice 
prostoru Mn(o) plyne, že existují kladná Čísla A, B taková, že pro souřadnice 
(el,...,en) každého vektoru eeVn, pro nějž (e, e) == 1, platí 0 < 2A < 
< maxfle1!, |e2|, ..., |en|) < \B. Nechť nyní vektor eť($) má souřadnice (e](s), ... 
..., e^(8)), které krátce označíme (e°t(s)). Systém (40) v souřadnicovém tvaru 
představuje soustavu n2 diferenciálních rovnic pro e%(s): 

er(s) = mef(s),s). ,.. (42) 
Protože gcL/s(x') m a J * spojité derivace pro každé x' € Vn, x' 4= 0, snadno nahléd
neme, že funkce f1(ef, s) n% + 1 proměnných ef,s jsou spojité a mají spojité 
parciální derivace podle ef v každém bodě (ef, s), kde # e (0, s-^, (e], ..., e") =j= 
4= (0, ..., 0). Označme Q oblast těch bodů (e|, s), pro něž 

A£m*z(\e)\,...,\el\)ŠsB, 0 ^ s ^ sx. 

V Q jsou tedy funkce ff(e%, s) spojité a mají tam spojité parciální derivace 
podlé ef. 

Pro počáteční podmínky (41) platí (e]a, 0) € Q a proto existuje právě jedno 
řešení ef(s) systému (42), splňující tyto počátečnj. podmínky. Podle lemmatu 
3.4 platí pro každé /, l^j<£n, (e$(s), e$(s))?= 1, takže integrální čára 
{e*(s), 8) může pro s > 0 protnout hranici oblasti Q jen v bode, pro nějž s = 8X. 
Z theorie diferenciálních rovnic však víme, že integrální čáru (e$(s), s) lze pro
dloužit až k hranici oblasti Q. To znamená, že integraění čáru lze prodloužit 
až do bodu $-_; tedy systém (42) má při počátečních ;rJ€Klmínkách (41) řešení 
e"(s) v intervalu <0, s{). 

Věta 3.6. Bud Mn(o) n-rozměrný prostor Minkowského. Bušte ^(s), l g j ^ 
íg n — 1 spojité kladné funkce v (0, s-J. Nechť óx e Mn(a) a nectí vektory °el5 . .. 
...:, °en z Vn tvoří orthonormální basi veVn. Potom existuje v Mn(cr) právě jedna 
negulámí orientovaná křivka k(s) s těmito vlastnostmi: 
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1° parametr s je jejím obloukem, O <* s <í sx; 
2° Xi(s) je i-tá křivost kfivky k v bodě o parametru s; 
3° Jfc(O) = °x} °ex je tečný vektor, °eí+1 (1 šS j < n) j-tá nor mála kfivky k v bodě 

o parametru s = 0. 
D ů k a z . Zvolme v Mn(a) lineární souřadný systém (x); nechť v něm má bod 

°x souřadnice (°x*), vektor % souřadnice (°e*). Buď nyní ex(8), e2(8), ..., en(s) 
řešení systému (40) s počátečními podmínkami eť(0) = % splňujícími (41). 
Podle lemmatu 3.5 toto řešení existuje v celém intervalu <0, s{}, tvoří pro každé 
s e <0, sty orthonormální basi ve Vn a je jednoznačně stanoveno. Položme nyní 

x*(s) = Jel(s) ás -f °x* . (43) 
o 

Snadno nahlédneme, že parametrická křivka určená v souřadném systému 
(x) funkcemi (xx(s), x2(s), ..., xn(s)) je právě hledaná křivka a je jediná. 

P o z n á m k a . Zatím co v eukleidovském prostoru tvoří křivosti křivky úplný 
systém jejích invariantu (t. j . určují křivku jednoznačně až na křivky s ní 
shodné), v prostora Minkowského tomu tak obecně není. Můžeme totiž tvrdit 
jen toto: 

Věta 3.7* BuMe H€(S), i = 1, 2, .... n — 1, spojité kladné funkce v intervalu 
<0, sxy. Budte °e1, ..., °en resp. °el9 ..., °ěn dvě s%odné orthonormálni base ve Vn, 
t. j . takové, ze existuje automorfismus ve Vn převádějící jednu basi v druhou. 
Nechť °x, °x jsou bodyvMn(a). 

Potom orientované kfivky k resp. k, o křivostech x^s), oblouku s, vycházející z °x 
resp. °5 a mající °ex, ..., °en resp. *el9 ..., °ěn za svůj základní n-hran v bodě °x 
resp. °x%jsou shodné, t. j . existuje isometrické zobrazení v Mn(a), které převádí 
křivku k v křivku k. 

D ů k a z je zřejmý z věty 3.6. 
Tedy otázku po shodnosti dvou křivek jsme redukovali pomocí jejich kři

vostí na otázku, kdy dvě orthonormální base v příslušném Vn jsou shodné. 
V případě, že Mn(a) je obecný prostor Minkowského, je odpověď na tuto otázku 
prostá: žádné dvě různé orthonormální base v příslušném vektorovém prostoru 
Vn nejsou shodné. Tedy platí tato 

Věta 3.8. V obecném prostoru Minkowského Mn(a) tvoří úplný systém invariantů 
orientované křivky její křivosti xx(s), x2(s), ...,xn^.1(s) a orthonormální base 
°ex, °e2,•..., °en v příslušném Vn jako základní n-hran křivky v jejím počátku 
(t. j . tyto údaje určují křivku jednoznačné az na křivky s ní shodné). 

4. Geometrická interpretace křivostí křivky v Mn(a) 

Zvolme v ^-rozměrném prostoru Minkowského Mn(a) bod p, který nazveme 
počátkem. Buď k orientovaná regulární křivka v Mn(a\ s buď její oblouk, 
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se (O, #!>. Označme k(s) bod na k o parametru s, a bud r(s) vektor ve Vn, 
určený úsečkou p k(s) s počátečním (koncovým) bodem p (k(s)). Takto je křivka 
h dána vektorovou funkcí (průvodiěem) r(s). Budeme v dalším předpokládat, 
že k je alespoň (n + l)-krát spojitě diferencovatelná, takže r(s) má spojitou 
derivaci řádu n + 1. 

Lemma 4.1. Bud ex(s) tečný vektor, ei+1(s) i4á normála, x^s) (1 <g i <£ n — 1) 
i4á křivost křivky k v bodě k(s). Bud j přirozené číslo, 1 ^j^n — 1. Pak 
existují skalární funkce /3íx(s), jSí2($), ***5 &*(*) ^ > ê 

<#> = fin6l + /3i2e2 + ... + fafij + Xlx% ... a ^ + x , (44) 

dV 

D ů k a z provedeme snadno indukcí podle j užitím věty 3.3. 

Věta 4.2. V bodě k(0) křivky h platí rozvoj 

r(s) - *r = % \s + %, | J + ... + »pn_ltl £J + o(8»)1 + 

+ 2 % [°*x •'•• V ^ + % ^~)T + .- + %-!.<£ + *(«•)] , (46) 

D ů k a z . Pro funkci r(s) platí Taylorův rozvoj 

r(s) — °r == V . 8 + V . ™ + ... + Vw>. -^ + o(«»). 
x ' 21 ni 

Dosazením °/<*> = °ef_1) a užitím lemmatu 4.1 dostáváme odtud (45). 

P o z n á m k a . Pro n = 3 rozvoj (45) vypadá explicitně takto: 

r(s) - H = % í* - | | . Vx . (<%2, % 2 K + o(8*)j + 

+ % R . %+Y\ ( 0 ^ + ° * ! ••{%y % K •(fte2' ° e i ) ) + ° H + 

+ % [J . °*i • % + o(a*)l , 

Definujeme-li obvyklým způsobem styk křivek v Mn(a), dostaneme odtud 
snadno odpověď na otázku po souvislosti řádu styku obou křivek s jejich 
základními w-hrany a křivostmi v příslušném bodě. Vše je zcela obdobné 
eukleidovskému případu. 

Ukážeme nyní geometrický význam křivostí orientované křivky h v jejím 
"bodě, který není jejím koncovým bodem. Zřejmě při tom můžeme před1 

pokládat, že tento bod je počátečním bodem křivky h. 
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Věta 4.3. Označme iž*(0) i-tý oskulacni prostor kHvky k v bode k(0), S^s) 
lineární prostor v Mn(o) určený bodem k(s), s > O a vektory °ei+1) ..., °en (1 __S 

Prostory iž^O) a S^s) mají zřejmě právě jeden společný bod Ci(s) c Mn(a). Pak 
platí 

v T ^[cAs^Ms)] 1 n A i /.^X 

pokud °^^i > 0. pa& 

b) Hm - ~ ^ % ^ ^ = T ^ T • % ( 2 á ? á n - l ) , (47) 
s^0+ 5 . #!>,-;_ (<*)> k(s)] J + 1 -

Me 0JÍ£ /e i-tó křivost křivky k v jejím počátku k(0). 
D ů k a z . Pro průvodic r(s) bodu k(s) křivky k platí rozvoj (45). Snadno 

zjistíme, že pro průvodic r{ (s) bodu ct(s) platí 

Ti(s) = <¥, + % [a + ~ . %tl + ... + J . V«̂ w + ^ w ) l + 

+ ž °e<* [°** * • * °*« | +• °^• (TTi)i + - + 0 ^ ' 5 + ° H ' (48) 

Vzdálenost cr[cť($), k(s)] bodů ct(s)9 k(s) v Jfn(<x) je rovna normě vektoru 
r(s) — rt(s). Podle (45) a (48) jest 

r(s) - ф) = Ч + i - Ч -•- Ч- ^ ^ y , + Ф i + 1 ) -

Odtud plyne, že 
QÌ + l 

\\r(s) - rt(s)\\ = % .... % ^ _ _ ||0ei+1- + o(l)|| . . . (49) 

Protože norma je spojitá funkce ve Vn a ||°fe.+i[[ = I? dostáváme z (49) pří
mo (46). Limita (47) je pak přímým důsledkem (46). 

P o z n á m k a . Z (45) plyne, že \\r(s) — °r\\* = s^e^ + o(s2), takže platí 

l i m l '> \ /J =___ j w Odtud snadno/ nahlédneme, že platí toto tvrzení: 
$~+o+ , s 
Nechť / je libovolná representace orientované křivky k, /(O) její počátek. Pak 
místo (46) lze psát 

• OJC&), /(«)] 1 
. ^ ^ ( / ( O ) , / ( . ) ] " - ( * + -)! 1 - " ' *" . 

Nakonec uvedeme jednu vetu týkající se iživek v dvojrozměrném prostoru 
Minkowského. Zachovávajíce předchozí označení a předpoklady, méjme v M2(0) 
orientovanou křivku k o oblouku s, s e <0, s^. Bud^,> 0. Předpokládejme, že 
křivost HX(S) křivky h je kladná. Označme a(s) průsečík přímek k(s) + A__ e2(a), 
HO) + A2e2(0). Pak platí ; 
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Věta 4.4. Pro vzdálenost a[k(0), a(s)] bodů k(0) a a(s) platí 

lim a[k(0), a(s)] =- - * . (50) 
s->o+ «i • ( e2, e2;oe i 

Důkaz. Existuje Xx a A2 tak, že 

a(s) = &(s) + Xi(s) e2(s), (51) 

a(s) = &(0) + A2(s) °e2. (52) 
Odtud a(k(0), a(s)) = <r(£(0), ifc(0) + A2e2) = ||A2e2|| = A2(s), jestliže A2(s) > 0. 
Spočteme nyní A2(s). Z (51) a (52) plyne k(s) — ifc(O) = — X^s) e2(s) + A2(s), °e2. 

Odtud 
(e1(s),k(s)-k(0)) = X2(s).(e1(s),°ei). (53) 

Podle poznámky za větou 4.2 jest 

k(s) - &(0) = * . % + -j % • °e2 + o(s2): (54) 
« ' , ' • •" . , . . . ' • . • • • - - •-. 

Dosadíme-li (54) do (53), dostaneme, že 

. - w . ) - . («.(«), *«i + «fr)) s\( ; " f 5 5.; 
* - ( * > - * • (e»,»e s ) + 2 *>• .-. ( 5 5 ! 

Hyní e^s) = % + 5 . °eí + o(s), avšak °e[ = % . °e2; tedy e±(s) = % + 
+ 5 1̂°e2 + o(«s). Odtud plyne, že v příslušném lineárním souřadném systému 
(x) v Jf2(o-) jest 

(ex(8), °e2) = £,,(% + s - % . °e2 + o(*)).. [% + 5%% + o*(s)] . °4 = .,. 

= LÁ%) + d^T1^ • V 4 + <*(*)] + ois(s) 
. [°e| + 8 . %°ej + o*(s)] . °e| . 

Odtud již snadno zjistíme, že ř 

l i m M l i ^ S . ) _. o^ . (oe 2 3 oe2)Vi . ( 5 6 ) 
$ _ > 0 + «S 

Protože zřejmě lim (e^s), % + o(s)) = (%, %) =' 1 a l i m ^ s 2 % = 0, dostá-
s-).0+ s-->0+ 

váme z (55) a (56) rovnost (50). 
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Резюме 

КРИВЫЕ В ПРОСТРАНСТВАХ МИНКОВСКОГО 

ВАЦЛАВ ВИЛЬГЕЛЬМ, Прага. 

(Поступило в редакцию 30/У 1956 г.) 

В 7»-мерном пространстве Минковского Мп изберем- декартову* систему 
координат (х). Пусть метрический тензор пространства Мп имеет в этой 
системе составляющие д^(хг, . . . , хп). Предположим, что дц(х) имеет не
прерывные частные производные для каждого ненулевого вектора х и что 
сЫ; ||<7гД#)|| Ф 0- Определим, далее, для каждой тройки векторов а, Ъ, с Ф О 
из Мп скалярное произведение (а, Ъ)с векторов а, Ъ в направлении вектора с: 
(а, Ъ)с = дц(с\ . . . , сп) а1ЪК Скалярным произведением векторов а, Ъ, где 
а Ф 0 разумеется число (а, Ъ) = (а, Ъ)а. При помопщ этого скалярного 
произведения можно определить ортонормированный базис в Мп, как 
упорядоченную п-членную совокупность векторов еъ е2, . . . , еп такую, что 
(е4, е5) = д) для г <; у, г, у = 1, 2, . . . , п. 

Пусть 1с—ориентированная достаточно гладкая кривая в Мп, с дугой 8, 
нележащая ни в каком собственном линейном подпространстве данного 
пространства Мп. В данной статье показано построение, которое каждой 
точке упомянутой кривой с параметром я ставит в соответствие п — 1 
кривизн хг(в), х2(в), . . . , хп_г(8) и ортонормированную систему ех(з), е2(в), . . . 
. . . , еп(в), где ег(8) — касательная, а е^г(ё) (1 <̂  г < п) г-тая нормаль к дан
ной кривой к. Для производной вектора е^в) тогда справедливо 

е\ = — оспег — . . . — *ие4 + х&+г (1 ^ г ^ п) , (1) 

где положено хп+1 = 0, еп+1 = 0, скаляры ос4з* определенны рекурентно 
уравнениями 

&П = : : К1\еЪ ег)е1 > 

« Я ^ * %) + **2 = — ^21^1» «*)•, + % ( ^ в^ш% , 

г . . . - - . (2) 
<-1 *~1 
2 **/(г*-1г */) == — ^ос^1)3{е^, е^Нх + х^г(е{, ^ ) # | - г , 
'̂ = 1 .?*=*-1 

*а(е* %) + - - * + оси = 0 . 

Векторы ег(в), е2(в), . . . , еп(в) будем называть основным п-гранником ориен
тированной кривой Ь в точке с параметром 8. 

Пользуясь формулами Френе (1), (2), доказывает автор следующую 
теорему: 

29в 



Две ориентированные кривые кг, к2 совпадают тогда и только тогда, 
если длины их дуг одинаковы и если они имеют всюду одинаковые кривизны 
и в начальных точках равные основные п-гранники. Для каждой совокуп
ности положительных непрерывных функций хх(8), . . ., хп„г(8), 0 ^ 8 ^ 8г 

и для данного ортонормированного базиса существует ориентированная 
кривая, дуга которой есть 8, г-тая кривизна щ(8), а"основной п-гранник 
в точке с параметром 8 = 0 — данный базис. 

В следующей теореме описано геометрическое значение кривизны: 
Символом .йг(0) обозначим г-тое соприкасающееся пространство ориенти

рованной кривой к в точке ЦО), символом 8^8)—линейное пространство 
в Мп, определенное точкой к(8), 8 > 0, и векторами е{+1(0), ..., еп(0), 
1 <̂  г <̂  п — 1. Пусть а(з) означает общую точку пространств -йг(0) 
и 8г(8). Тогда 

а[а(8),к(8)} __ 1 ' 

^ * ' + 1 "" '(? + 1)! " ** *'" " 
где в\а(8), к(8)] — расстояние между точками а(8), к(в) в Мп

г), а ®к§ = к$(0) — 
у-тая кривизна кривой в точке к(0). 

Zusammenfassung 

KURVEN IN MINKOWSKISCHEN RÄUMEN 

VACLAV VILHELM, Fraha. 

(Eingelangt 30. V. 1956.) 

In einem ^dirnensionalen Minkowskisehen Raum Mn sei ein kartesisches 
Koordinatensystem (x) gewählt; der metrische Tensor des Raumes Mn habe 
im Koordinatensystem (x) die Komponenten g^x1, x2, .. .y x

n). Von diesen 
Komponenten soll vorausgesetzt werden, dass sie stetig differenzierbar in 
jedem nicht verschwindenden Vektor x sind und dass für den Vektor 'x 
die Determinante \giÄ%)\ nicbt verschwindet. Für drei Vektoren a, b, c #= 0 
aus Mn definieren wir das skalare Produkt (a, b)c der Vektoren a, b in der Richtung 
des Vektors c: (a, b)c = g^c1, ..., cn) . albK Unter dem skalaren Produkt zweier 
Vektoren d, e, d =j= 0, verstehen wir die Zahl (d, e) = (d, e)d. Mit Hilfe dieses 
skalaren Produktes definieren wir weiter die orthonormale Basis in Mn als ein 
geordnetes System von Vektoren e1? e2, ..., en*welche die folgende Bedingung 
erfüllen: (e€, et) = d) für i <jj j , i, j = 1,2, ...,n. 

1) Т. е. а\а(8), к(з)] = д^Щз) - а(е)] . [*<(*) — а>Ч*П - №(*) — а*(*)], где а?[а) и 
№(») являются: ?-тыми координатами, соответственно, точек а(з), к(з) в системе 
координат (х). 
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Jetzt sei eine, in keinem eigenen linearen Unterraum des Mn liegende und 
genügend glatte orientierte Kurve k mit dem Bogenparameter s gegeben. 
In der vorliegenden Arbeit sind dieser Kurve k in jedem ihren Punkte mit 
dem Parameter 's n — .l Krümmungen xx(s), x2(s),..., *^-i(8) und eine bestimmte 
orthonormale Basis ex(s), e2(s), ...,en(s) zugeordnet, wo e±(s) die Tangente, 
ei+i(s) (I =? i < n) die i-te Normale der Kurve vorstellt. 

Für die Ableitung e'i (s) des Vektors et(s) gilt dabei 

e. =- — a^ -~ . . . — ocuCi + *&+! (1 <Zi ^.n); (1) 

hier setzt man Kn^x = 0, en+1 = 0 und die Skalare ociß sind durch die Gleichungen 

ocii = ?^i . ( e 2 ? ß i /« j 3 

««l(ö2» %) + **2 = — *2l(ei- €<)«, + ^fcs» ^ k , 
(2) 

2 - 1 ' ; t - 1 , • ' 

^ &ij\&i~l9 6 j ) = ^ Ä t*~l , ; (^ i5 ^ tV^^ j "T Ki-vfiü ei)ei_l » 

1 = 1 _ _ , i » l ' ' / . . . ' ' 
^*l(ß<» e l ) + ••• + <*ii = © 

bestimmt. Die Vektoren ex(s), e2(s), ..., en(s) bilden das sogenannte funda
mentale n-Bein der Kurve k im Punkte mit dem Parameter s. 

Aus den Frenetschen Formeln (1), (2) folgt der folgende Satz: 
Zwei orientierte Kurven kx, k2 in Mn sind isometrisch (d~ h. es gibt eine iso

metrische Transformation in Mn, welche kt in k2 überführt) dann und nur dann, 
wenn sie gleiche Bogenlänge, überall gleiche Krümmungen und im Anfangspunkt 
isometrische fundamentale n-Beine besitzen. Zu feden positiven stetigen Punktionen 
xx(s), K2(S), ..., >cn_x(s), 0 ^ s ^ sx, und zw jeder orthonormalen Basis gibt es 
eine orientierte Kurve* deren Bogen s, i-te Krümmung xt(s) und die gegebene 
Basis ihr fundamentales n-Bein im Punkte mit dem Parameter s = 0 ist. 
.Di© geometrische Bedeutung der Krümmungen ist durch den folgenden 

Satz beschrieben: 

Bezeichnen wir mit Bt(Q) den i-ten oskuUerenden Bäum der orientierten Kurve 
k im Punkte k(0);Si(s) sei der durch ddri Punkt k(s), s > 0, und durch die Vektoreri 
et- + 1(0), ..., en(0) (I g ' r ^ n •— I) bestimmte lineare Unterraum in Mn. Ist a(s) 
der gemeinsame Purild der Bäume i?t-(0) und $i(s), so gilt 

l i m <M^ 

wo a[a(s), k(s)] der Abstand der Punkte a(s), k(s) in Mn*) und °xs> == ̂ (0) die 
j-te Krümmung der Kurve k im Punkte k(0) ist. 

i) D. h. otfáia), *{*)] &ffiS(kW - a(s)) .'•[£*(*) - a*(s)]. [&(s) - a*(s)] imKoordinaten
system (x). * 
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