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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 84 (1959), Praha 

POZNÁMKA KE GAUSS-OSTROGRADSKÉHO FORMULI 

JOSEF KRÁL, Praha 

(Došlo dne 7. června 1958) BT: 517.1 

Cílem tohoto článku je podat jednoduchý důkaz formule (22) za 
předpokladů, uvedených v odst. 11. 

1. Úvodní poznámka. Podnětem k tomuto článku byla práce [2], kde je 
ni. j . dokázán vztah obdobný se vzorcem (29); od zobrazení <p (srovnej odst. 11) 
se však požaduje určitá „hladkost". Podobnou větu dokázal jinými methodami 
S. I-OJASiEWicz v práci [1]. V této poznámce ukážeme, že metodu, jíž užil 
J . MAĚÍK V [2] pro „hladká" zobrazení, lze po jisté modifikaci aplikovat i v ji
ných případech, kombinujeme-li ji s obecnější větou o transformaci víceroz
měrných integrálů. 

2- Označení. V dalším je Er r-rozměmý euklidovský prostor. Je-li a e Er9 

pak ak je k-tá souřadnice bodu a. Pro a, b e Er položíme a . b = 2 aA> \a\ = 
J c = l 

= ]/a . a. Sčítání v Er a násobení bodů z Er reálnými čísly definujeme obvyk
lým způsobem. Pro e > 0, a e Er položíme ještě 

Q(a, e) = E[z; z e Er9 \z — a\ < e] . 

Buď nyní G otevřená množina v Er a buď <p zobrazení množiny G do Em. 
Pak <pk je funkce na množině G, jež je definována vztahem qk(t) = (<p(t))k 

$<Pk(t) (Í€Ír); píšeme také <p = [wl9 ..., <pm']. Existují-li (vlastní) derivace 
x , .. . 3q(t) [dq1(t) 3qm(t)] T .. .?/ , . 

(k == 1, ..., r), definujeme ~ J ^ = •~^J-,..., - ^ - ; . Je-h m = r a maji-li 
3w(t) ji L 3 3 J 

smysl symboly (/ = 1, ..., r)9 pak označíme symbolem J(t, <p) determi-
d t j , v •. dwlt) nant matice, jejíž /-tý sloupec tvon pravé vektor -—•• 

Vij 

Pro ten případ, že je m = r + 1, položíme <pk = [g?-., ..., 9?fc-1? p fc+1, ..., <pm] 
a definujeme ^(ř , oj) = (— l)*""1 J(t,<pk), pokud má smysl symbol vpravo. 
Mají-li smysl symboly wx(t, <p), ..., wm(t, <p), položíme w(t, <p) = [wx(t, q>)9 ... 

o 3<p(t) 
...9wm(t9q>)]. (Vektor w(t,<p) je t. zv. vnějším soucmem vektoru -—r1, ..., 
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..., —~-s srovnej [2], odst. 1, 2.) Pro A c Em značí symboly A, A°, HA) LA 
vtr 

po řadě uzávěr, vnitřek, hranici a vnější Lebesgueovu míru množiny A. Je-li 
x e Er (r = m — 1), položíme ještě 

-4* = E[y; y e Ex, [xl9 ..., xk-l9 y, xk, ..., xr] e A] . 
Konečně buď uikA = E[x; x e Er, Al + 0]. 

3. Definice. Buď y> zobrazení množiny G c Er do Er. Řekneme, že zobrazeni y> 
má vlastnost (N) na (?, jestliže platí implikace 

(M c G, LM = 0) => L (̂ikf) = 0 . 

4. Označení. Nechť y> je zobrazení množiny G c Er do i? r. Je-li Scff a 
£ e JEV, označíme symbolem N(x, y>, S) počet bodů množiny \p~x(x) n $ (je-li 
tato množina nekonečná, klademe N(x, y>, S) = + oo). Buď dále j? konečná 
funkce na podmnožině Ĝ  množiny G. Pak pro ta o: € Er, pro něž je ^(x, y>, G) < 
< oo a současně \p-x(x) c Gl9 definujeme 

W(x,y>,F)=2FV)> t€V~*(x). 
t 

Pro jiná x není symbol W(x, y>, F) definován. 

5. Pomocná věta . Budy> spojité zobrazení oblasti G c Er do Er. Předpoklá
dejme, že zobrazení rp má vlastnost (N) na G a že funkce y>k (Je = 1, ..., r) 
mají skoro všude v G totální diferenciál. (Funkce J(t, ip) = J(t) je tedy defino
vána skoro všude v G.) Dále buď 

/ \J(t)\ át < + oo . (1) 

Potom platí následující t v r z e n í : 

a) Je-li B měřitelná podmnožina oblasti G, pak 

/ \J(t)\ át = / N(x, ip, R) áx . (2) 
i? Ef 

b) Jestliže Q c f f a -/(£) = O pro skoro všechna t e Q, pak množina y?(Q) je 
nulová. 

c) Je-li F omezená měřitelná funkce na G, pak funkce W(x, tp, F . sgn J) je 
definována pro skoro všechna x € Er, je integrovatelná a platí 

/ F(t) J(t) át = / W(x, yj, F . sgn J) áx. (3> 

Důkaz. Tuto větu odvodíme snadno z věty 3 z [3], str. 364. 
Ad a) Sestrojme omezené oblasti Dn (n = 1, 2, ...) tak, aby platilo 

ĎncG{n= 1,2,...), Dn ^ £ (w ->oo) -1) 
x) Jsou-li Mn (n = O, 1, ...) množiny, pak Mn / M0 (n -> oo) značí, že Mx c i ^ 2 C .. -
oo 

a U Mn = M 0 . Jsou-li c n (w -= O, 1,...) reálná císlá (nebo symboly ± oo), píšeme on /* c^ 

(n --> oo), jestliže c n (n -= 1, 2,...) je neklesající posloupnost s limitou c0. 
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Potom jsou množiny y>(Dn) (n == 1, 2, ...) omezené a platí 

B n Dn/ B, N(x, yj, B n Dn) /* N(x, f, B) (n -> co) .x) 

Ze vztahu 
/ \J(t)\dt = fN(x,yj,Bn Dn)dx 

Rn*>n Er 

(viz citovanou větu, kde položíme D = Dn, T(t) = %p(t) ^ToteDn,8 = Bn Dn) 
dostaneme ihned limitním přechodem rovnost (2). 

Ad b) Položme Q0 = E[t; t € G, J(t) = 0], B = Q u Q0. Protože množina Q0 

je měřitelná a množina B •— Q0 má míru 0, je také množina B měřitelná. 
Vzhledem k tomu, že J(t) = o pro skoro všechna t e B, dostáváme podle a) 

0 = / \J(t)\ dt = / N(x, y>, B) dx . 
R Er 

Odtud a z inklusí y>(Q) c ^(j?) c E[x; x e Er, N(x, \p, B) >̂ 1] je patrno, že 
y(Q) má míru 0. 

Ad c) Z (1) a z a) (kam dosadíme G místo B) snadno nahlédneme, že množina 
P = E[x; x € Er, N(x, ip, G) < + co] má nulový komplement. 

Buď nyní F* charakteristická funkce měřitelné množiny B c G (oborem 
funkce F* je množina G). Potom pro x e P platí N(x, y), B) = W(x, ip, F*), 
takže ze (2) dostáváme 

/ F*(t)\J(t)\ dt = / W(x, yj, F*) dx . (4) 
G Er 

Snadno se zjistí, že rovnost (4) platí také v tom případě, že F* je konečná 
jednoduchá měřitelná funkce na G. Je-li F* měřitelná funkce na G, jež je 
v absolutní hodnotě omezena konstantou C > 0, pak existuje posloupnost 
jednoduchých měřitelných funkcí Fn (n = 1, 2, ...) taková, že pro t e G platí 

\F«(t)\ <C(n=l,2,...), lim Fn(t) = F*(t) . (5) 

Potom je též pro x e P 

\W(x, y>, F*)\ ^ CN(x, y), G) (n = 1, 2, . . .) , lim W(x, y>9 Fn) = W(x, y>, F*) (6) 
n-~»oo 

a ze vztahu 
/ F»(t)\J(t)\ dt = / TT(a:, %p, Fn) dx (7) 
G Er 

dostaneme limitním přechodem pro n -> oo vztah (4). (Poznamenejme, že 
podle (1) je funkce J(t) integrovatelná na G a podle a) je funkce N(x, y>, G) 
integrovatelná na Er, takže vzhledem k (5), (6) je možno v (7) provést Hmitní 
přechod za integračním znamením.) 

Označme symbolem Q množinu všech t e G, v nichž není definována funkce 
J(t). Vzhledem k našim předpokladům má množina Q míru 0, takže také ip(Q) 
je nulová množina. 
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Nechť F je omezená měřitelná funkce na G; položme F*(t) = 0 pro t e Q, 
F*(t) = F(t). sgn J(t) pro ostatní t € G. Potom je pro x e P — ip(Q) (tj. pro 
skoro všechna x e Er) 

W(x, xp, F*) = W(x, y), F . sgn J) 

a ze (4) pijme (3). 

Důkazy následujících dvou lemmat přenecháváme čtenáři. 

6. Lemma. Nechť s1, ..., sr jsou lineárně nezávislé vektory v Er+1. Utvořme 
zobrazení % prostoru Er do Er+1 předpisem 

*(**) = 2 £«* (<*--^r). 

Potom existuje kladná konstanta c tak, ze \%(t*)\ ^c\t*\ pro všechna t* eEr. 

7. Lemma. Nechť n, w jsou jednotkové vektory v Er+1 a nechť y, d jsou nezáporná 
reálná čísla. Potom platí 

(yw + 8n) . w ^ \yw + én\ n . w . 

8. Definice. Buď <p spojité zobrazení otevřené množiny G c Er do Er+1 a buď 
A c Er+1. Pak F((p, A) je množina všech t e G, pro něž jsou splněny následující 
podmínky: 

1. Funkce (pk(k = l, ..., r -f- 1) mají totální diferenciál v bodě t. 

2. K libovolnému okolí U bodu t (teU c G) existuje číslo e > 0 tak, že platí 
implikace 

(zeHAo Q((p(ť), B))=>Z€ <p(U) . (B) 

3. K libovolnému e > 0 existují čísla ocx, oc2 tak, že platí 

0 < ocl3 oc2 < e , (p(t) — ocxw(t, (p) € A , (p(t) + oc2w(t, (p) e Er+1 — A . 

9. Lemma. Nechť <p je spojité zobrazení otevřené množiny G c Er do Er+1. 
Bud A c Er+1, t e F((p, A)2) anechťwk(t, (p) =j= 0 pro jisté k. Polozíme-li x = <pk(t) 
(viz odst. 2), y = <pk(t), pak pro vhodné e > 0 #toí bud 

(y — s, y) c Al a současné (y, y + s) c (Í7 r+1 — Afx (9) 
ne6o 

(^ — e, y) c{Er+1 -— A)l a současně (y, y + s) c Ah
x (10) 

pcxžže toho, zda wh(t, <p) >. O nebo wjf, <p) < 0. 

Mimo to je správná implikace 

(x c G, f(r) = (p(t)) =>r = t. (11) 
a) Vzhledem k podmínce 1 z definice 8 má tedy smysl symbol w(t, <p) (viz odst. 2). 
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Důkaz. Buď např. wk(t, cp) > 0. Položme w = , ' y , a ^ = [%, ... 
p(r, 9?) I 

.. .5 ^ r + i ] ? kde % = — 1 a % = 0 pro j + &, 1 <í j <; r + 1. Potom je 

!«>(*, 97) | 

Protože funkce <pt (i = 1, ..., r -j- 1) mají v bodě t totální diferenciál, platí 

<p(r) - <p{t) = J (T, - h) dA + ]r - t\ v(r), (12) 

přičemž 
^(T) € j^ r + 1 , I^(t)|~>0 pro T->t. (13) 

Z (12) a z lemmatu 6 (kde položíme s* = -^---, č* = T — í) snadno odvodíme, 
Ol j 

že pro vhodné c > 0 platí 

8<p(t) 
(т)-ç>(i)|-ž 2 fo-*»•)' ðí, |т —í||»(т)| ^ (c— |«(т)|) |т —í| 

Odtud a z (13) je patrno, že existuje okolí U bodu t (U c G) tak, že 

T £ L T = > ^ ( T ) - ^ ) i ^ | | T - ř | . (14) 

Vzhledem k relacím 0) %w = 0 (j = 1, ..., r) máme 

(<P(T) — cp(t)) . w = |T — t\ V(T) . w . (15) 

Zvolíme-li tedy okolí U dostatečně malé, můžeme ještě předpokládat, že (viz 
(13)) 

/» 
T e U => (9?(T) — 9?(0) • ^ =_ T |T — í| n • ^ • (16) 

Určeme číslo s > 0 tak, aby byla splněna implikace (8). Ukážeme, že pak jsou 
správné inkluse (9). Kdyby totiž neplatila např. první z těchto inklusí, mohli 
bychom najít číslo /S tak, že 0 < /3 < s, <p(t) + fin c Er+1 — J.. Podle podmínky 
3 z definice 8 existuje dále číslo oc = ax tak, že 0 < a < £, 9?(č) + aw e A. 
Pro vhodné f € (0, 1) je tedy nutně (1 — Š)(cp (t)+ aw) + Í(cp(t) + fin) = 
= z € HA. Protože zřejmě z e Q(cp(t), e), je podle (8) z = <P(T) pro vhodné 
T € 17. Podle lemmatu 7 (kde položíme y = (1 — £) a, d = f/J) jest (<?>(T) — 
— <p(t)) . w = (yw + ón) . w S: |yw + án| w . w = |^(T) — <p(t)\ n .w *ž (viz 

/» 
(14)) 2> - |T — ř| w . w Si (viz (16)) ^ 2(<p(r) — <p(£)) . w, což je spor, nebot 

_-
(<P(T) — <p(t)) . v̂ = (yw + dn) .w = y + dn.w>0. 

Podobným způsobem se ověří druhá inkluse (9). Stejně lze vyšetřit případ 
wk{t> 9) < 0- Konečně z (8), (14) je patrno, že platí implikace (11). 
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10. Ú m l u v a . V odst. 11 bude h pevné přirozené číslo, 1 <£ k 5̂  r -f-1. 
Pro x e Er a y € Ex položíme [x, y] = [xl9 ..., xk_x, y, xk+1, ..., xr+1j; místo A% qfi 
píšeme prostě Ax, cp a pod. Je-li / funkce na nějaké podmnožině prostoru Er+V 

pak f(x, y) je ovšem hodnota funkce / v bodě [x, y]. Derivaci funkce / podle 
fc-té proměnné značíme Dkf. 

11. Věta. Nechť A je omezená množina v Er+1 a buď €> = {cp} spočetný systém 
zobrazení z Er do A. Oborem každého zobrazení cp nechť je oblast G^ = 6? 
a nechť cp je spojité na G. Předpokládejme, ze funkce cp^ (j 4= k, 1 <£ j <; 
?g r + 1) mají skoro všude v G totální diferenciál a ze zobrazení cp = [cpx,... 
..., cpjc-j., cpk+1, ..., cpr+1] má vlastnost (N) na G. Nechť funkce wh(t, cp) je rovna 
nule pro skoro všechna t e G — F(cp, A) a bud 

2 / \wк(t, ч>)\ àt < + oo .») (17) 
<PGФ 

Pro 
Z = HA-V <p(G,) ») (18) 

î7 

budiz 
LтtкZ = 0 (19) 

a nechť je správná implihace 

(<p,Xє<š,<pф x*)) ==> cp(Gę) n X(GX) = 0. (20) 
Palc 

LЯл = 0 (21) 

a pro shoro všechna xeEr je množina (A)x sjednocením konečné mnoha kom
paktních intervalů. 

Bud dále f spojitá funkce na A a nechť pro skoro všechna x e Er je f(x, y) 
absolutně spojitou funkcí proměnné y na množině (A)x.

5) Potom platí 

f (f Dkf(x, y)dt,)áx = 1f f(<p(t)) wk(t, y) dí (22) 
Ěr Ax q> Gfp 

s absolutně konvergentní řadou vpravo. 

Důkaz . Položme X = E[x; x c Er, 2 N(x, ip, G^) = + co]. Ze vztahu 

+ oo > 2 f K(«, 9>)i dí = 2 / l-tft P)\ <-* = 11 N(x> 9, <?,) <^ = 
q> Gq, q> G^ <p Er 

= fCŽN(x, $,&,)) áz 
Er <p 

3) Píšeme proste *£ místo 2> 9 € @í podobně pro U-
q> tp <P 

4) Zobrazení cp, % pokládáme za různá, je-li bud G^ 4= G% nebo G^ = Gx a qp(č) 4= %(ť) 
aspoň pro jedno t <• G9. _ 

5) Podotkněme, že pro skoro všechna x * Er je (A)x sjednocením konečně mnoha kom
paktních intervalů; je-li x tak zvoleno, je jisté zřejmé, jak rozumět výroku „f(x, y) je 
absolutně spojitou funkcí proměnné y na (A)®". 
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je patrno, že LX = 0. Dále buď Vv množina všech t e G<p, v nichž některá 
z funkcí cpj (j 4= h, 1 g j <; r .+ 1) nemá totální diferenciál. Vzhledem k našim 
předpokladům je \wk(t, <p)\ = \J(t, <p)\ = 0 pro skoro všechna t z množiny 

U(V) = V9 u (<?9 - J > , 4)) u E[t; t e G,, wk(t, cp) = 0] , (23) 
takže podle tvrzení b) z odst. 5 (kam dosadíme 9? místo y>) je množina 7 = 
= U <p{U{<p)) nulová. Tedy také množina A = X u Y* u T^JÍ má míru 0. 

Pro x e Er —- A je 
( # A = (U # , ) ) . • (24) 

a počet prvků množiny (U <p(G<p))x nepřevýší 2 -^(^ £> G?) < + °°í *ím spí§e 

je množina (H^ konečná. Protože A je nulová množina a množina lit^ je 
uzavřená, platí (21). 

Zvolme nyní pevně x € Er — A a buď 

(HA)X = {y1 < ... < y)}(0 £ 8 < + 00) ; 

položme ještě y° = — 00, Í/S+1 = + °o. Protože intervaly (yj"x, yj) 
(j = 1, ..., s + 1) jsou disjunktní s (HA)X, je každý z nich obsažen celý v ně
které z množin (A°)x, (Er+1 —- A)x; ježto množina J. je omezená, je ovšem 

(y», y1) c (Er+l - I ) , , (ys, y^1) c (Er+1 - A)x . (25) 

Pišme zí = [x, yj] (j = 1, ..., s). Podle (24), (20) existuje ke každému / právě 
jedno zobrazení <p = <pj e @ (s oborem C -̂ = C73*) tak, že z' € <p*(Gj) (j = 1, ..., *). 

Vzhledem k implikacím (<p e @, í € G ,̂ 9?(£) = 3f) => $>(ř) non € yl => í non e 
€ 27(9?) => (t e F(<p, A), wk(t, cp) 4= 0) a k lemmatu 9 existuje v Gj právě jeden 
bod P takový, že <pj(tj) = zj; je ovšem P non e U(<p). Z lemmatu 9 a z inklusí (25) 
plyne především sgn wk (t1, cp1) = — 1, sgn wk(t8, <ps) = 1 a dále (y1, t/2) c (AL0)̂  
(ys~x, ys) c (-á°)a. (tyto inkluse odpadají v případě 8 = 0). Pokračujíce 
stejným způsobem zjistíme, že sgn wk(P, <pt) = 1 a (y*-1, y?) c (A°)x (resp. 
sgn wk(P, <pi) = — 1 a (2/3-1, ž/3") c (Er+1 — 2) a), je-li j sudé (resp. liché), 
j = 1, ..., s. Speciálně tedy 5 je sudé; necht s = 2q (q celé nezáporné). 

Potom je 

U (y2*-\ y2p)cAx c u <y**-\ y*p> = (2).. 
3>=ł 

Píšeme-li 
J-(ř) = J(í, ÿ) - ( - l)*-1 W*(í, ę), F'(t) = f{<p(t)) , 

raame 
2 (—l)*-- Tf (æ. ÿ, •F* . sgn Jv) = 2 /faҶ*')) sgn wk(P, <pj) 

= 2 [/(*, ŽЛ) - /(*, 2/2"'1)]; 
s>=i 
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je-li mimo to bod x e Er — A tak volen, že f(x9 y) je absolutně spojitou funkcí 
proměnné y na množině (A)Xi pak 

2 2 [/(*> y*) - /(*» Ž/2 3 '- 1)] = / - V t e y) <-y 

Celkem 

( - 1 ) * - 1 2 w (x> v>F* • s § n Jf) = 1 -^-/to íl) d2l ( 2 6> 

pro skoro všechna a; € Er. Podle (3) (kde položíme G = C ,̂ y = <p, F = F<J% 
e/ = «7<P) je 

/ W(x9 cp, F<P . sgn J*) dx = / J?V(0 J>($) dí = (-1)*-1 . 
JE", G<jj 

•fKv(t))*>k(t9<p)dt. (27) 

Označíme-li symbolem c maximum funkce / na množině A, dostáváme 

2 / \W(x9 <p, F<P . sgn Jv)\ dx <Z o2 / iV(a,, ý, 09) dx = 

= c 2 / l<I(*, 9)1 d/ = c 2 / \wk(t, <p)\át<+M. (28) 

Integrujme rovnost (26) přes celý prostor Er. Z (28) je patrno, že vlevo můžeme 
integrovat za znamením součtu. Užíjeme-li ještě vztahu (27), dostaneme (22). 
Z odhadu \f f(<p(t)) wk(t, <p) dř| ^ c / \wk(t, <p)\ dt a z (17) je vidět, že zobecněná 

řada na pravé straně rovnosti (22) je absolutně konvergentní. 

Z předchozí věty plyne ještě tento důsledek: 

12. Věta, Nechť symboly A, © mají stejný význam jako v předchozím odstavci 
a nechť platí<(20). Pro množinu (18) budtez splněny vztahy (19) pro k = 1, ..., r + 
+ 1. Je-li <peS. pak nechť funkce <pk mají skoro všude v G9 totální diferenciál 
a zobrazení <pk nechť mají vlastnost (N) na G9 (k = 1, ..., r + 1). Konečné buď 
\w(t, <p)\ = 0 pro skoro všechna t e G^ -~ F(<p, A) a nechť 2 / N(č, <p)\ dt < + co. 

<P Ofp 

Potom platí (21) (takže množina A je měřitelná) a pro skoro všechna x e Er 

jsou množiny (A)x (k = 1, ..., r + 1) sjednocením konečně mnoha kompaktních 
intervalů. 

Je-li dále v == [̂ i, ..., vr+1] spojité zobrazení množiny A do Er+l takové, ze pro 
skoro všechna xe'Er jsou funkce vk(x1} .... xk-l9 y, xk, ..., xr) absolutně spoji
tými funkcemi proměnné y na množině (A)l (k = 1, .... r + 1), pak funkce 

'r+l 
div t^z) = ]> Dkvh(z) je definována pro skoro všechna z e A a platí 
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/ div v{z) áz = 2 / v(9(ř)) • w(ř, 9) dť (29) 
A <P &<p 

za předpokladu, ze existují integrály jDkv(z) áz (k = 1. ...5 r + 1). 
A 

D ů k a z je možno přenechat čtenáři. 

P o z n á m k a . V době, kdy byl tento článek v tisku, měl autor příležitost seznámit 
se s prací [4], jež je věnována přehledu důkazů Stokesovy a Gaussovy vety. V této 
práci nalezne čtenář rozsáhlou bibliografii příslušných otázek. 
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Р е з ю м е 

ЗАМЕТКА К ФОРМУЛЕ ГАУССА-ОСТРОГРАДСКОГО 

ИОСЕФ КРАЛ ^озе1Кга1), Прага 

(Поступило в редакцию 1/У1 1958 г.) 

Пусть к9 г — натуральные числа, 1 ^ к ^ г + 1. Если х = [х19 ..., хг] е 
еЕгшу еЕг, то полагаем [х, у] = [х19 ..., агй-1, у, хк+19..., хг]. Для А с Ег+1 

мы пишем Ах = Е[у\ у е Еь [х, у] е А]. Частную производную функции 
/ относительно &-ого переменного обозначаем через Ок(. 

Пусть А — ограниченное множество в Ег+1 и пусть символы А и НА 

обозначают, соответственно, замыкание и границу множества А. Пусть, 
далее, © = {<р} — счётная система отображений в множество А, причём 
каждое отображение <р определено на некоторой области Сг9 с Ег и обла
дает определёнными свойствами, обеспечивающими, в частности, суще
ствование &-ой координаты гск(1, <р) нормали, присущей к отображению 
<р9 для почти всех I е Ог Далее предполагается, что множества <р(0^) (<р е @) 
образуют некоторое,специальное покрытие множества НА — Ъ, где Ъ — мно-
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жество, проекция которого на плоскость Е[ъ\ г е Ег+11 гк = 0] имеет г-мер~ 
ную меру нуль. (Точная формулировка этих предположений приведена 
в отд. 11 и 8.) 

В этих предположениях множество НА имеет (г -(- 1)-мерную меру нуль 
и множество (А)х является для почти всех х е Ег соединением конечного 
числа сегментов. Если, далее, / — такая непрерывная функция на А, что 
](х,у) является для почти всех хеЕг абсолютно непрерывной функцией 
переменного у на (А)Х1 то имеет место формула (22). 

Отсюда непосредственно вытекает теорема Гаусса-Остроградского в фор
мулировке, приведённой в отделе 12. 

Summary 

NOTE ON THE GAUSS-OSTROGRADSKI FORMULA 

J O S E F KRAL, Praha 

(Received 7/VI 1958) 

Let h, r be positive integers, 1 <I h gj r + 1. Given x = [xl9 ..., xr]eEr 

and y e Et we put [x, y] = [xl9 ..., xk-x, y, xk+1, ..., xr]. If J. is a set in Er+1 

we define Ax = E[y; y e Ex, [x, y] e A]. Dkf will stand for the partial derivative 
of the function / with respect to the k-th variable. 

Let A be a bounded set in Er+1 and let us denote by A, HA the closure and 
the boundary of A respectively. Further, let @ = {<p} be a countable system 
of mappings into A, each <p being defined on a domain G^c Er. Every <$ e @ 
is assumed to possess certain properties which imply, in particular, the existence 
of the &-th coordinate wk(t, cp) of the normal vector associated with <p for almost 
every t e Cry A further assumption is made that {<p(G<p)} (<p e @) is a special cover
ing of HA — Z, Z being a set having the projection of r-climensional measure 
zero onto the hyperplane E[z; z e Er+1, zk = 0]. (A precise formulation of these 
assumptions is given in sections 11 and 8.) 

Under these hypotheses HA is of (r + 1)-dimensional measure zero, (A)x 

being equal to the union of a finite system of segments for almost every x e Er. 
Moreover, if / is a continuous function on A such that f(x, y) appears to be 
absolutely continuous on (Ax) with respect to y for almost every x e Er, we 
have the equality (22). 

Hence it follows immediately the Gauss-Ostrogradski theorem as it is stated 
in section 12. 
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