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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 84 (1959), Praha

DIE UNABHANGIGKEIT DES AXIOMENSYSTEMS
DES AUSSAGENKALKULS VON HERMES UND SCHOLZ

MIROSLAV MLEZIVA, Praha DT: 517.11
(Eingelangt am 24. November 1958)

Dieser Artikel enthilt den Beweis der Unabhéngigkeit des Axio-
mensystems fiir das zweiwertige Aussagenkalkiil von Hermes und
Scholz.

In der ,,Mathematischen Logik* [1] fithren H. Hermrs und H. Scmorz
folgendes Axiomensystem des zweiwertigen Aussagenkalkiils an:

1.1 p—>(g—>0p), 1.2 [p>@—>9l>(@®—=>19),
13 p—>q¢—~>lg—=>r)—>((—>r)].
21 (p—>9—>(@—>n, 22 p—>(p—>q),
23 [(p—>p2)—>qd—>[p—=>9—4dl-
31 (p&q)—>0p, 32 (p&q)—>gq,
33 > —>llp—=r)—=>@—>(¢&n)].
41 p—>(pvy, 42 ¢g—>(pvy),
43 p—o>nr—>g—=>r—>((pvy—>n].
51 p=q9)—>(p—>9), 52 (p=q)—>@—>p),

53 (p—>¢q9) —~[lg—=p —=9].

Die Autoren behaupten, dass dieses Axiomensystem unabhéngig ist, d. h.
dass keines der Axiomen aus den fiinfzehn iibrigen (auf Grund der Substi-
tutions- und Abtrennungsregel) ableitbar ist [1] (S. 36). Sie fithren weiter an,
dass die Beweise noch nicht verdffentlicht sind (S. 36; Bemerkung 51).

Wir bringen hier einen Unabhéngigkeitsheweis fir dieses Axiomensystem.
Wir verwenden die bekannte Matrizenmethode. Fiir jedes der Axiome wird
eine spezielle Matrix angegeben, die die Definitionen aller fiinf in den Axiomen
vorkommenden Funktioren enthélt. Jede der angefiihrten Matrizen hat fol-
gende Eigenschaften: 1. Sie erfiillt nicht das zu untersuchende Axiom; sie
erfiillt aber die iibrigen; 2. sie ist ,,normal® (siehe [1] S. 36). Jede Matrix hat
nur einen ausgezeichneten Wert: ,,1°.
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Die Unabhéngigkeit des Axioms 1.1:

1234 123412341234
11133341333 ]1111 1333
211333 (|4{3333|1111{3333
371111 (1({3333|1133[3311
411111 |1)3333(]1133]3311

— — 1 & v =

Das Axiom 1.1 hat fiir die Argumentwerte p = 2, ¢ = 2 den Wert:

2—->(2-—2)
2 — 3
3

Die Unabhingigkeit des Axioms 1.2:

123 123{123(123
1112218123111 |122
211122223122 212
3|]111{1/333|123{221

— — | & v =

Das Axiom 1.2 hat fiir die Argumentwerte p = 2, ¢ = 3 den Wert:

2—>(2—=>3)]—(2—>3)
2> 2 ] 2
1 — 2

2

Die Unabhéngigkeit des Axioms 1.3:

1234 1234(123411234¢4
11122321333 1111{1333
2/1111]1;3333/1333|3113
3/1111/1(3333]1333(3111
411211}3{3333(1333{3311

- — & v =
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Das Axiom 1.3 hat fiir die Argumentwerte p =4, 9 < 3, r = 2 den Wert:

(4—3)—>[(8—>2)—> (4 —>2)]
1 - [1 2]
1 — 2
9

]

Die Unabhingigkeit des Axioms 2.1:

12 12112112
111212 121112
211112221221

— — | & v =

Das Axiom 2.1 hat fiir die Argumentwerte p = 2, ¢ = 1 den Wert:
2—>1)—~Q1->2)
2—=2)=>(1->2)
1 - 2
2

Die Unabhéngigkeit des Axioms 2.2:

12 121212
1/12]1(12(11|12
21111 1]22[|12]21

- | — 1 & IV =

Das Axiom 2.2 hat fiir die Argumentwerte p = 1, ¢ = 2 den Wert:

1—-(1—2)
1—- 2
2

Die Unabhé,ngigkéit des Axioms 2.3:

123 123(123|123
111233123 |111(123
211133223 [122(213
3/111]1({333|123[331

— — | & v =
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Das Axiom 2.3 hat fiir die Argumentwerte p = 2, ¢ = 2 den Wert:

(2 —2)—2]—[(2—2)—2]
[(2—38)—2]—[1—2]
3—>2]— 2
1 - 2
2

Die Unabhéngigkeit des Axioms 3.1:

12 12112112
171212112111} 12
211111211221

- — | & v ‘E

Das Axiom 3.1 hat fiir die Argumentwerte p = 2, ¢ = 1 den Wert:

2 &1)—~2
1 -2
2

Die Unabhéingigkeit des Axioms 3.2:

|12 12112]12
112 111112
ol11]1/22/12]21

! - | —1 & v =

Das Axiom 3.2 hat fiir die Argumentwerte p = 1, ¢ = 2 den Wert:

l1&2)—>2
1 -2
2

Die Unabhéngigkeit des Axioms 3.3:

12 121212
1712 2211112
11 112211221
- | — | & v =
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Das Axiom 3.3 hat fiir die Argumentwerte p = 1, ¢ = 1, r = 1 den Wert:
1=>1)—=>[(1—>1)> 1 1&1)]
1 - [1I —-(@1-2)]
1 [1—=2]

—
1 — 2
2

Die Unabhiangigkeit des Axioms 4.1:

12 1211212
1112 12112112
‘2 1111122 12]21

- | —| & VV‘_—-:

Das Axiom 4.1 hat fiir die Argumentwerte p = 1, ¢ = 2 den Wert:

1—>(1v2)
1— 2
ﬁ)

4

Die Unabhéangigkeit des Axioms 4.2:

12 12]12|12
111221121112
11 2212221
- 1 — & v o=

Das Axiom 4.2 hat fiir die Argumentwerte p = 2, ¢ = 1 den Wert:

1->(2v1)
1—- 2
2

Die Unabhéngigkeit des Axioms 4.3:

12 12(12|12
1112 121112
)2 1111122111121

> |—= & v | =
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Das Axiom 4.3 hat fiir die Argumentwerte p = 2, ¢= 2, r = 2 den Wert:
2—>2)=>[2—>2)— ((2Vv2)~>2)]
1 — n - 1 —2)]
1 > [ = 2
1 — 2
2

Die Unabhingigkeit des Axioms 5.1:

12 12112712
1
1712211211} 11
2111111221221

- | —| & v | =

Das Axiom 5.1 hat fiir die Argumentwerte p = 1, ¢ = 2 den Wert:

1=2)->(1->2)
1 - 2
2

Die Unabhiéngigkeit des Axioms 5.2:

12 121212
1112 121112
2111111221121 11

- |- & v | =

Das Axiom 5.3 hat fiir die Argumentwertr p = 2, ¢ = 1 den Wert:
2=1)—>(1->2)

1 - 2
o

&

Die Unabhéngigkeit des Axioms 5.3:

12 12({12(12
11212121112
21111221222

- | —1 & v =
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Das Axiom 5.3 hat fiir die Argumentwerte p = 2, ¢ = 2 den Wert:
2—=2)=[(2—2)— (2= 2)]
1 [l - 2

1 — 2
2

Das Axiomensystem von Hermes und Scholz ist also unabhingig.

Bemerkung. Die Matrizen fiir 3.1—5.2 sind mit den von D. HILBERT und
P. Berwavs fiir den Unabhéngigkeitsbeweis derselben Axiome angewendeten
Matrizen identisch [2]. Wir fiihren diese Matrizen an, nur um den Beweis
zu vervollstindigen.
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Vytah

NEZAVISLOST HERMES-SCHOLZOVA AXIOMATICKEHO
SYSTEMU VYROKOVEHO KALKULU

MIROSLAV MLEZIVA, Praha
(Doslo dne 24. listopadu 1958)

V praci je podan dikaz nezavislosti Hermes-Scholzova axiomatického
systému dvouhodnotového vyrokového kalkuku. Dikaz je proveden na za-
kladé obvyklé maticové metody.

PesoMme

HE3ABHCHMOCTE CUCTEMBI AKCIOM
TFEPMECA-IIOJIBIA IJIA UCUUCJIEHUSA BBHICKA3BIBAHUN

MUPOCJIAB MJIESUBA (Miroslav Mleziva), IIpara
(Mocrynuao B pepaknuio 24/X1 1958 r.)

B craThbe maeTcs DOKasaTeNbCTBO HE3aBHCHMOCTHU CHUCTEME! aKcmoM [epmeca-
[lonsma miIs ABY3HAYHOIO WCYMCIICHHUs BHICKA3HBaHWI. [lOKasaTelxscTBO mpO-
BOIHUTCA HA OCHOBAHUY OOBIYHOIO MATPUYHOI'O METONA.
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