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Časopis pro pěstování matematiky, rač. 85 (1960), Praha 

O NEJEDNOZNAČNOSTI ŘEŠENÍ SOUSTAVY DIFERENCIÁLNÍCH 
ROVNIC 

VLADIMÍR DOLEŽAL, Praha 

(Došlo dne 3. července 1959) 

V tomto článku je sestrojen příklad, který ukazuje, že z jednoznač-
dx 

nosti řešení rovnice — = g(x) nemusí plynout jadnoznačnost řešení 
dt 
t 

rovnice x(t) = x0 + Jg(x(r)) dcr(T), kde CT(T) je spojitá reálná funkce 

s konečnou variací. 

Problémy řešené v tomto článku se vyskytly při studiu zobecněných dife
renciálních rovnic, které zavedl J. KLTBZWEIL V článku [1], zvláště pak při 
studiu Diracovy funkce v nelineárních diferenciálních rovnicích v kap. 5 
článku [2]. 

Tam se v pomocné větě 5,1 dokazuje následující: Buď %(rj), r\ ^ 0 rostoucí 
i . 

spojitá funkce, #(0) == 0, I -y~ = oo. Buď cr(t), t e <0, S> spojitá reálná funkce 
o •' •' • 

8 konečnou variací. Buď g(x) = l> lv%, x2, ..., xm),,. .rffm(xu x%,,.., xm)] spojitá 
vektorová funkce na otevřené množině D c Em taková, že 

(0,1) \\g(x*)~-g(x*)\\^%(\\**~-x*\\) pro x*,x*eD. 
t 

Buď x0 eD,t0e <0, S>. Potom rovnice x(t) = x0 + Jg(x(r)) dcr(r) má nejvýše 
h 

jedno řešení. 
Ve větě 5,1 se pak dokazuje následující: Buď /(;r, t) = [f^, ..., xm, t), ..., 

fm(x1}..., xm, t)] spojitá vektorová funkce pro xeD, te <— T%1, Tx>. Buď g(x) 
funkce, která splňuje předpoklady pomocné věty 5,1. Něchl (pn(t), n = l, 2,3,... 

je spojitá reálná funkce na <—• Tl9 Tt>, 0n(t) = J(pn(r) dr. Nechť <pn(t) splňuje 

následující podmínky: 
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(0,2) lim sup / ]9?n(r)| dr = L < oo , 
n~>oo -Tx 

t 

(0,3) lim / K ( T ) | d r = 0 pro - Tt ^ t < o , 

(0,4) lim / [<pn(r)|dr = 0 pro 0<t^Tx, 
tt->00 t 

(0,5) ' lim 0n(t) = 0 pro — Tx < t < 0 , 
n—>.oo 

(0,6) lim 0„(ř) = 1 pro 0 < ř ^ ^ . 

Buď u(ř), ť e < - !T0, 0>, (0 < ^ < ?\) řešení rovnice J Í = f(x, t) určené 

» /y L/ díly 
jednoznačně počáteční podmínkou. Bud v(t), t e <— -r-, -̂> řešení rovnice-5— = 

A A čí 
= g(x) jednoznačně určené počáteční podmínkou v(— | ) = u(Q). Bud w(t)y 

Ax 
t € <0, TQ) řešení rovnice -=- = f(x, t) jednoznačně urěené počáteční podmínkou 
w(0) = vQ). 

Nechť yn-> u(-— TQ) pro n -» oo. Potom řešení xn(t), rovnice 

ÓJX 

— = f(X, t) + g(x) . Cpn(t) , 

xn(-—T0) = yn (ne nutně jednoznačné), je definováno na intervalu <— TQ, T0) 
(pro dosti velká n) a platí 

(0,7) lim xji) = %(t) pro — T0 < t < 0 , 

lim a;TO(č) = w(t) pro 0 < t ^ T 0 . 
n-»co 

V tomto článku ukážeme, že podmínku (0,1), kterou musí splňovat funkce 
g(x) nelze nahradit slabší podmínkou: nechť g(x) je spojitá vektorová funkce na 

množině D c Em taková, že rovnice x(t) = x0 -f- f g(x^)) dr má pro x0 e D, 

t0 e <0, S) právě jedno řešení. V kapitole I I sestrojíme na množině <0, TI) X 
X <0, 1> funkci g(x, y) takovou, že pro tQ e <0, 8jr> xQ e <0,5T>, yQ e <0, 1> má 
systém 

%(t] = я0 + fàr , y(t) = y0 + fg(x(т), y(x)) dт. 

/ 
právě jedno řešení. V kapitole III sestrojíme spojitou reálnou funkci s konečnou 
variací a(t), t e <0, Sn) takovou, že systému 

t t 
x(t) = /dor(r), y(t) = fg(x(r)9 y(r)) do-(r) 
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vyhovují řešení dvě. Podobně v kapitole IV sestrojíme funkci f(y, t) a posloup
nost funkcí <pn(t), n = 1,2, ... tak, že řešení systému 

dí£ ďi/ 

dt = Vn® 5 ďf = /(ž/'ř) + ^ y ) * ^ ( í ) 

nebude mít vlastnost (0,7). 

Nejprve sestrojíme dělení intervalu <0, Y}, Y > 0 (obdobné dělení intervalu 
při konstrukci Cantorova diskontinua), které budeme v dalším potřebovat. 
Zvolme čísla at > 0, bx > 0, ax 4= bx tak, aby 2ax + Zbx = 1 a sestrojme po
sloupnosti {an}, {bM} takto: an = ax . &i~\ bn = 6J. Pak zřejmě platí následující 
vztahy: 

(1.1) an : bn = % : bx , 2<*n + 3*n = ft^, 2 . 2 3n~%n = 1 , 
n - l 

lim an = lim bn = 0. 

•W-—>CO tli—vcQ 

Nyní při prvém kroku sestrojíme body Yf) (i = 1, 2, 3, 4) tak, aby platilo 

y(i) _ yf) _ 7(i) = 7 - Yf) = 6X . 7 , 7<x> - Yř> = Yř> - 5f> = % . Y . 
Podle (1,1) je zřejmé, že takové dělení lze provést. Rozdělili jsme tak interval 
<0, Y> na pět dílů, z nichž dva jsou délky ax. Y a tři délky b± . Y. Při druhém 
kroku vynecháme otevřené intervaly délky ax . Y a intervaly délky bx. Y roz
dělíme opět na pět dílů, a to ve stejném poměru jako interval <0, Yy. Stejným 
způsobem postupujeme dále. Po ?i-tém kroku máme sestrojeny body 
(1.2) D(n) = {0, 7; 7<*>,..., 7f>; 7?), , 7f2>;...; Yf\ ..., 7&,_I} . 

Při n + 1 kroku vynecháme otevřené intervaly délek ax .Y,a%.Y, ...,an .Y 
a intervaly délek bn . Y budeme dělit ve stejném poměrů jako interval <0, Yy, 
tj. sestrojíme body 7f+1), ..., Y^Á1} ta i , aby platilo: Jestliže 7*, Y*€ D(n), 
Y* —- Y* = bnY (tj. koncové body intervalu délky bnY) pak 

t i o \ y * y ( n + l) y ( n + l) y t n + l ) y ( n + l) y x y 
{1,0) I — I 4 s — -Z 4 í _ x — -ř 4 s _ 2 — -ř 4 í _ 3 ' — I * — On+1 . 2 , 

y ( w + x ) __ y ^ H - 1 ) __ y ( « + i ) __ y ( n + -) __ ^ y 
-1 és •*- 4 s - l — -1 4*~2 -- 4 s - 3 — " n + 1 • -* * 

Podle (1,1) lze takové dělení provést. Intervalů délky bn . Y je zřejmě 3n, je 
tedy 5 = 1 , 2 , . . . , 3n; intervalů délky an . Y je 2 . 3*-1. 

Snadno se dokáže následující tvrzení: 

Věta 1,1. Buď A = U U (TSLl9 7g>), JB = <0, 7> - 4 . Pa£ platí: množina 
» _ 1 Z « 1 

4̂ /e otevřená, množina B je uzavřená, má mohutnost kontinua a míru 0. 
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II 

Než přistoupíme ke konstrukci funkce g dokážeme následující větu: 

Věta 2,1. ŇecM funkce <p, ip mají spojitou první derivaci na intervalu <a, 6> 
a nechť platí cp(x) < %p(x) pro xe <a, b}. Nechť funkce % má spojitou první deri
vaci na intervalu <sp(a), ip(a)} a nechť %((p(a)) = <?'(#), %(ip(a)) = ip'(a). NecM 
funkce %* má spojitou první derivaci na intervalu <sp(b), y(b)y a nechť %*(<p(b)) = 
= ?'(&), %*(WQ>)) = V'(6). 

Definujme množinu P takto: Bod [x, y] e P, jestliže platí 

a <J # = b , cp(x) <í y <£ ip(x) . 

Bud 0 < e < 1. Potom na množině P existuje- spojitá funkce h mající tyto 
vlastnosti: 

(2.1) 1. h(x, <p(x)) = <pf(x) pro X€ (fl> &> > 
h(x, y>(x)) = y>'(x) pro x e (a, b> , 

Ha> y) = X(y) W° y* <?(<*)» #*)> > 
A(&> Ž/) = z*(y) w° y € <sp(b), y)(b)y. 

2. Každým bodem [x0, yQ] € P prochází právě jedno řešení diferenciální rovnice 

(2.2) y'=h(x,y). 

3. Budte ux, u2 dvě řešení rovnice (2,2). NecM ut(a) — u2(á) = A > 0, potom 
platí 

(2.3) A . * f > - *<*> (1 - -) <- % ( * ) - «,(*) á -4 . * 8 j ~ f j (1 + e), 
y(a) — <p(a) y>(a) - <p(a) 

ul(b) - uM = A . ^ - ^ 
(a) — <p(a) * 

Podobně platí: Budte vlx v2 dvě řešení rovnice (2,2). Nechť vt(b) — v2(b) = B > 0. 
Potom 

(2,4) B . * g j ~ *jfj ( 1 - C ) g ž «.(*) ~ «.(») ^ * - *ffi ~ * % (1 + «) . 
v(&) - ?(6) v(Ď) - v(b) 

i \ Í \ » y(a) — y(a) 
% (a) - r2(a) = 5 . y ( f t ) _ y ( f t ) . 

D ů k a z . Označme P x množinu bodů [#, y] pro které platí 

a-f<31 = # = &~<52, <p(x) = y ^ v(») > 

kde 0 < áť < "7 , (i = 1, 2). Definujeme funkci h na množině Px takto: 

11 x y — <p(x) n \ i v(x) -~ y i, \ 
h(x, y) = f. /v • V (?) ̂  r V TT • 9> fa) • 
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Zřejmě h(x, <p(x)) = <p'(%), h(x, y>(x)) = y>'(x). Punkce h je na množině P x spo
jitá a platí \h(x,y)\ S W(*)\ + \<p'(x)\. 

Bud! \x, y] € Px. Označme X = - - ^ - f l ^ L - . Pak funkce Fř(#, A) = A y(a?) + 

+ (1 — 1) . y(a?) je řešení rovnice (2,2) jdoucí bodem [S, y]. Zřejmě platí 

(2,5) H(x, Xt) - #(*;, A2) = (Ax - X%) (y>(x) - <p(x)) . 

Nyní označme P 2 množinu bodů [x, y], pro které platí 

# š= # á a + 8% , <p(x) 51 y <̂  y(-») 

a P 3 množinu bodů [#, y], pro které platí 

b — <52 5̂  a? <j b , 9?(x) 5̂  y Ss ^(^) • 
Na množinách P 2 , P 3 nemůžeme definovat funkci h stejně jako na množině P l 5 

protože by nemuselo platit h(a, y) = %(y) resp. h(b, y) = %*(y). 
Označme H(x, X) = X ip(x) + (1 —- X) <p(x) pro xe <a,a + O\> a nechť funkce 

v má spojitou první derivaci pro xe (a, a + ó-.> a nechť splňuje následující 
podmínky 

V(a) = v(a + <5X) = /(a + dt) = 0 , *'(a) = 1 , |/(a:)| ^ 1 , 

|y(s) - y(-g)l  o ^ |v(л?) ^ є. 
-M" • W a ) ~~ <p(a)\ + \w'Ía) — ¥(a)\ ' 

kde J ř je kladné a J ř ^ max \%(y% 
Ve(<p(a),w(a)) 

Protože pro 0 5̂  X < 1 je H(a, X) e <<p(a), ^(a)>, můžeme definovat 

#*(*, A) = H(x, X) + v(x) . [x(H(a, X)) - Hí(a, 2)] , {H'X = - g , H£=* ^ ) . 

Nyní platí 

H*(a, X) - H(a, X) , H*(a + člt X) - H(a + Sv X) , 
H*(x, 0) = H(x, 0) = <p(x) , #*(* , 1) = H(x, 1) -= v(a,) • -

Funkce 17* má spojité parciální derivace H*', H*' a platí 

- - ? > . *) = *(#(«> *)) > # * > + &i, X) = fli(o + áj, A) 
(íř*' zde znamená derivaci zleva resp. zprava). 

Dokážeme, že každým bodem [x0, y0] s -P2 prochází právě jedna křivka H*. 
Bud A,. > X2, pak 

ff-(.r, ^ ) - H*(x, A2) = 
= (X, - A,) • (?(*) - <p(x)) + v(*)[*(Jř(a, AJ) - X(H(a, X2)) -

- Hí(a, XJ + H[(a, X,)] . 
Protože (X1 — X2). (ip(x) — f(x)) > 0 , a protože 

\v(x)\ . \%(H(a, X,)\ - X(H(a, K)) - K(a,.XJ + H[(a, Xt)\ ^ 
£ |v(ar)j . [M(XX ~ Xt). (y>(a) - <p(a)) + (Xl - Xt) . \y>'(a) - <p'(a)\\ á 

Se.(X1- X2)(y,(x) - <p(x)) 
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je 

(2,6) B*(x, AÍ) - H*(x, A2) > O 

a dokonce 

(Xx - X2) . (V(x) - <p(x)) . (1 - e) g H*(*, AJ - #*(*, A2) < ' 
= (Ax - AB) . [y(a?) - <p(x)}. (1 + e) . 

Bud [cc0, y0] € P 2 . Funkce JEř*(x, A) je spojitá na intervalu 0 <^ X fg 1 podle 
(2?6), rostoucí v X pro každé x € <a, a + <3X> a nabývá všech hodnot od <p(x) 
do y(#). Existuje tedy právě jedno X = X0 takové, že £l0 = H*(x0, X0). Křivka 
H*(x, X0) prochází bodem [x0, y0] a podle (2,6) žádná jiná křivka H*(x, X), 
X =j= X0 nemůže bodem [x0, y0] procházet. 

Funkci h na množině P 2 budeme definovat takto: nalezneme křivku H*, 
která prochází bodem [x, y] e P 2 , sestrojíme její tečnu v tomto bodě a směrnice 
té to tečny bude hodnota funkce h v bodě [x, y]. 

Snadno se ukáže, že takto definovaná funkce h je na P 2 spojitá a lipschitzov-
ská vzhledem k y, a že platí 

h(x, H*(x, X)) = H*'(x, X) pro a _ x <: a + dx, 0 ^ X < 1 , 
*(<*> y) = Z(y) Pro ??(a) ^ y ^ y(a) • 

Stejným způsobem, pomocí křivek jEř** definujeme funkci h na množině P 3 . 
Tím jsme sestrojili funkci h na celé množině P . Z konstrukce je zřejmé, že h 

je na P spojitá a že je splněno (2,1). 
Hledáme řešení diferenciální rovnice (2,2) pro a íg x <> b. Definujme křivku 

G t a k t o : 
G(x, X) = H*(x, X) pro x € <a, a + <3X> , 
G(x, X) = H(x, X) pro x e <a + o\, b — <52> , 
0(o?, A) = H**(x,X) pro a? € <5 - <52J ř>> . 

P a k ta to křivka má v každém bodě intervalu (a, b} spojitou derivaci a platí 

G[(x, X) = h(x, G(x, X)) . 

Př i tom libovolným bodem [x0, y0] <= P prochází právě jedna křivka G. 

Buďte ul9 u2 dvě řešení rovnice (2,2) taková, že u±(a) —- u2(a) = A > 0. 
Potom ux(x) = G(x, Xx), u2(x) == G(x, X2) a podle (2,5) a (2,6) je 

(Xx - A2) . (xp(x) - cp(x))(l - e) = 

^ <?(*, i x ) - C7(̂ , A2) rg (Ax - X2)(ip(x) - ^ ) ) ( 1 + e) . 
Protože 

a _ a — g(a, 2^ — ff(a, A2) __ ^x(g) ~- u2(a) __ -i. 
1 2 """ -?!;(&) -" ?>(a) ~~ W(a) "~~ ř ( a ) "" ^ ( a ) ~ <P(a) ? 

platí 

, w(x) — a>(aj) , , K ^ nt 1 \ •>/ o N ^ 4 WÍX) "~ <p(x) ,, , x 
y(a) — <p(a) y(a) ~ <p(a) } 
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a 
0(6, Xx) - 0(6, X2) = iř**(6, Xx) - H**(b, X2) = (A, - A2)(y(6) - y(6)) = 

^ ^ y(fe) — <?(&) 
v f a ) — <p(<*) " 

Stejně se dokáže (2,4). Tím je věta 2,1 úplně dokázána. 

Poznámka. Z důkazu věty 2,1 plyne 
Je-li [x, y]e P1 pak \h(x, y)\ < \ip'(x)\ + \<p'(x)\ . Je-li [x, y]e P2 pak 

\h(x, y)\ = \H*'(x, X)\ , kde X vyhovuje rovnici y = H*(x, X), a platí 

\h(x, y)\ rg \y>'(x)\ + \<p'(x)\ + max \X(y)\ + \y>'(a)\ + \<p'(a)\ ^ 
ve(v(a),y>(a)) 

^\y>'(x)\ + \<p'(x)\+3. max \x(y)\ . 
ye(<p(a),y)(a)) 

Podobně, je-li [x, y] e P 3 pak 

\h(x,y)\<\W'(x)\ + \<p'(x)\ + 3: max \x*(y)\. 

Odtud plyne pro [a;, j/]eP 

<2,7) |A(s, y)| ^ \y>'(x)\ + \<p'(x)\ + 3 . (max. \X(y)\ + max \x*(y)\) . 
<>(a),v(<-)> <?(*>)> V(»)> 

Nyní přistoupíme ke konstrukci funkce g (viz obr. 1). Definičním oborem této 
funkce bude interval Q^ = <0, TC} X <0, 1>. Na intervalu <0, 1> (na ose y) 
sestrojíme dělení Yf] popsané v části I (tj. položíme Y = 1). Přitom, jak se 
později ukáže, je nutné volit TS < 6X < 2ax. Označme ipx

Q), f(
2

0) funkci iden
ticky rovnou nule resp. jedné na intervalu <0, TC>. 

Při prvém kroku sestrojíme na intervalu <0, JI} funkce 
Y(i) i y<i> Ya) -4- Ya) 

¥?(*) = - K cos x + - 1 ^ 2- , y>?(x) = K cos z + 3 J 4 , 

a označme 

Pf = S\~^x^ut, y$>(x) ^y^ f(l](x) , 

P{? = A o < x ^ , y?(z) ^ y á vř^)] . 

P«> = <̂  | J ^ * ^ n, y^(x) ^y^ yfi»(x)] , 
[*>y]L* J 

Q™ = ď\o^x^j, Ýi0)(x) ^y< yq>(x)] , 
[*»V]L * J 

Qf = e\~ g x ^ * , ^(a?) á i / á vři*)] , 

o'1' = Ao^x^j, fl>(x) g y á v40)(s)l • 
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Při druhém kroku budeme na množinách Q£\ Qg*, Q^ postupovat stejně 
jako na celém intervalu Q[0) = <0, TI) X <0, 1>. 

Předpokládejme, že jsme provedli n kroků. Máme sestrojeny funkce 

_-(») _ {v$», y<°>, fP, yř'; yí?;.... vf;.-; vf0. -., v ř U } 
a definovány množiny 

P?\..., P«; P<8>,.... Pf;...; Pin>,..., P£>; of',.... «£>' 
takové, že 

( U U P f ) u ( U QT}) - <0, ?*> X <0, 1> . 
r - 1 s _ l * - l 

Při (n + l)-ním kroku budeme na množinách Q{"\ (s = 1, 2, ..., 3M) postu
povat stejně jako na celém intervalu Q{0) = <0, TT} X <0, 1>. Bud 

Qf > = g {a ^ x ^ 6, V*(«) __ y __ V*(*)] • 
[«.v] 

kde 6 —- a = — , y^, y* e íř^ft) jsou monotónní funkce mající spojitou první 

derivaci. Přitom rozdíl ip*(x) — y>#(x) je monotónní a nabývá minima bn v ně
kterém koncovém bodě intervalu <at b} — označme tento bod xx. Platí 

, V*(x) __ y*(*_) = F* < -T* = y*(a?i) __ y*(a?); ^*'(a_) = <//*(*_) = ° > 
(F*, F * e D(ri)y ^(xx)9 y)*f(xx) zde znamená derivaci zprava resp. zleva). 
S výjimkou množiny Q{0) existuje vždy právě jeden takový bod xx. Bud 

F* < rgiř < rsí? < rgí? < nrX ) < F * , (W*1* * _>(» + i)). 
Nyní sestrojíme na intervalu <a, 6> funkce 

Vftti^) = - ^ cos _»(* - xx) + I (7J5ÍV + rfc+ř), 

V?.+1)(*) = ^f1 cos 4»(a; - s-J + i ( F g ^ + rg+ w ) . 

Buďte dále #2, a?8, -r4 e <a, b> takové, že 

|*i ~ *«l = -"-"í , |*i - *s| = -"+- • I*i - *«l = -5 

(tj. a;4 je druhý koncový bod intervalu <a, 6». 
Označme pro [x, y] € Qf\ 

P&tV = ' [I* - .c«| ^ I*. - xt\, f*(x) ^y^ vSli^*)] , 
[«.»] 

PS-t? - ^ [I* - *il ^ l-r, - xx\, tf£č(z) ^y^ y£ + 1 ) (*) ] , 

P £ + 1 ) =- ' [I* - * 4 | _ I*. - xt\, y2+1)(.c) ^y^ y*(z)], 
[_ > V ] 
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Q&1 - = * [ . . * - • Xj] ѓ \xл - x,\, Vџ(x) ^y^ vSSІÌ^)], 
[«»У] 

öйiř = * [l« - **l ś 1% - *.l, vйifø) á Ž/ ś vS+1)(*)], 
[-.V] 

«2+1) = ' [ 1 * - ^l £ |*. - .ej, ^ + 1 ) И š y ѓ v*(x)i. 
џ>v\ 

C 

ґ 

>f 

y ^ 

y/rø 

Ч2~~ 

ySL 

f 

үl2] 

*1 

ĹÎL *" 
~" '••""••"-- ' •"— - 1. 

f ^ > — 

Û, | J D * 

- ff 

û-r "^X 
-

e \Q'f 

lf ' 
^^ř~~ 

r 

^ү 
f 

l? > ^ Ч ~ ч 
7 i л ø 

fF i«г 

fґ 
« 

l - * l . , - „ 

0 i* ЂЖ 4Ҡ 3-T -£< x # 
Obr. L 
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línožiny Q&t\\ Q&1\\ Qfs+1) mají zřejmě týž charakter jako množina Q8
n). 

Protože 8= 1, 2, .,., 3 n obdržíme tak při n + 1 kroku funkce ip(
x
+1), ..., ^3

+«1} 

a množiny P{n+1),..., P^tih Q(i+1), .-., Qgíí*. Z konstrukce vyplývá, že jsou-li 
"ip*, yj* částí hranice množiny P ^ i ^ resp. P{Z+1) a #*, x* body intervalu (a, b> 
takové, že \xx — x*\ < \xx — x*\ pak 

V*v%) — V*(x*) < ?>*(#*) — ^*(#*) ; 
jsou-li y)*, y* částí hranice množiny Pj&HK pak 

y*(a?*) — W*(x*) > y>*(x*) — f*(x*). 
Dále se snadno dokáže, že jestliže [x^yle Pfst^ nebo [xA, y] eP 3 s + 1 ) , pak 

platí [a;4, i/] e P^ ) , a jestliže [xx, y] e P^tW pak platí jedno z těchto tří tvrzení: 
&,) xx = 0, b) xx = jr, c) existuje dvojice (i, r), r ^ n •—• 1 tak, že [#-=,«/] c PfK 

Funkce tpfy (n = 1, 2, ...; i = 1 , 2, ..., 2 . 3*"1) rozdělí nám množinu 
<0, JC} X <0, 1> na množiny P(»> (n = 1, 2, ....; * =- 1, 2, ..., 3W). Na těchto 
množinách sestrojujeme postupně funkce hn,s(x, y) (hUtS je definována na mno
žině P(

s
n)) takto: Množina P(

x
v má vlastnosti množiny P z věty 2,1. Její hranice 

Be skládá z funkcí t/40>, ̂  a ze dvou svislých úseček, delší z nich má ar-ovou 

souřadnici rovnu n, kratší -—. Můžeme tedy podle věty 2,1 sestrojit na množině 

P(íP spojitou funkci hux(x, y) takovou, že splňuje body 2, 3 věty 2,1 a, že 

hul(x, y£\x)) = 0 , hltl(x, y>(1)(x)) = \ax sin x , hlx(n, y) = 0 ; 

JiXtX j — , y I nechť je funkce se spojitou první derivací podle y taková, že 

--(foj-o. *»(?.*• (?))-[é#L: 

4 

V i ( j , y ) = 0 pro [ f ) ž / ] ^ P f uP<|> ( = x* z Tety 2,1). 

Stejně budeme postupovat na množinách Pf\ P3
X). 

Množina P(
s
n) (n = 1, 2, ...; s == 1, 2, ..., 3M) má vlastnosti množiny P 

z věty 2,1. Její hranice se skládá z funkcí y)*, y>* e !P(7i) a ze dvou svislých úse
ček, delší z nich nechť má souřadnici x, kratší x. Můžeme tedy postupně podle 
věty 2,1 sestrojovat na množinách P^w) spojité funkce hn%s, které splňují body 
2 a 3 věty 2,1 a že 

K,8(
x> WÁX)) = V*(x) , K,s(

x> V*(s)) = Ť*'(x) > 
hn,8(

x> žl) == 0 pro 5 = 0 nebo x -= TZ ; 
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je-li O =4= x 4= 7t9 pak podle (2,8) máme již definováno hTtí(x9 y) (r = 1, 2, ..., 
-n —• 1) a definujeme hntS(x9 y) = hTti(x, y)\ hn>s(x9 y) nechť je funkce se spojitou 
první derivací dle y taková, že 

<2>9) hn>s(x9 ip*(x)) = ip*'(x) , V5(£, V*(#)) = V*(£) > 

!**,«(*, y)\ -á max (|V#(«. ¥>*(*))! > \K*{*> V*(*))l)> 
M*>Ž/) = 0 pro [« ,y ]non6PCí i>uPg + 1 ) . 

JFunkci gr definujeme na <0, n} X <0, 1> takto: 

g(x9 y) = hntS(x9 y) pro [a?, y] * P(n), 
oo 3» 

g(x, y) = 0 pro [re, y] e <0, rc> X <0, 1> - U U IT> • 
n « l S - - 1 

Označíme-li S7 množinu všech funkcí ip{n)
9 kde n = 1, 2, ...; Z = 1, 2, . . . , 

2 . 3 " - 1 , pak zřejmě platí 

Věta 2,2. Množina W je spočetná. 
Označme C množinu těch bodů [x, y] e <0, n} X <0, 1> pro které platí; K e 

každému přirozenému číslu n existuje přirozené číslo s (1 5Í 8 ^ 3n) takové, že 
E^y]€Gr}. 

Věta 2,3. Množina G je neprázdná. Bud [xQi yQ] e C. Pak [x9 y0] non 6 C pro 
všechna x 4= % a [0> y0] e B, kde B je množina zavedená ve vété 1,1. Zobrazení 
l>o, Ž/o] -> [0, ž/0] /« F ^ č é . 

D ů k a z. Z konstrukce plyne, že všechny koncové body funkcí yf^ s výjimkou 
bodů [n9 0], [TT, 1] patří do množiny C. Koncovým bodem funkce ^ n ) , která 
m á definiční interval <#*, x*} rozumíme body [x*\ ipff^x*)], [x%, y*n)(-»*)]-

Buď nyní [x0, y0] € C a buďte řj, Z2, ... přirozená čísla taková, že [xQ9 y0] e Q^ n 
n Q<» n . . . . Potom zřejmě platí Q™ ̂  $ ? 3 ' . : . ; d(<$) ,-* 0. g£> n $ f n . . . 
j e tedy jednobodová množina, která obsahuje právě bod [xQ, y0]. Existuje proto 
prosté zobrazení, které přiřazuje bodu [x0, yQ] e C posloupnost ll912, 

Bud B množina na ose y9 zavedená ve větě 1,1. Očíslujme intervaly délky bn 

postupně od osy x čísly 1, 2, ,.., 3" a označme je B[n)
9 B(

2
n)

9 ..., B(n). Pak 
[0, yQ] eB => [0, y0] e £g> n B% n . . . . Opět platí J5g> D *£> D ..., « , ) -> 0 
-a tedy do množiny -B^ n JB^5 n . . . patř í právě bod [0, y0]. Existuje tedy prosté 
zobrazení, které přiřazuje bodu [0, y0] e B posloupnost kl9 k29 .... Odtud plyne, 
že existuje prosté zobrazení bodů [x09 y0] € G na body [0, y0] e B. 

Dokážeme, že y0 = yQ. Vezměme bod [x09 y0]. J e zřejmé, že [x09 y0] patř í do 
těchže Q(n) jako [x09 y0]. 

Věta 2,4. Funkce g je na intervalu <0, n} X <0, i} spojitá. 

D ů k a z . V bodech [x09 y0] non e G dokážeme spojitost snadno. J e třeba vy
šetřiti pouze body [x09 y0] e C. 
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1. Platí [x0, y0] e C => g(x0, y0) = 0. Nechť [x0, y0] e C. Pak buď 
co 3 * 

[*o. y«]«<o, »> x <o, 1> - u U -°.B>. 
n__l z- i 

v tomto případě bylo přímo definováno g(xQ, yQ) = 0; nebo 

[„0, y0] non e <0, :r> X <0, 1> - U U -Pf0 • 
n - l ř-=l 

N 3* 

V tomto případě existuje 'takové přirozené N, že [x0, y 0 ] e | J U P(
ř
n), ale* 

n - , 1 Z - l 
_V_1 3 * 

[x0, y0] non e U U P.n >. Nechť dále [a?0, y0] * e^" 1 * => [x0, y0] patří do právě 
n _ l Z - l 

jedné z množin P£$_a. P ^ - i , ̂ S - Nechť patří např. do P(
3^

)__2, pak ale [»0,j/0]
 e 

« $ 2 U a dále [^o^o]^3f3--2)-i- Z toho plyne [ % y 0 ] ^ p 2 ) - i n P g L * 
a podle (2,9) plyne, že g(x0, y0) = 0. Stejně pro [x0, y0] e P ^ L i a [x0, y0] e P 3 ^ 

2. Dokážeme, že [#, y] € Pz
n) => !_/(#, y)| _g 0(n), kde lim (P(_t) = 0. Z kon-

n-»>oo 

strukce plyne, že bud * 

nebo 

><«> _= ^ \ x -£-;__ a?__.e*--ÿj;, V*(») -S У = V*(*)J » 

resp 

kde yj*, y* € W(n)y derivace ip*'(x*) = ^í^*) = 0* Dále alespoň jedna z funkcí 
yr*, ^*, např- ip* = y ^ , a nechť y* = y ^ , kde 1 ^k-^n. Potom podle po--
známky za větou 2,1 je 

(2.10) \g(x,y)\ = fa(x)\ + |y*'(-.)f + 3 [max ( ^ („* + Í L ) | ; 

V*' (a* + j ) ) + m a x ( V'* (** + 4^l)| 5 |V*' (** + 4*._i)|)J -

(2.11) |jr(*, j,)| = j y ; ( „ ) | + Jy*'^)] + 3 [max (|y,; (_•„ - -J1-) ; 

v*'(**-^))+---«(|v;(**-j)|; |^'f*-ž))j-
Odhadneme výraz (2,10). Odhad výrazu (2,11) je zřejmě zcela obdobný. 

Protože podle předpokladu je £ < 4ĎX < 2ax + 3 ^ = 1 platí 

| V * ( * ) | = ^ - 4 » - 1 = | ( 4 6 1 ) " - 1 - ^ 0 pro n -> oo , 

| V * ' (_) , = -if • 4"-- = -£ (46,.)"-- ^ 0 pro w -> oo , 4 =_ n , 
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\ip*'(x)\ <í ~ 4*-1. sin 4* ̂1 . X 

) M - - Ь - - ^ Ï 
aл 

• 2 

g i Ş ^ ^ . S І П ^ * " 1 ! ^ + 7C 

Ą.n-1 

sm 71 Ą.n~k 

Ąџ—k 

pro n->• 00 a 4 = 1 , 2, ..., w — 1 , 

-a tedy zřejmě existuje zmíněná funkce <P(n). 
Z těchto dvou výsledků se již snadno dokáže, že funkce g je v D% í/ol € @ 

spojitá. 

Veta 2,5. Diferenciální rovnice 

(2,12) y> = g(x, y) 

-má <právé jedno řešení jdoucí bodem [x0, y0] e <0, TZ} X <0, 1>. 

Důkaz. Existence takového řešení plyne ze spojitosti funkce g. Jestliže 
[#o> Vol &oň e G, pak máme lokální jednoznačnost zaručenu větou 2,1. Stačí 
opět vyšetřovat pouze body množiny G. 

1. Nechť [x0, y0] je koncový bod funkce yjgíi*- Z konstrukce funkce g víme, že 
body [x, ipfjZi(x)]€ Qin)- Použijeme-li označení, které jsme zavedli při kon-

7C 

strukci funkce g, potom platí \x — xx\ šS K — xx\= — a yfijíti(%) * <Ju±s9 
Y^}. Vyšetřujme bod [%, Wnix(xx)^ P ř i vyšetřování bodu [xé, yjgířfo)] 
a jtaké bodů [xx, Wu+1)(xx)]> lx& Vat*"1^*)] bychom postupovali stejně. 

Bud u libovolné řešení rovnice (2,12) takové, že u(xx) = Ýntx(xx)> Potom 
zřejmě není možné, aby u(x) > ÝM±I(X) P r o \x ~"~" xi\ -^ 1% — xxl protože 

s [\x - ^1 ^ \xz - â i, v8í ?(«) ^ y Š vř,+i,(*)] = n r r -

Dokážeme, že není možné ani aby #(#) < y>{Stiix)' Vybereme posloupnost 
funkcí y)<*+*+*\ kde s = 2 . 3^-^ . (3Z — 2) a h = 1,2, . . . . Z konstrukce funkce g 

je zřejmé, že pro \x — xx\ <í -^ Í e 

v(»+*+i>(a.) = K + f c + 1 . cos 4»ř*(a? - xx) + i(Yf*Íl+1) + 7%+*+*) . 

Zřejmě pro Je -> 00 je 

(2,1.3) yííii'^) - fr*+1)(*i) = rS-»X) - * t + s + 1 ) = j w « -*- o, 

VÍK"® - fT+k+v^) = ^§T (X "~ cos J j + an+]c+1 + 6B + f c + 1, 

kde \x — a:x| 
rc 

^n+fc ' 
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Dále: Existuje jediné řešení rovnice (2,12) pro < \x — xt\ <£ x4, které 

prochází bodem [#, t̂ n+fc+1} (5)], neboť toto řešení prochází množinami P&Íř?<8i-a)> 
PS-a*(ší-2), ..., Psjí?* Nazveme toto řešení prodloužením funkce yin+*+1) na> 
celou množinu Q^ a takto prodlouženou funkci xp[n+k+D označíme vk. 

Je patrné, že u nemůže protnout žádnou funkci vk uvnitř Qf\ Ale vk konver-
JZ 

guje na Qf stejnoměrně k Ýň-l\ neboť: Bud |a? — a-a[ ^ -r-^, pak podle (2,13) 

je <?&_•?(.-) - vk(x)) ^ (viSÍ?^) - «*(*)) á | j a n + 1 ( l - cos—) + an+k+1 + 

1 ^ + ^ + l ^ ( 1 - C 0 S 4 ^ ) an+1+K+1 + 9M(ll::) 
n+k+1 • 1 • • * ř \ l ""V 8) > 

J #«+& °n+l 
+ k 
nebo 

* ^И-^|^-i-S-- :(»-- i .-, . . . ,ł ) 4.n+fc~m+1 — I 11 — ^.n+fc-

pak [a-, ^(a?)] e P&-*7$1Ž) a platí podle (2,3) resp. (2,4) 

(2,14) ^ í í } ( ^ ) - vk(x) ^ \an+k+1 + bn+k+x + - a n + 1 í l - c o s ^ J J . 

»n+fc + &**+& + 2an+1 \l ~~ C O S "4&=ï) a»+a + &«+2 + 2^+i 11 — cos — 

&«+& &n+2 

^n+1 +K+1 + ¥ * ( ^ ) 
y »+i 

(1 + *) • 

Snadno zjistíme, že p r o ^ < bx < ™ je Km i g*-*-* * = 0. Existuje tedy 
16 A 4 â oo 6£ 

&0 takové, že pro k^>kQ je l i — cos --J < b£a - aw+xh — cos ~A < an+ 

fůžeme tedy pro k ^ &0„ přepsat (2,14) 

V 2 í í } ( « ) — V * ( * ) - ^ L ^ n + a + l + &n+*+l] 

»+.%+i* 

Můžeme tedy pro k ^ &0„ přepsat (2,14) takto: 
2an+k + 5%+ f c 2^n+feo+l + &n+fco+l 

n+k ^n+fco+l 

0»+** + h+k» + g a « + l i 1 "~ C 0 S i J E P l ) * a « + 2 + 6 «+2 + £ a n + 1 \ l ~~" C ° S 4 ) 

л+*e £>n+2 

. g » + * + &n+l + y*(3%) (1 + fi) = ( 2 ^ . &J+* + bn+fco+l) . 6*-*o . ( 1 + 2 
^n+1 \ 

<**+*• + K+k« + 2 a«+l Í 1 — C0S Jfc^l) an+2 + &n+2 + ^ n + l l 1 ""* COS 4) 

^n+řo &»+2, 
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an+i + tVн + V>ЛXІ) 

Ъ n+1 
(1 + s) = (2a16?+i!» + ЬJ+*-+1) 

n̂+љo + K+ka + g a«+i ( l ~~~ c o s J^Fi) 

-'n+fco 

«*+2 + t\+2 + 2 a «+l ( X — C O S Э a +Í + K+x + Vafa) 
bn+2 bw+! 

. (6X + 2%)fc~-&° -> O pro A; -> oo . 

Musí tedy být u(x) = v^-í? a "k0 J e jediné řešení rovnice (2,12) vyhovující dané 
počáteční podmínce pro xeQf\ 

Není-li xx = 0 nebo xx = TZ pak na opačnou stranu (tj. mimo množinu Qí"*} 
vychází z bodu [xl9 ytSlíH^iil právě jedno řešení, protože Q(^ „sousedí" s mno
žinou P{/\ kde r je některé přirozené ěíslo 0 ^ r —" n — 1. 

2. Necht [ ^ ^ o ] 6 ^ a n e r á koncovým bodem žádné z funkcf množiny W* 

Nechť ^0 ,ž l0]€ n C } a n e c H ť 

n - l 

• [«*JL- J 
kde ^*, yj* € F(^). Buďte %. u2 řešení rovnice (2,12) jdoucí bodem [a?0,2/0]~ 
Podobně jako v první části důkazu prodloužíme funkce tpn> \p** na celý interval 
<0, TI). Označíme-li prodloužení těchto funkcí vn resp. wn pak zřejmě {vn} je 
rostoucí, {wn} je klesající posloupnost funkcí a stejně jako v první části doká
žeme, že \vn(x) — wn(x)\ -> O stejnoměrně pro n -> oo. 

ftešení % a ^ 2 nemohou, jak plyne z první Části důkazu, žádnou z funkcí' 
t;n, wn protnout a tedy \ux(x) — u%(a$\ < \vn(x) — w*(a:)| pro všechna n. Musí. 
platit ux(x) = %(&) a tedy bodem [xQi y0] prochází právě jedno řešení rovnice 
(2,12). 

Poznámka. Je zřejmé, že pro [a?, y]eB2 — <0, #> x <0, 1> můžeme po
ložit g(x, ? / )=0a spojitost a jednoznačnost řešení rovnice y' = g(x, y) zůstane* 
zachována. 

III 

Nyní sestrojíme na intervalu <0, STT> funkce o a,rj. Na definičním intervalu 
<0, STC) sestrojíme nejprve dělení popsané v kap. I takové, že za první členy 
posloupností zvolíme i resp. i . 

Bud Tf\ (l = 1, 2, ..., 4 . 3"-1) dělící body vzniklé při n-tém kroku. Pak 

intervaly <27j£_t, n i * > , <Tl£-i, &£>> * = V2, . . . . 8 -* mají délku J2L .. 
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Definujme funkci a' takto 

a'(t) -= ( - l)»-i pro tc(T$U,T2£.t), 

• ( * ) = • ( - 1 ) * pro te(T%>_x,T<$). 

Podle věty 1,1 máme tímto předpisem definovánu funkci a' skoro všude na 
intervalu <0, 8rc>. Podle známých vět z integrálního poetu platí následující 
věty: 

Věta 3,1. Funkce a' má Lébesgueův integrál v intervalu <0, 8TT>. 
t 

Věta 3,2. Funkce a definovaná vztahem a(t) = fa'(v) ár pro t e <0, 8TV> je abso-
0 

rl 

lutné spojitá, lipschitzovská s konstantou jedna a platí -=-or(£).= a'(t) skoro 

všude v <X), 8TT>. 

Z definice funkce a dokážeme následující větu: 
2?r Věta 3,3. Bud <5P#, JP*> interval délky —^ sestrojený při dělení intervalu 

<0, 8TT>, T&_Z9 Ti«L2, J
7 ^ ! , í™ jeAo dělicí body. Pak platí 

<3,1) o{TJ = a(2PSL8) = tfW) = o(T*) , 

a(T<^2) - a(TfU) = a(TfU) - or(2P«) = ( - l ) - 1 . ^ . 

Důkaz . 
rp(n) rpin) 

ff«L3) = *(T0) + j~\'(r) ár = Í T Í ^ ) + ( - 1 ) - - / a'(r) ár = 
T* o 

= trííT,) + 2 2 ( - -Y _ 1 • ( / *'(*) dr + / a'(r) ár) = o ^ * ) . 
m - n + l ř « l m(«i> /ri(w> 

I4ř-3 I4Í-1 • 

Stejně se spočte, že o(T*) = oírTS?) a afíř**) = o(T£L9). Vztahy (3,1) plynou 
přímo z definice funkce ď. 

Nyní stejným způsobem budeme definovat funkci rj na intervalu <0, 8JT> 
takto 

rj'(t) = ^ . 4 - i . sin 4»-i(* - íT^-i) pro ř e (2^-1, T<£) , 

kde an bylo zavedeno při konstrukci funkce g. Stejně jako v předcházejícím, 
máme funkci rj' definovánu v intervalu <0, 8ar> skoro všude a platí: 

Věta 3,4. Funkce rf má v intervalu <0* 8m} Lebesgne&v integrál. 

Veta 3,5. Funkce rj definovaná vztakem rj(t) = frj'(r) dr pro t e <0, 8TT>> je 

absolutné spojitá, rostoucí a skoro věude v <0, &TE> je -r rj(t) = rj'(t). 
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Nyní dokážeme některé vlastnosti funkce rj: 

Věta 3,6. Platí r](Tk
n)) = Y(

k
n\ kde k -= 1, 2,..., 4 . 3*-1 (Y(

k
n) e D(n) provede

ného na interval <0, 1> při konstrukci funkce g). 
Důkaz. Nejprve dokážeme, že platí 

(M) V(T%))-V(n?_1) = 
xгг J%i 

= f rj'(r) dт = \an . 4"-1 f sin 4n-
rp(n) rp(n) 

Jцi-i Jы-i 

Důkaz dokončíme úplnou indukcí. Pro n = 1 

• Ҷ т -

platí 

m(n) i )dт = = an. 

V(T?) 

Podobn 

co 2 . 3 * -

= 2 2 
n - l l - l 

l TЙ+" 

/ V 
rp(n+l) 

\r) dr = 
co 

n _ l 
l. з«-: 

°Wl = i i = -.гf> 

r;(2f») = ^ » , t ; ^ ) - = !?> a V(T?>) = F « . 
2JT 

Bud nyní (T^T*} interval délky ±n_1 sestrojený při dělení interv-alu^ 

<0,8 TI) a Tin
kt

xz\ • •«, T<&+1) dělicí body tohoto intervalu. Platí 
t,(TJ=*Ym, rj(T*) = Y*, Y*-Y* = bn; Y^Y*eD(n) 

a • ' ' • • " ' •/ • r '.'• 
m(n+l) m<n+l) mCn+l> 
-U&-3 -Ufc-3 -*1 

rt-Ttij) = / n'(r) dT = i , ^ ) + / V'(T) dT = n(TJ + f V'(T) ár = 
0 Tm O 

co 2.3*»-»-2 Tffi oo 2,3«-*-a 

= ^ * ) + 1 2 / V'(r) dr = v(T#) + 2 2 «* = 
w - n + 2 Z-l m(m) m - n + 2 ř - 1 -ГJ 2ř-l 

- ^ * ) + 2 2.3«'-»-«.am = í?(2'!K) + 5n+1 = YriÍ
1

3>. 
m - n + 2 . i 

Podle (1,3) a (3,2) plyne rj(T%+$) = r g l ? a podobně se dokáží další rovnosti. 

Všta 3,7. Suď í e <Í7
2]JI1, 2$?>- Pofc pfatf rj(t) = yf>(<7(*)), *** ¥4n) tyfo áe/řto-

ráwo Í; iay. II. 
Důkaz. Buďíc<íZÍE>.i, TQ>. Pak jest* . • 

ť • . , . ' • • . 

Í7(<) = 17(TSU) + / Y -*""1 s i n ^ " ^ - -»-i) <-*•=-"••• 

-lít i . ,; . •;. - . .;•; -

= nt-i + Y ~ T co«'4"-1(ř - r&-i) = i (rŽ£-- + -T3?) - . . 

_ ^ c o s 4 » - i ( ř - ^ _ i ) , 
* ' . " • t\ - • , . : . . ; • • : - - . . . ~~ . 

• V &(*>-!) 

*(*) = « - i ) + 7 o'(x) dx = a(T«g_i) + ( - 1) 2 (* - TfU) • 
• I , > ' •? * 

* • m ( n ) „ ' • . * - . ' . 
-- 2fc~l 
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Dále je c ^ T g ^ ) = exit + s2 . -J + ... + en ^—, et = O, 1, - 1 ; přitom e„ * 0 

pro k sudé, sn = 0 pro h liché, a, xt = m 2, kde m je vhodné číslo. Odtud 

¥?(o(t)) = ( - l ) f c ^ cos 4«-i (a(ř) -*i)+\ ( r j ř .1 + n t ) = 

. = (_lj*^ooB4"-i[elJř + . . . + 8 . 1 ^ r + 

+ (* - nf-i) • (- i) ' -™ 4^] +1 « - i + rsř) = 
a í 55=^ 1 1 

= ( - 1)* 2L cos J 4 - H Í - n " ' - i ) ( - 1) 2 + «-»J + 2 < r & i + 7 $ > = ^ * 

Mějme nyní funkci <7, definovanou v kap. I I . Mějme systém diferenciálních 
rovnic 

<M>. í - 1 , *£ = **.*> 
([a?, y] c <0, TT> X <0, 1 » . 

Tento systém je ekvivalentní s rovnicí (2,12) a tedy počátečními podmínkami 
x(t0) = x0, y(t0) = y0 je dáno právě jedno řešení. Přepišme systém rovnic (3,4) 
na systém integrálních rovnic 

t t 
(3.5) x(t) = x0 + fár , y(í)- — y§ + fg(x(r)9 y(r)) d r . 

Také tento systém má právě jedno řešení [x(t)9 y(t)]. Avšak platí: 

Teta 3,8. Buďte a, r\ funkce definované v této kapitole. Potom systém integrál-
nich rovnic 

t t 
(3.6) x(t) = fáa(x), y(t) = Jg(x(r),y(r))da(r) 

o o 

řeši na intervalu <0, 8?r> jednak [a(t), 0], jednak [o(t), rj(t)]. 

D ů k a z . Z konstrukce fnnkce g plyne, že g(x, 0) = 0 a tedy [<r(č), 0] je řešením 
(3,6). Dále ze vztahu 

CT(Í) 

*(*s?-i) 
vyplývá podle vět 3,6 a 3,7 

<7(í) i 

!? (* ) - 17(íPÍSLx) = / ř t e V?>(*)) Cb = / ?(CT(T),.17(T)) d0(T) . 

í 
Odtud plyne *j(í) = jg(o(r)y rj(r)) áa[r). Tím je důkaz proveden, 

o 
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IV 

Buďte {an}, {hn} posloupnosti, Y^ body a tp^ funkce zavedené v kapitole I I 
tohoto článku. 

3b Položme d = rrpr • Nejprve sestrojíme na ose t body An (n= 1, 2,...) 
* % "T ^ 1 

takto: 4̂X = — - — ^ - r ' , -án+x —.An = dn. Zřejmě platí 

(M) ^ -li + I (---« - 4«) =-4x + 2 <-" = 0 . 

Každý interval <^n, An+1) budeme dále dělit. Při prvním kroku rozdělíme 
tento interval na tři stejné díly a tak obdržíme body T%\ Tf (index n, který 
by označoval, že se jedná o body intervalu <An, An+1) pro jednodušší psaní 
vynecháme). Při druhém kroku každý z intervalů (An, T^), <T£\ Tf)-, 
<2731), An+1) opět rozdělíme na tři stejné díly. Tak obdržíme body Tf, Tf,..., 
T$. Tak postupujeme dále, až naposledy při n-iém kroku obdržíme body Tf\ 

dn 

Tf\ ..., jP4n)s«-i_i. Takto vzniklé intervaly mají délku. — . Dále o^naěme 

T% = T«U + Y^'(r = 1, 2, ..., n; l = 1, 2, ..., 2 . 3- 1). Tímto způsobem 

dn 

jsme původní interval <An, An+1) rozdělili na interval délky — a na (3n — 1). 2 

dn 

intervalů délky . 

IsTyní sestrojíme posloupnosti funkcí cpn(ť), f]n(t), (w= 1, 2, ...) a funkci 
f(y> ř) Pro t € <A19 —A t ) , ye (~oo, oo). 

Necht <pn (n = 1, 2, 3, ...) je spojitá funkce taková, že platí: 

<Pn(t) = ° P r o * e <Ai> An> u <0, — Ax) , 

0>n(*) > ° P r o t€ (An+V 0) , 
( - I ) - * . ?n(*) > 0 pro í c (T£L3, T£La), 

( - iy . yw(ř) > 0 pro í€ (T i t i ' T**) > 

kde ÍPilg, ..., T£>€ C_4n, -án+1>; r = 1, ..., n; s = I , . . . , 3'-1 . Pro ostatní body 

intervalu <An, An+1) bud <pn(t) = 0. Dále necht platí 

rp(r) m<r) 
•--4s-a -*4* 

(4,2) J <pn(x) dт = - J <pn{т) dт = ( - І ) - - . J , J <pn(r) dт 

L4S-3 --4S-1 

Ukážeme, že takto definovaná posloupnost funkcí <pn konverguje k Diracově 
funkci podle definice 5,1 ělánku [2], t j . dokážeme, že jsou splněny podmínky 
(0,2) —(0,6) tohoto článku. 
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Platí 

f \<pn(r)\ dr = ^ 2 [(~ 1)S-1 / V*(T) dT + (~ 1)9 / ^ dT] + 

TtU TfU 

+ /^x)dr=222-5 + 1==fÍ(ir+1' 
J r-1 s-1 r«l x i 

a tedy 
- A - 00 

lim sup / \<pn(r)\ dT = ^ 2 ( i ) + 1 = 2-T + 1 = £ < O O . 
u-^co ^ fml 

Podmínky (0,3), (0,4) a (0,5) jsou zřejmě splněny, neboť jak plyne z (4,1), od 
jistého n je <pn(r) = 0 pro T e <Al9 ty resp. je <pn(r) = 0 pro r e <0, — Aty. 

Pro řc<0, —-ái> platí 

/9n(T) dT = /^„(T) dT = 2 2 [ / ?>n(T)'dT + / (pn(r) ár] + 
Ax Ax r - 1 s » l m(r) m(r) 

--4$-3 -Í4S--1 
0 0 

+ / cpn(r) dT = / yn(T) dT = 1 , 

a odtud plyne podmínka (0,6). 
Obdobným způsobem jako věta 3,3 dokáže se následující tvrzení: 

í 

Věta 451. Bud 0n(t) = f(pn(r) ár a nechť Tp jsou dělící body intervalu 
AX 

<JLn, Án+iy. Potom platí 

0n(7f' ' = 0n(TVX)) = $n(T[ry) = 0 , "•• 
*»(2Y.ír̂ : -- ®nm.ti)) = ^ ( n v o = o, 

Jfedte T7*, T*e{T?\ ..., íf\ 2l2), ..., Tff,..., 2T\..., ZíV-l tó^'> & 
n r

sÍ4 } < 21* < -TClř < ... < S Í - 1 } < 21* < 3ÍÍ?- -Potom 

*»(ÍT*) = * . ( 2 t ^ } ) = ^C-V1*) = *n(T*), 
0n(T^) = 0n(nst\

)). 

Na základě této věty a vztahů (4,2) můžeme definovat funkce r\n (n = 
= 1,2,...) takto (viz obr. 2): 

^ J = T f , Vl(t)"-= ^(^(ť)) pro ' ř 6 < n 1 \ 2 f > > . 
«ři(*) -= -VÍft*! (*)) Pro * € <:7?\ 2Y>> , kde J f \ ..., T?> 6 <A, A2> , 

'%(*) = vWiíO) Rro *'«<--„ ~--i> • 

Na zbytku intervalu (Alf A2y doplníme funkci rj1 tak, aby měla spojitou první 
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derivaci a aby pro t _ <_T#, _T*> platilo |r?_(.)| ^ 2 . % ( ^ l 1 ^ - Jestliže 
-* •* * 

nyní máme již definovánu funkci i?.,--, pak položíme t)n(t) = Í7B-_(Č) pro 

t e /___, _1„__ + U V ^„(ř) = Yi»> pro t e fán_x + y , _á„\. Na inter

valu <__„, ---.„+_> definujeme funkci r\n takto: 

in(t) = vZtVmt)) pro t e <T£L„ -f£L,>, 
«?»(*)-= ^+1)(^»(í)) pro ttinunh, 

kde . = 1 , 2 , . . . , . . ; s = 1, 2, ..., 3 r _ 1 . Na intervalu <^.„+x, — _4x> definujeme 
»/»(*) = V? (-^(O) a na zbytku intervalu <_á„, ___„+_> doplníme funkci rjn tak, aby 

A, Г Г 4 ҐтГVГГVҐҐA, 
r t" r r r r vz^,tz'C 

Obr. 2. 

0 
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měla spojitou první derivaci a aby pro te (T*9T%y platilo \rjn(t)\ <J 

rjn(T*) —^(T*) „ . v v , 
__ 2 „T-jc m . Zrejme pro všechna n platí 

. ,,„(_,.) = I f ' , , Vn(t) - # ( 1 ) pro í € <0, - _ i > . . 

VSta 4,2. Buď T^ e <„„, „ n + 1 > , potom platí Km , n ^ "~ %ff *"* - 0. JSwď 

<JP#, T*y c <-án, -á.n+1> interval, hde cpn je identicky rovno nule. Potom platí 

l i - ^ n ^ * ) - Vn(T*) _ ." 
" u u x m * ri7 u * 

tt->00 '-*•!' _• j£ 

D ů k a z . Protože platí rjn(An) - Y« a r,n(T^) - y ř ^ í - M - Y ' ) ) - Yr+1), j e 

ífc.(_J - ^(1™) _ 2a n + 1 + 26n + 1 

-4Я - 2T 
(2a, + 26..)"+-, 

což konverguje k nule pro n -> oo. Dále z konstrukce plyne, že riJT*) 
- Vn(T+) - 6B + 1. Tedy 

* ( * * ) - « . . < * . ) _ . * . • * _ 2 6 i ( 2 ( ř i + 2 6 i ) n 
/ T T * _ - T ^ 

lím 

Ш" 
^(î1*) - * ? Ä ) 

„_ г* — г* 
Z definice funkce rjn přímo plyne 

Yěta 4,3. Bud T dělicí bod intervalu (An, An+1} (n = 1, 2, . . . ) . Potom platí 

[__?_] __ r__?ni = 0 

Funkci f(y, t) budeme definovat na množině ye (— oo, oo), £e <_!-., —-á.i>-

Položme f(y, t) =: - ^ pro t e \Al9 ^ 1 + 3 

Předpokládejme, že máme funkci / definovánu pro všechna y a p r a 

te (Al9 An + L i ) . Na intervalu J n = (An + - I , An+1 + - ) b u d e m e 

definovat funkci / takto: 

Bud (T*, T*) c Jn takový interval, kde <pn(t) + 0. Potom pro te(T*, 21*) 
definujeme /(y, č) = 0. 
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Buď /„ D (21*, T*) + ÍAn+1, An+1 + Í-J ) takový interval, kde <P» je iden

ticky rovno nule. Potom pro t e (T„., T*) definujeme 

f(y, t) á= 0 • pro y _ 7(
1"

+1) nebo y _ YP , 

f^-w-m^ pro ^ < ^ r " > -
iW + 1 ' Buď t e \An+1, An+1 + í -).. ) . Potom definujeme 
\3 

f(y, t) = 0 pro y á O nebo- y _ Yp , 

łІУ, ћ 
_ àrjn+1 y — Yj1' 

dŕ nlџ) -т? pгo *"<**-<'),-?>> 
/(ž/, *) = • % * . y pro % € <0, ^ ( í ) > . 

Buď T dělící bod intervalu (An, An+1y. Potom p o l o ž í m e ^ Ť) = /(y, An+1) == 

( /á\n+1\ 
Ž/J -4n+i + I o) ) = 0. Na intervalu <0, — Axy definujeme f(y, t) == 0. 

Z konstrukce funkce / a z vět 4,2 a 4,3 vyplývá 

Věta 4,4. Funkce f(yy t) je pro y e (— oo, oo), t e (Al9 —A-^ spojitá. 
ííyní vyslovíme ětyři věty, jejichž důkazy triviálně plynou z předcházejícího. 

Veta 4,5. Bud u(ť) = lim 7}n(t) pro t e (Al9 0), ^(0) = 0. Potom funkce [0, u(t)] 

je jediné řešeni soustavy diferenciálních rovnic 

dT = 0 ' i = Ky>v 
pro t e <Al9 0> s počáteční podmínkou x(Ax) = 0, y(Ax) == Tf*. 

Věta 4,6. Funkce [t -f- f, 0] ?e jediné řešení soustavy diferenciálních rovnic 
áx áy 

^ počáteční podmínkou #(—• -|) = 0, 2/(— ^) = 0. 

Věta 4,7. Funkce [1, 0] /e jediné řešení soustavy diferenciálních rovnic 

&c ^ dv 
d7 = °> ďJ = ' ^ 

2>r0 ř e <0, — ALX> 8 počáteční podmínkou x(0) = 1, y(0) = 0. 
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Vžta 4,8. Funkce pP*(0» *?»(*)] je fešeni soustavy diferenciálních rovnic 

j ^ « ? * ( * ) , ^-f(y>t)+<Pn(t).g(%,y) 

prote <Al9 —Ax> s počáteční podmínkou x(Ax) == O, y(Ax) = 7 ^ . 

Z těchto vět 4,5 až 4,8 vyplývá, že není možné, aby byla splněna podmínka 
(0,7) tohoto článku. 
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Резюме 
« 

О НЕОДНОЗНАЧНОСТИ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ВЛАДИМИР ДОЛЕЖАЛ (уТаЛшпг Бо1ейа1), Прага 

Вопросы, рассмотренные в настоящей статье, появились при изучении 
обобщенных дифференциальных уравнений, понятие которых было введено 
Я. К у р ц в е й л е м в [1], особенно при научении функции Дирака в нелиней
ных дифференциальных уравнениях в [2], § 5. 

Я. Курцвейль в лемме 5,1 доказывает следующее предложение: Пусть хЫ)> 

0 0 . г\ .> 0 — возрастающая непрерывная функция, %(0) = 0, / -~г = 

о 

Пусть о(1), к<0, $>, — непрерывная вещественная функция с ограниченным 
изменением. Пусть д(х) == [дг(хг, ..., хт),..., дт(хг ..., хш)] — непрерывная 
векторная функция на открытом множестве I) с Ет такая, что 

(0,1) И ^ ) - д(х*)\\ ^ Х(\К - **И) Для х„ х*^ . 

Пусть х0 е Д г0 е < 0, $>. Тогда уравнение 
г 

х(1) = х0 + МФО) <-Цт) 

имеет самое больше одно решение. 
В этой статье на примере показано, что условие (0,1), которое должна 

выполнять функция д(х)9 нельзя заменить более слабым условием: Пусть 
д(х) — непрерывная, векторная функция на множестве О с Еп такая, что 
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уравнение х(1) = х0 + $д(%(г)) Ах имеет для х0 еВ, 10е <0, #> одно и только» 

одно решение. 
В главе II мы построим на множестве <0, я> X <0, 1> функцию д(х, у> 

такую, что для 10 е <0, 8я;>, х0 е <0, п}, у0 е <0, 1> система 

х(г) = х0 + / их , у(1) =у0 + {д(х(г) , у(г)) йт 

имеет одно и только одно решение. В главе III мы построим непрерывна 
вещественную функцию а(1), #€<0, 8тг> с ограниченным изменением та
кую, что системе 

% * 
х(1) = / с1ог(т) , у(*) = /0(*(т), у(т)) <Ъг(т) 

о о 
удовлетворяют два решения. 

В дальнейшем Я. Курцвейль в теореме 5,1 доказывает следующее предло
жение: Пусть 1(х, г) = иг(х19..., хт, I),..., 1т(хг, ..., хт, Щ — непрерывная 
векторная функция для х € Д 2 с <—- З^, I 7 ! ) . Пусть д(х) — функция, кото
рая выполняет условия леммы 5,1. Пусть ^п(% я. = 1, 2, 3, ... —. непре

рывная вещественная функция для I € <— Тг, Тг}, Фп(1) == / <рп(т) йт. 

Пусть последовательность функцией <рп выполняет следующие условияг 

тх 

Кт вир / \(рп(т)\ Ах = Ь < со , 
п-->со —-Гх 

Нт /|<рп(т)|йг = 0 для — тг^*<о, 
п-+ао — Г х 

lim / |9?„(T)| dr = 0 «JIH 0 < t ^ T x , 
w->co ť 

lim <P„(í) = 0 . wra — .Tj ^ t < 0 , 
«->oo 

lim 0n(t) = 1 HnH 0 < « 1 g 3 ' 1 . 
n->oo 

Пусть решение ад(*), *е <— Г0, 0>, <0 < Т0 < Тх>, уравнения 

о !=/(«,« 
однозначно определяется начальным условием и(— Т0) = у0. Пусть реше-

/ •1-' х/ с1#? 

ние г>($), « € < — - _ , _ > , уравнения ^ =д(х) однозначно определяется на

чальным условней ь(~ %) = и(0) и пусть, наконец, решение ю(1), I с <0, Т0>г 

уравнения (*) однозначно определяется начальным условием го(0) = V(^). 
ПуСТЬ уп -»• Уо ДЛЯ 71 ~> 00. 
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Tor,n;a RJIH ^ocTaTOHHo 6ojiBinHX n cyujecTByeT pemeHHe xn(t) ypaBHenna 

^ = f(x,t)+g(x).<pn(t), xn(-T0)=yn, 
dt 

n 
lim xn(t) = u(t) AJIH — T0 < t < 0 , lim xn(t) = w(t) AJIH 0<t = T0. 

B cTaTBe MM noKajKeM Ha npraepe , ^TO npa Sojiee cJiaSoM ycjiOBHH o $yHK-
HHH g(x) 3TO yTBepsK^eHHe HenpaBKUiBBO. 

S u m m a r y 

ON NON-UNICITY OF SOLUTIONS OF A SYSTEM 
OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 

VLADIMIR DOLEZAL, Praha 

The problems considered in this paper have their origin in the theory of 
generalized ordinary differential equations introduced by J. EJTBZWEIL in [1], 
especially in the part concerning the theory of Dirac functions, Chapter 2 of 
paper [2]. 

J. Kurzweil has proved, 1. c. Lemma 5,1, the following proposition: Let 

%(rj), r\ ^ 0 be an increasing and continuous function, y(0) =-= 0, I ——• = oo. 
J X(V) 

h 
Let <r(t), t € <0, 8} be a real continuous function with bounded variation. Let 
g(x) = \3x(xly ...3 xm), ..., gm(xx, . . . , xm)] be a vector function, continuous on 
the open set D c Em and such that 

(0,1) M**) - 9(*)\\ ^ X(\\*± - **\\) ^ r x*,x*€D. 
t 

Let x0€ D, t0€ <0, #>. Then the equation x(t) = x0 + fg(x(r)) da(r) has at 
' o 

most one solution. 
In this paper an example is contained showing that the condition (0,1) on the 

function g(x) cannot be replaced by the weaker condition: Let g(x) be a vector 
function continuous on the set D c Em such that the equation 

x(t) = x0 + fg(x(r)) dr 
h 

has a unique solution for x0 € D,t0€ <0,8). In Chapter I I we construct a function 
g(x, y) on the set <0, Tty X <0, 1>, such that the system 

x(t) = x0 + /dт , y(ť) = y0 + fg(x(r), y(x)) dт /dт, y(t) = y0 + j 

336 



lias a unique solution for t0e <0, Sn}, x0e <0, 71), y0e <0, 1>. In Chapter III 
~we construct a continuous real function a(t), t € <0, 8?t> with bounded variation 
;such that the system 

*(*) - /dcr(T) , y(t) = fg(x(r), y(t)) do-(r) . 
0 0 

l a s two distinct solutions. 
Further, in theorem 5,1, J. Kurzweil proves the following proposition: Let 

f(x, t) = {fi(xi> •••> xm> t)t "> fm(xi> • • •> xm, *)] ^e a continuous vector function 
for xeD, te ^—Tl9 21

1>. Let g(x) be a function satisfying the conditions of 
lemma 5,1. 

Let the sequence of real continuous functions <pn(t), t i = 1,2,3,. . . , 
t- e <—Tl9 Tr

1>, fulfil the following conditions: 
T i 

lim sup / \<pn(r)\ dr = L < 00 , 
•n->oo — Ti 

Mm / \<pn(r)\ dr = 0 for -- 2 \ = £ < 0 , 

rx 

lim / \<pn(r)\ dr = 0 for 0 < t£ Tx , 

. M m . 0n(O = 0 for —T1^lt< 0, 

lim 0n(t) = 1 for 0 < i ^ T l J 
• ^ tl—>00 

; 1, * 

where $„(£) = f<pn(*) dr. 

Let u(£), t € <— T0, 0>, (0 < T0 < T%) be a unique solution of 

(\x 
(*) ¥ = / ( M ) ; ^ ( -2 7

0 ) = y0; 

let the solution v(tf) of --j = g(x), v(— f) = ^(0) be defined for t € <— —, ~>, 

and let the solution w(t), t e <0, T0y of (*) be unique. Let yn -> u(-- T0) with 
• ^ - > 0 0 . 

Then there exists a solution xn(t), t e <—:T0, T0} of 

(Jix 
3 j = f{x, t) + g(x) . <pn(t) 

xn( — T0) = yn, (not necessarily unique) for n sufficiently large and such that 

lim xn(t) = u(t) for — T0 ^ t < 0 , Mm a?n($) = w(*) for 0 < t <L T0 . 

In this article we show an example proving that this proposition is wrong 
under some weaker conditions on the function g(x). 
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