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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 89 (1964), Praha 

О ПРИБЛИЖЕННОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 

ПАВЕЛ ДОКТОР (РаVе1 Бокгог), Прага 

(Поступило в редакцию 14/Х11962 г.) 

Следующая статья посвящена задачам Дирихле и Пуассона для двух 
переменных. Решение этих проблем понимается в слабом смысле. Точное 
определение дано в начальной части статьи, которая гхримыкает, по су­
ществу, к работе Й. НЕЧАСА. После этого доказываются теоремы, 
дающие приближенное решение задачи Дирихле. 

Во всей работе я буду рассматривать лишь ограниченные области евклидо­
вой плоскости Е2. Скажем, что такая область ^ принадлежит множеству 91 
(шля, что ^ — области типа 91), если существует т систем координат в Е2, 
положительные числа а и /? и т функций ап г = 1, 2,..., т так, что: 

1. Каждую точку границы ^^ можно записать хотя бы в одной из этих систем 
в виде [хг, аг(хг)], |хг | < а. 

2. Точки с координатами [хг, уг], [хг| < а, аг(хг) - /? < уг < аг(хг) лежат 
внутри О, а точки, для которых \хг\ < а, аг(хг) < уг < аг(хг) + /?, лежат вне 0. 

3. Все функции аг удовлетворяют условию Лиггшица с одной и той же кон­
стантой К на интервале <— а, а>. 

Если функции аг дифференцируемы даже бесконечно на этом интервале, то 
скажем, что ^ е Ш (или что ^ - область типа Ш). Очевидно, Ш а 91. 

Пусть теперь дана область О € 91. Тогда я через ^^ обозначу область, точки 
которой выражаются в виде [хг, уг"], где |хг| < а, |аг(хг) - уг\ < /} („криволи­
нейный параллелограмм"). Существует облает с70, Р 0 с О и такая, что 

т 

^ 17г => О. Как доказывается в [1], можно теперь найти бесконечно дифферен­
т е 
цируемые функции (рг9 г = 0,1,..., т , со следующими свойствами: 

1. о <; <рг <: 1, 
2. (рг обращается в нуль вне некоторого компакта Кг с ^п 

т 

3. Е Фг = 1 в О. 
г=0 

В далнейшем я буду всегда предполагать, говоря об области й, что эта область 
принадлежит множеству 91 и что вместе с ней заданы области ^^ и функции <рг. 
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Области типа %1 допускают некоторую апроксимацию через области типа 9Й, 
о чем говорит следующая 

Теорема 1. Пусть О е 91; тогда существует последовательность областей 
^ке

<Штакая, что: 

1. Лк <=, ^к+^ <=:*0*+1
 с : &-

оо 

2. Ито* = ̂  о* -== &. 
к~*<х> к~0 

3. Границы ^'к выражаются в координатных системах [х„ уг] функциями аг>к 

(г = 1,2,..., т), удовлетворяющими условию Липшица дла всех \хг\ < а с кон­
стантой К (независимо от к), для которых справедливы следующие соотно­
шения: 

а). -шГ^-^У^-О. 
&-со 1̂ _ Д <1хг йхг) 

Ь) 11т( 8ир \аГгк(хг) - аг(хг)|) = 0. 
&-*оо | л г | < а 

Доказательство этой теоремы (в более силной форме) дается в работе [2]. 
Пространство функций, имеющих все обобщенные производные до порядка к, 

интегрируемые вместе с их р-той степенью (р ̂  1), мы будем обозначать сим­
волом Щк\0). При этом обобщенная производаая понимается здесь (и в даль­
нейшем) по Соболеву, т.е. мы скажем, что (локально интегрируемая:) функция и 
является обобщенной производной по х от (локально интегрируемой) функции #, 
если для всех бесконечно дифференцируемых функпдй ср с компактным носи­
телем в ̂  справедливо равенство 

(1) (и<рдО = -( V— <Ш. 

В случае к = О мы имеем й^0)(О) = ^р(^). Пространство РГ*л)(.0) нормируется 
следующий образом: 

(-) 1«и-1|1л|и. 
р ' |<х|-=0 

где а = (ах, а2), |а| = ах + а2, В* = д1ас1/дхХ1 дуаг. Здесь, конечно, 

(з) м-̂ -Ы'--3-
./я 

Эти пространства являются полными и для р• == 2 даже гильбертовыми. 
Через <̂ (.0) обозначается пространство функций, бесконечно непрерывно 

дифференцируемых в О и непрерывно продолжаемых вместе со всеми производ­
ными на ^; <3(0) с ё(($) будут функции с компактным носителем в ̂ . 

Для функций и е Щг\0) можно говорить о „краевых значениях"; это является 
содержанием следующей теоремы: 

391 



Теорема 2. Существует одно и только одно линейное отображение 2 простран­
ства ^х\0) в пространство ^2(^') такое, что для ие$(0) будет 2(и) = и 
на ^\ 

Доказательство смотри в [3]. 

Здесь, конечно, ̂ 2(^') означает пространство функций, для которых 

ľ Q2 às = £ f ęr(xr9 ar(xr)) g2(xr9 ar(xr)) [1 + (a'r(xr))2f áxr < 00 , 

Функция 2(и) называется следом функции и и множество следов обозна­
чается через ЙР(.{2'). 

Опять в работе [3] доказывается 

Теорема 3. Пусть ТР̂ оСО) — замыкание 0)(0) в норме пространства И^^О). 
Тогда ие Щ%0) о 2и = 0. 

Обозначим теперь для и, V е Ф^Х®) 

(4) ( » , „ ) . - \ ( ^ + ^ ) б П 
}п\дх дх ду ду) 

и 

(5) М--((«.-)->* • 

Это лишь псевдонорма, так как из \и\Л = 0 не вытекает и = 0, но все-таки 
справедливо неравенство 

(6) К«,^|^Н,Н,, 
и для и е УУ2

(*о(@) имеем даже 

СО И<><-?) ^ с\и\л , 

т.е. для Т 2̂?о(̂ ) Является \и\л нормой, которая эквивалентна норме из ЙР^^О). 
Зто доказывается, например, в [4]. 

Теперь можно перейти к задачам Дирихле и Пуассона. Пусть Л - известный 
оператор Лапласа д2/дх2 + д2/ду2. В общем случае мы не будем придавать точ­
ного значения выражению Л и9 но определим понятие решения задачи Дирихле 
и Пуассона. 

Определение. Пусть ^'е^2(^)9 деУУ(№). Скажем, что функция и е й ^ 1 ^ ) 
есть (слабое) решение задачи 

(8) — Ли ==/ в ^ , и = д на ^', 

если имеют место следующие соотношения: 

(9) (и9 V)л = (/, V)^2(^) для V е ЩХЩ> 2(и) ~д. 
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В силу определения пространства Щ%&) и соотношений (7) и (6) достаточно 
взять в (9) V е <2)(й). Почти очевидна следующая 

Теорема 4. Существует одно и толко одно решение и проблемы (8). 

Доказательство. (См. тоже [3].) Если д е №(0), то существует Н е Щг)ф), 
2(й) = д. Если теперь обозначить иг = Н — и, то соотношения (9) будут экви­
валентны условию 

(Ю) ( ^ ^ = ( ^ ^ - ( / , ^ ( 0 ) Для ъеЩ%й) 

где и± е Щ#(0). В силу неравенств (6) и (7) правая часть в (10) представляет 
собой линейный функционал Р над И^^-З) такой, что 

\Р\ ^ К + с|/|,2(й). 

По известной теореме Рисса всякий линейный функционал на пространстве 
Гильберта можно представить в виде скалярного произведения; итак, суще­
ствует ии удовлетворяющее условию (10) и такое, что 

ЫА^\к-и\л^\к\А+С\/\Ь2т, 
откуда 

(И) И^\о) ^ С(\/\Ь2(а) + \к\„а)т) . 

Если бы существовало еще одно решение и* задачи (8), то из (9) вытекало 
бы и - и* е Щ*о(0) жи — и* ± Р^^(О), из чего и — и* = 0, ч. и т.д. 

Если в (8) / -= 0, то говорят о задаче Дирихле, и в случае д = 0 о задаче 
Пуассона. 

Если даже О е 33?, то справедлива следующая более сильная теорема, являю­
щаяся следствием теоремы 24 из [5]: 

Теорема 5. Пусть ^еШ и/еЬр(0\ р = 2; тогда решение и проблемы Аи = 
= / в ^, и = 0 на ^Л лежит даже в й^2)(0), и справедливо неравенство 

Мии>) ^ С|/|мя) -

Отсюда легко вытекает следующая 

Теорема 6. Пусть ^ е % / е Ж(0), и — решение проблемы Дирихле Аи = 0 
в ^, и = / на ^'; тогда и е$№х) для любой области ^^, ^^с: ^. 

Доказательство. Пусть ^1 — такая область; существует область ^2еШ, 
Й! с й 2 с 0 2 с й и функция ф е@ф2), ф = 1 на Ох. Функция и± == ифв 
е Щх

го$2) является решением проблемы Пуассона 

л (ди дф ди дф\ г ,^ \ л л 

Аих == иАф + 2[ — Н ~ е Ь 2 ( 0 2 ) , иг = 0 на ^2 . 
\дх дх ду ду/ 
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По теореме 5 мы имеем их е Щ2\02) и тем более и е Щ2^^. Ввиду произ­
вольности ^^ имеет место и е Щ2\й^)9 т.е. мы имеем 

Л - = 0 в О и ^еЩ'Щ), 
дх дх 

из чего получаем ди/дх е ]^2)(-Л)- По индукции мы имеем и е Щк\Ог) для 
любого Л: и по одной теореме Соболева о вложении (см. [6]) и е ^(р^ ч. и т.д.. 

Пусть теперь ^е^2(^), V€ Щх\0)> и V - решение проблемы АР -=/ в 0, 
г? = 0 на ^"(,0 е 91). Тогда в [3] доказывается следующая теорема: 

Теорема 7. Существует функция ЗУ/ЗУ е ^2(^'), которая называется обоб­
щенной производной по нормали от V, и обладает следующими свойствами: 

(12) M/Lp), 
X2(lГ) 

где N — некоторая постоянная (неравенство Реллиха), и 

(13) f w/dí2 = - f 
J Í2 J ÍT 

ðv , 
g -d s , 

ðv 

где # 6 Й (̂Ц), и 61У^\0) и Аи = 0 в ^, и = # на ^' (теорема Грина); при этом 
отображение / -> Зя/дт линейно. 

Если писать / = и, то мы получаем 

| д « 2 <Ш ^ ( | ^ 2 < ! - ) * ( 1 ^ 2 д з ) * < \д\Ь2т АГ|«иа(0) 

или 

(14)' |«к(о)-^ ̂ кк»-) 

(неравенство Хеллингера-Теплитца для проблемы Дирихле). Если теперь 
учесть, что решение и проблемы (8) можно представить в виде и = их + и2, 
где их (соответственно и2) — решение соответствующей задачи Дирихле (со­
ответственно Пуассона), то из (11) и (14) мы получим 

(15) Цшт ^ С(|/ |Ь 2 ( Ш + |42<-Г)). 

Это позволяет ввести следующее определение: 

Определение. Пусть / е ^2(^)> д е ^ 2 (^ ' ) . Скажем, что и решит обобщенную 
проблему 

(16) — Аи = / в ^ , и = # на .0* 
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если всякая последовательность функции щ е Щх\й)9 решающих задачи 

— Аиг = / | в О, иг =-= дг на & , где /, -»/ 

(в норме ^2(^)) и д;-* д (в норме Ь2(-2')), сходится в норме Ь2(&) к функции и. 

Из (15) вытекает, что существует не более одного решения этой задачи. Но 

по теореме 2,6 из [3] №(&) = Ь2(Р') и мы имеем теорему: 

Теорема 8. Существует одно и только одно решение обобщенной проблемы (16). 

Доказательство. Для любой д е ^г(^%) существуют дх е РР(.СГ), д1 -» д; по 
теореме 4 существуют решения иг задач 

— Ащ = / в ! 3 , и( = д1 яэ, ^\ 

Но иг — ик решит задачу 

4(мЛ — м-) = 0 в О, иг — ик=* д1 — дкъ& & 9 

и ввиду (15) (или (14)) и полноты Ь2(0) последовательность щ сходится. 

При переходе к решению обобщенной задачи (16), очевидно, сохраняется 
утверждение теоремы Грина (13) и тоже теоремы 6. 

Пусть теперь ^ — односвязная область (типа Щ. Справедшша следующая 

Теорема 9. Обозначим через Н(0) а ТУ^\&) множество всех решений пробле­
мы Дирихле с краевым условыем из Ж(.0*), и через Р(0) — множество всех 
гармонических полиномов. Тогда Р(0) = Н(0) (замыкание берется в норме 

Доказательство. Легко видеть, что Н(0) замкнуто и что Р(&) с Н(О). 
Наоборот, пусть /еН(01). По теореме 6 / является гармонической функцией 
(в классическом смысле) и существует функция д такая, что 

(17) -^ = _? -^ = - -? 
<3х с!>' 5}; Зх 

Функция # локально интегрируема в .О и имеет производные, интегрируемые 
вместе со второй степенью. По теоремам вложения (см. [6]) д е Щх\0[). Если 
теперь положить 

Р(г) - Дх, у) + гд(х9 у) (г =- х + г у) , 

то I7 — очевидно, голоморфная функция и 

|г |2 ао < со. Í. 
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Пусть 8 > 0. Как доказывается в [7], существует комплексный полином р(г) 
такой, что 

(18) f |F(z) - p(z)\ 
Jí3 

2 dQ < є , 

Существует полином Р(г), Рг(г) = р(х). Из (18) мы имеем |/— Ке Р\л ^ е, и при­
менением неравенства Пуанкаре 

ч2Л 

\h\lw^BÍ\h\l+f(hdú\\ 

(см. [6]) получаем | / - (Ке Р + с)\ЫО) ^ В% где с = (1//|(а)) / 0 (/ - Ке Р) <Ш. 

Это и есть утверждение теоремы. 

Так как УУ(0)* = Ь2(0#)> мы получаем следующую теорему: 

Теорема 10. Следы гармонических полиномов плотны в ^2(^'). 

Если теперь использовать неравенство (14), мы получим теорему, позволяю­
щую искать приближенное решение обобщенной проблемы Дирихле: 

Теорема 11. Пусть дана система конечномерных пространств Рп(0) гармо­
нических полиномов (п= 1, 2,...) такая, что 

Рп^Рп+Х И %Рп(0)=Р@) 
и = 1 

(например, Р„(й) = [1, Ке2, 1тг,..., Ке2й, 1т2й], где квадратные скобки обозна­
чают линейную оболочку). 

Пусть, далее, д е^2(^'). Тогда существуют функции/п е Рй(0), для которых 
квадратическая форма 

(19) Ш = \9~ Р\Ъвп 
достигает своего минимума на Рп(0), и \/п — /|х,2(п) -* 0> где/ — решение пробле­
мы Дирихле А/= 0 # , 0 , / = # наО>\ Еще раз я напоминаю, что область ^ од-
носвязна. 

Доказательство. Отыскание функции /л сводится к решению системы 
линейных уравнений; а именно, если 

Рл(0) = [р 1 э , . . , рш] (р| предполагаются линейно независимыми), 
т 

т о /» = : X а*Р*> гД е коэффициенты аг удовлетворяют системе уравнений 
1 = 1 

т 

Е *г{Рг> Р^а') в (в* Р1к(.г) > I = 1, 2,..., т 
1 = 1 

(здесь, конечно, (и, Р)Х2(Л*) = /я* ^ <!$)• В этом случае (д — /„) ± РИ(-2) в про­
странстве Ь2(Й#). 
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Эту теорему можно обобщить при помощи теоремы Вейерштрасса: 

Теорема 12. Пусть де^2(^*)> /е^2(^) и пусть и —решение обобщенной 
проблемы — Аи = / на ^, и = д в О?. Пусть дано е > 0. Существует поли­
ном р такой, что 

(20) \р - д\^т + \Ар - /\Ь2(а) ^ е, 

из чего вытекает \р — и\1г^ ^ Се, где С — некоторая постоянная. 

Доказательство. Существует функция /е«^(.0) такая, что |/ — / |х 2 (д)^ 
^ е/2 (доказательство смотри в [6]); по теореме Вейерштрасса можно эту 
функцию равномерно приблизить полиномом. Так как мера ^ конечна, выте­
кает из этого возможность приближения в метрике пространства ^2(^)> и я могу 
предполагать, что / — полином. 

Теперь, существует полином р* такой, что Ар* = /. Действительно, если 

г=1*т> 
1=0 

то достаточно писать 
N 

г = 0 

где рй удовлетворяют рекуррентным формулам 

&2Рм 
ăy2 

à2pN-i 

ày2 

à2pN-2 

dy2 

à2P0 

— JN > 

— JN-I > 

= fN„2-N(N-l)pN, 

— — ~ = Л ~ 2 . 1 р 2 . 
ау6 

По теореме 10 существует гармонический полином ^ такой, что \р* + ^ — 
— д\ь2(п'у -^ е/2; полином р = р* + ^ ж удовлетворяет условию (20). 

Эта теорема позволяет искать приближенное решение обобщенной цроблеми 
(16) путем минимализации выражения (20) между всеми полиномами (и не 
только гармоническими) некоторой степени. 

В далнейшем я буду рассматривать проблему Дирихле в случае, когда крае-
воеусловие более регулярно. 

Нетрудно показать, что область О е 91 является т-связной (т < оо) и гра­
ница & распадается на т непересекающихся дуг Жордана. Можно даже пред-
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полагать, что эти дуги имеют параметрическое выражение через функции, удо­
влетворяющие условию Липшица, которые я обозначу Хг(3)> 5 € (аъ Ь*Х * = 
= 1, 2,..., т и для которых \х\($)\ = 1. Если теперь Р — абсолютно непре­
рывная функция на ^\ то функция С(з) = Р(х($)) тоже абсолютно непрерывна 
на <а, Ь} (индекс г буду отпускать), и можно писать 

(21) 
ÕF 

дs 
(z) = G'(X-Қz)) 

Определение. Пусть ^е^2(^') и д/|д8е^2(^'). Тогда мы скажем, что / е 
6 Щх\ОГ) и что 

( 2 2) ./.^«(.О') = ЛЫ-У) + "I" 
35 Ь 2 ( й. } 

Нетрудно видеть, что для 2е^' г\^^ 

г . + м т ^„ „̂ « ± ̂  0гМ) 
|_ \ <Ьсг / _| <?х ахг 

(если, в случае, писать 5Х = — а), и что 

/ е Щ1\0') о/(хг> аг(хг)) е *%%«, - а)). 

Для и е Щ2\0) есть 2ы е РР^О") и 

ђ-Zu 
дs 

„ ðи „õu . 
7xV2+ д~y

Vl]' 

где V = (у19 V2) — вектор внепшей нормали и е = ± 1 . Имеет место соотноше­
ние 17^х\0') а Шф): действительно, для д е Щ1^') мы имеем Ог(хг, уг) = 

т 

= д(хг, аг(хг)) ф,, уг) е ЛфЩ и 2( X Ог) = #. 
г = 1 

Итак, пусть # е ЙР^СГ) и пусть м е Т^1}(^) - решение задачи Дирихле Ли = О 
в О, и = # на О". В работе [8] показано, что такой функции и можно поставить 
в соответствие обобщенную производную по внешней нормали ди\^\ отобра­
жение д -> ди^дV линейно и непрерывно, т.е. 

(23) -= C k l * f >(-T) • 
X2(íГ) 

Аналогично доказательству соотношения (13) можно доказать 

(24) ( , ^ - Г * Э я . 
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где /, д е УР^Х®') и и — решение задачи Дирихле Ли =- 0 в ^ и = / на О?, 
V — решение задачи ^ = 0 в .0, ^ = # на .О*. Если отыскать эту производную, 
нетрудно найти и решение задачи Дирихле. Справедлива 

Теорема 13. Пусть д еЦг^1){^), Аи = 0 в ^, и = д на &. Тогда для всех 
точек 3 = [%, г\] справедливо 

(25) «(«г, ,) = 1 Л « ( X ) ^ | ^ - I и(Х) 1, \Б - Х | | <15 . 

Доказательство. Пусть 3 е ^; положим К = Е(Х; \Х — 3\ < д), где 
д > 0 достаточно малое, так что К а й, к область О' = ^ — КеШ. Если 
писать ЦХ) = \п 1# \Х — 3|, то н> — гармоническая функция на & и мы имеем 
по (24) 

(26) Г Л 5 - Г «^сЬ = о. 

Но всегда мы имеем 

/ Й 8 = Г /(.5 + Г / ё в . 
(«о* ^ й * ^x* 

Обозначим теперь I = /гОК^и/Зг) ~~ м(3н*/ву)) (1$. Но на X* можно писать 
в виде м> = (̂ 7г) 1# д, д\V|дV =- — |я#, откуда вытекает 

— І£ Í? — ds + I u ds . 
-* J r ^ J r 

I = 
2я 

Первый интеграл равен нулю по (24) и второй равен значению и(3) по теореме 
о среднем, откуда тоерема уже следует. 

Теорема 14. Пусть Рп(0) = [р^Рр --^Рт] имеет тот оке смысл, как и в тео­
реме 11. Пусть д еУУ^ф'), и е Й7-Р(.0), Аи = 0 в ^, и = д на ^. Пусть ос±, ..., 
..., ост — решение системы уравнений 

m 
т I* Г Яп 

Х а М Р»Р/с15= д ~ ^ , 1 = 1,2,..., 
*=1 ^л• ^о• 5у 

2/ 
т 

/» = Е **Л • 
1 = 1 

Пусть, далее, 

2пип(3) = Цд д * 1 ^ - 5 ' - / . 1* | * - В|} «1, . 

Гогда |м„ - «1^(0, -> О 
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Доказательство. Если учесть, что 

I 9-^ds= i Pj-^ds, 
Jo- Sv Ja. 8v 

тo мы имeeм 

/ . -
дu 

~ őv 
. L дu 

= m m / 
Lг(П') JєP»(ű> 1 ÕV 

и пo тeopeмe 10 

/ - -
J" Ôv 

- • 0 . 
Li(Q) 

L2(&) 

Обозначим/ = ди/ду; тогда 

4п2(и - ип)
2 ^ П \/ -/п\

2 &\ (^^^2 \Х - 3\ бЛ , 

И 

^(и- и„У ^ К Г ййу ( Г 1?

2 |Х - Г| йзЛ П \/ - /, | а <1.Л ; 

но 

Г <ШГ Г \е IX - У| о ^ = 
^.о ^.^" 

= Г &х Г ^ 2 I* - У\ Мх Г= Г <Ь Г 1#2 1X1 (IX 
^.^• ^.^ ^.^• ^1x•|^я 

(К — диаметр О), откуда вытекает утверждение теоремы. 

<«oo 
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Výtah 

PŘIBLIŽNÉ ŘEŠENÍ DIRICHLETOVY ÚLOHY 

PAVEL DOKTOR, Praha 

Práce se zabývá možností přiblížení řešení Dirichletova a Poissonova problému 
pomocí polynomů. Základním výsledkem je věta 10: Stopy harmonických polynomů 
tvoří množinu hustou v prostoru L2(0*). 

Z této věty pomocí Hellinger-Toplitzovy nerovnosti snadno plyne věta 11 o apro­
ximaci řešení Dirichletova problému pomocí harmonických polynomů. Věta 12 je 
zobecněním těchto vět pro nenulovou pravou stranu a libovolné polynomy. 

Věty 13 a 14 se zabývají nalezlním přibližného řešení pomocí aproximace derivace 
podle normály mezi polynomy. 

Všechny tyto výsledky platí pro jednoduše souvislou rovinnou oblast. 

Zusammenfassung 

EINE APPROXIMATIVE LÓSUNG DES DIRICHLETS PROBLEMS 

PAVEL DOKTOR, Praha 

Diese Arbeit bescháftigt sich mit der Moglichkeit der Approximation der Losung 
des Dirichletschen und Poissonschen Problems durch Polynome. Das Hauptresultat 
ist der Satz 10: 

Die Spuren der harmonischen Polynome bilden eine dichte Untermenge in 
L2(Q'). 

Aus diesem Satz folgt mit Hilfe der Hellinger-Toplitzschen Ungleichung leicht der 
Satz 11 uber die Aproximation der Losung des Dirichletschen Problems durch har-
monische Polynome. Der Satz 12 ist eine Verallgemeinerung beider diesen Sátze fůr 
den Fall der von Null verschieden rechten Seite und allgemeinen Polynomen. 

Die Sátze 13 und 14 bescháftigen sich mit der Auffindung der approximativen 
Losung mit Hilfe der Approximation der Normalableitung durch Polynome. Alle 
diese Resultate gelten fůr einfach zusammenhángende Gebiete in der Ebene. 
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