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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

ZU DER EXISTENZ DER LOSUNG DER FRENETSCHEN FORMELN
FUR EINE WELTLINIE

VLADIMIR PETRUV, Praha

(Angelangt am 4. Februar 1964)

Es wird gezeigt, dass die Weltlinie eindeutig durch die Funktionen P, Q, R
bestimmt ist, und dass die erlaubte Wahl der Integrationskonstanten nichts
anderes als die spezielle Wahl des inertialen Systems ist.

F. NOZICKA hat bewiesen'), dass die Weltlinie ein gewisses System von 16 Diffe-
renzialgleichungen (die so genannten Frenetschen Formeln) und dabei noch 10 Be-
dingungen erfiillen muss. Es ist klar, dass auch umgekehrt jeder Losung dieses
Systems von 16 Differenzialgleichungen, die jene 10 Bedingungen erfiillt, eine Welt-
linie entspricht. In der Bemerkung 6 § 4') wird angefiihrt, dass man sich bei Losung
des Systems der Differenzialgleichungen die Erfiillung dieser 10 Bedingungen fiir
t = 0 vorschreibt. Es entsteht also die Frage, ob die Erfiillung dieser 10 Bedingungen
fiir T = 0 schon dazu geniigt, damit die Losung des Systems eine Weltlinie gébe,
d.i. in anderen Worten: ob aus der Erfiillung der 10 Bedingun'gen fiir T = 0 schon
die identische Erfiillung dieser 10 Bedingungen (fiir Losungen jenes Systems der
16 Differenzialgleichungen) folgt. Wir werden beweisen, dass es so wirklich ist.

Setzen wir (P, Q, R sind stetige, nichtnegative Funktionen in gewissem Intervalle
0, a),0 < a £ + oo, Pist nicht gleich Null in diesem Intervall)

(1) o= ;‘;ﬂp(g) de,

@ q =

s

R
r=—,
P

-~

3) J?=;i§,i§=i§,j§=i§,ji=ii (x=1,2,3,4),

bekommen wir aus den Formeln von Frenet ein einfacheres System der Differential-

1y siehe [1].
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gleichungen?)

dji . djz _ . Fogi
4 —_— = a s = H q]”
®) do 72 do : ?
dj3 . , dja ; =
=2 = —qjs+rjs, —=-rj;, (6=1,23,4).
do 2 7 do i )

Die oben erwihnten 10 Bedingungen haben dann die Form

(5) gzﬁj:jg = -1 s gaﬂj:jg =1 (k = 2’ 3’ 4) »
guphtit =0 (k,1=1,2,3,4; k> ).

Setzen wir

(6) ki = ij§, k3 =Jj3 k3 =Jj3 ki=Jji.

Statt des Systems (4) haben wir dann das System

dk® dk;
7 L= k2, 2 = — ik} + qk5,
(7) i 2 o 1 T gqk;
W ggrmg, Mo g =239,
da' dU :

und die Bedingungen (5) gehen in die Bedingungen

(8) 9ukikh =6 (i,j =1,2,3,4)
iiber.

Es ist klar, dass die Losung des Systems (4) die Bedingungen (5) identisch (resp-
fiir ¢ = 0) gerade in dem Falle erfiillt, wenn die Losung des Systems (7) die Bedin-
gungen (8) identisch (resp. fiir ¢ = 0) erfiillt. Es geniigt also zu beweisen, dass die
Losung des Systems (7), die die Bedingungen (8) fiir o = 0 erfiillt, diese Bedingungen
identisch erfiillen muss. Bezeichnen wir

K*= [K\, K= [ki,k} kL, k\, 4=/ 0, i, 0,0\, G=/1,0,0;, 0\;
k3 ky, k3, k3, k3| —i, 0, q,0 “lo,,0, 0
[ k3, k3, k3, k3 0,—q," 0,r]  “{0,0,1, 0
ka ki, k3, k3, k3 0, 0,-r0 - 10,0,0, —¢?

E sei die Einheitsmatrix vom Typ (4,4). Man kann dann dasﬁ System (7) in der Form
© 9 ke = 4k,
do

2) siehe [2].
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und die Bedingungen (8) in der Form
(10) KGK = E

schreiben.
Die Lésung der Gleichung (9) hat die Form?)

(11) K* = BC*
wo
(12) B = eIOAdU ¥)

und C* die Matrix der Konstanten Cf, C3, C5, C; vom Typ (1,4) ist. Bezeichnen wir

C = [C}, C} C Cy\.
Ci C: C3 Cs
C3, C3,C3,C3
. Ci Cc? c3 ey
Dann wird

(13) K = BC.
Weil die Matrix A antisymmetrisch ist, hat man 4 = — 4 und deswegen ist
(14) BB = ejgxda . ej'gAda _ e—_[gAdﬁngda - K.

Die identische Erfiillung der Bedingung (10) fordert dann, dass BCGCB = E
wire, woraus man wegen (14) (man multipliziert mit B von links und mit B von
rechts) als equivalente Gleichung

(15) . CGC=E

bekommt.

Aus (12) folgt es, dass B = E fiir ¢ = 0 ist, also K(0) = Cist. Die Bedingung (15)
bedeutet also dasselbe, wie die Erfiillung der Bedingung (10) fiir ¢ = 0.

Wir haben so diesen Satz bewiesen:*)

Satz 1. Wenn man ‘eine Losung des Systems (4) hat, die die Bedinungen (5) fiir
o = 0 erfiillt, dann erfiillt diese Losung die Bedingungen (5) identisch, d.i. den
Funktionen ji entspricht eine Weltlinie.

3) siehe [3].
3"y Unter diesem Ausdruck verstehen wir das multiplikative Integral von Volterra.
4) sieche auch [4].
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Bei der Losung des Systems von 16 Differenzialgleichung (4) bekommt man 16 be-
liebige Konstanten. Fiir die Bestimmung dieser Konstanten hat man 10 Bedingungen
(5) (genommen fiir ¢ = 0). Es wird jetzt gezeigt, dass man durch passende Wahl des
inertialen Systems zu diesen Bedingungen noch 6 weitere Bedingungen zufiigen kann,
so dass die 16 Konstanten eindeutig betimmts sind. Man wird auf dhnliche Weise
fortschreiten, wie es im Falle, dass die Funktionen q, r konstant sind, gemacht
worden ist.”)

Erinnern wir uns noch daran, dass

. dxa
16 i = S
(16) =
(17) jit>0

ist. Die Bedingung (17) ist sehr wichtig. Bei Voraussetzung ihrer Giiltigkeit ist ndmlich
die Bedingung g,,j7j5 = —1 der Bedingung

2 2 2
(18) |v)* = dx + dy + dz\" . c?
dt dt de

equivalent; die Bedingung (18) ist eine Bedingung, die erfiillt sein muss, damit die
Losung wirklich eine Weltlinie gdbe. Wir miissen uns also beim Losen des Systems
(4) auf die Losungen beschrinken, fiir die die Bedingung (17) erfiillt ist. (Wenn
ji(o) = O fiir irgendein o wire, dann wiirde fiir das ¢, das diesem o entspricht, in (18)
die Gleichheit gelten.) )

Es mogen [@y1, Qrzs Piss Pra] (K = 1,2, 3, 4) die Losungen des Systems (4) sein,
die die Anfangsbedingungen ¢,(0) = 6, (i, k = 1,2, 3, 4) erfiilllen. Dann bilden
diesen Losungen ein Fundamentalsystem und es ist

4
(19) . j: = Z A"y

i=1

wo A% (o, i = 1,2, 3, 4) Konstanten sind. Fiir 0 = 0 bekommt man

4 .
Jx0) =;1A“"5,.,, = A%k,

Wir werden jetzt ein inertiales System wiéhlen, das sich unter Bezug auf das bishe-
rige mit der Geschwindigkeit v = [j1(0)/j$(0), j3(0)/j(0), 73(0)/j3(0)] bewegt; (dass
es moglich ist, d.i. dass v < c? ist, sichert uns die Bedingung (17)). In diesem neuen
inertialen System wird die Anfangsgeschwindigkeit gleich Null, also j;(0) = j3(0) =
= j3(0) = 0 sein, d.i. '

(20) AL = 421 = 431 =0,

5) siehe [2).
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und die. erste der Gleichungen (5) gibt uns —c?*(4*")> = —1, woraus wegen der
Bedingung (17)

ey - . A% =

| -

folgt. Aus den Gleichungen g,5j1j5 = gupitj5 = 9upjijh =0 bekommt man
—c2AMIAY? = — 24P 143 = — 241 4% = 0, also wegen (21)
(22) A% = 443 = g4t = 0.

Drehen wir noch die Raumachsen des gewéhlten inertialen Systems so um, dass die
dritte Achse die Richtung des Vektoren [j;(0), j3(0), j3(0)] hat und die zweite in der
Ebene, die durch diesen Vektor und den Vektor [j3(0),j3(0),j3(0)] bestimmt ist,
liegt. Dieses konnen wir leicht durch orthogonale Transformation erreichen. In so
gewidhltem inertialem Systeme wird dann j;(0) = j3(0) = j3(0) = 0, d.i.

(23) A2 = 422 = 413 =
sein.

Aus der Gleichung g,zj3j5 = 1 bekommt man so (siehe (22), (23)) (4%*?)* =1
und daraus (durch eventuelle Anderung der Orientierung der dritten Raumachse)

(24) - 2=,

Die Gleiqhungen 9api3J = 9api3ih = O geben dann 432433 = 43243* =0, es
ist also wegen (24)

@), .. AP = 4=,

Aus der Gleichung g,5j3j5 = 1 folgt (siehe (22), (23), (25)) (4%*)*> = 1 und von
hier (durch eventuelle Anderung der Orientierung der zweiten Raumachse)

(26) A3 =1
Aus der Gleichung g,4j3j5 = 0 hat man dann 4%*4%* = 0, es ist also wegen (26)
7) A% =0,

Aus der Gleichung g,4j3j4 = 1 bekommt man schliesslich (siche (22), (25), (27))
(4%*)* = 1 und von da (durch eventuelle Anderung der Orientierung der ersten
Raumachse) '

(28) " \ At =1.

Wir. haben so. ein'inertiales System eindeutig (bis auf die Wahl des Zeitraum-
ursprunges) gewihlt, so dass (siche (19)—(28))

. , 1
(29) J:=‘P4k, J:’:‘Pak, 12=¢2ka J:=;(01k-

Wir haben so diesen Satz bewiesen:
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Satz 2. Die Funktionen q, r sollen stetig und nichtnegativ im Intervalle I =
=0, b) (0 < b £ +o0) sein. Es mégen [ji, )5, j5, ja] (x = 1,2, 3, 4) Losungen des
Systems (4) im Intervall I sein, die die Anfangsbedingungen

(30) j10) =0, j3(0) =0, ji0)=0, j3(0)=1,
ji0) =0, j30) =0, j30) =1, ji0)=0,
ji0) =0, j30)=1, j30)=0, ji0)=0,
j40) =1 j#0) =0, j%0) =0, ji0)=0

erfiillen. Dann gilt es: Es gibt ein inerziales System (und bis auf die Wahl des
Zeitraumursprunges nur ein einziges) so, dass im Intervalle I die Funktionen
Jiloe, k = 1,2,3,4) gerade den Weltlinien entsprechen, die den Funktionen gq,r
entsprechen.

Wenn man jetzt mittels der Gleichungen (1)—(3) vom System (4) zum equivalenten
System der Differenzialgleichungen — den Frenetschen Formeln —

. d"z
(31) WPy, T-Zn+la,
dt  u dv  uc? ue
dig R dif,
£=—-2--102‘+‘“"l:.’ Ji:'-ﬁl; (“=l’2’3’4)
dt uc ue dr uc :

iibergeht, den Zeitraumursprung so wihlt, dass x*(0) = O fiir t = 0 ist, und noch aus
dsthetischen Grunden die Rolle der ersten und der dritten Raumachse umwandelt,
bekommt der Satz 2 die Form:

Satz 3. Die Funktionen P, Q, R sollen stetig und nichtnegativ im Intervalle
J =40,a) (0 < a £ +w), P positiv im Intervalle J sein. Es mag [i3, i3, i3, i3]
(x = 1,2,3,4) Losungen des Systems (31) im Intervall J sein, die die Anfangs-

bedingungen

v

(32) i1(0) =0, i30) =1, i}0)=0, i}0)=0,
i3(0) =0, i5(0)=0, i30)=1, i}(0)=0,
i(0) =0, i3(0)=0, i30)=0, i30)=1,
i1(0) =1, i30) =0, i3(0)=0, i}(0)=0
erfiillen. Setzen wir
(33) x¥(t) = f if(e)de, (x=1,2,3,4).
0

Dann gilt es: Es existiert ein einziges inertiales System so, dass die Weltlinie, die
den Funktionen P, Q, R entspricht, im Intervalle J durch die Gleichungen x* =
= x%(7) (@ = 1,2, 3, 4) beschrieben ist.
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Erinnern wir noch, wie wir den Satz 2 bewiesen haben: Bei der Voraussetzung der
Giiltigkeit der Gleichung (5) fiir 0 = 0 hat man von den allgemeinen Anfangsbedin-
gungen ji(0) = A** durch spezielle Wahl des inertialen Systemes, d.i. durch Lo-
rentzsche Transformationen, zu speziellen Anfangsbedingungen (30) geraten. Wenn
man jetzt inverse Lorentztransformationen ausfiihrt, bekommt man gleich die
Sétze:

Satz 4. Die Funktionen q, r sollen stetig und nichtnegativ im Intervalle I =
=0,b) (0 < b < +00) sein. cia, k = 1,2, 3, 4) sollen gegebene Zahlen, die die
Bedingungen

(34) glﬂc:cq = _1 s gaﬂc:cz = 1 (k = 2’ 33 4) )
gaﬂcch=0 (k,l=1,2,3,4,k>l), C:>O

erfiillen, sein. Es mag [}3, j3,j3, 4] (« = 1,2, 3,4) Losungen des Systems (4) im
Intervall I sein, die die Anfangsbedingungen j{(0) = c; erfiillen. Es gilt dann:
Es gibt ein inertiales System (und bis auf die Wahl des Zeitraumursprunges nur
ein einziges) so, dass im Intervalle I die Funktionen ji(o, k = 1,2, 3, 4) gerade
den Weltlinien entsprechen, die den Funktionen q, r entsprechen.

Satz 5. Die Funktionen P, Q, R sollen stetig und nichtnegativ, die Funktion P
positiv im Intervalle J = 0,a) (0 < a < +00) sein. cifa, k = 1,2, 3,4) sollen
gegebene Zahlen, die die Bedingungen

(35) gupcici = =, gycch =1 (k=234),
gupcicf =0 (k,1=1,2,3,4k>1), cf>0

erfiillen, sein. Es mag [i, i3, i3, i3] (« = 1,2, 3, 4) Losungen des Systems (31) im
Intervalle J sein, die die Anfangsbedingungen if(0) = c; erfiillen. Die Funktionen
x*(t) werden durch die Gleichung (33) definiert. Es gilt dann: Es gibt ein einziges
inertiales System so, dass die Weltlinie, die den Funktionen P, Q, R entspricht, im
Intervalle J durch die Gleichungen x* = x*(t) beschrieben ist.

Bemerkung 1. Aus dem Beweise des Satzes 2 folgt: Es sei eine Weltlinie durch
die Funktionen P, Q, R gegeben; wir wollen ihre Beschreibung mittels der Gleichun-
gen x* = x%() finden. Man kann beliebig die Zahlen cj}, ¢}, 3, ¢3, c3, c3 wihlen (d.i.
man kann die Werte der Funktionen i}, i3, i3, i3, i3, i3 fiir T = O vorschreiben).
(Die einzige Beschrinkung fiir diese Wahl ist, dass es mdglich sein muss die iibrigen c;
reel finden zu konnen, damit die Bedingungen (35) erfiillt seien.) Die iibrigen Kon-
stanten cj bestimmt man dann aus den Bedingungen (35), wobei man beim Wurzel-
ziehen nach Beliebigkeit das Zeichen + oder — wihlen darf (nur c{ muss man positiv
nehmen). Die erwdhnten Gleichungen der Weltlinie gibt dann der Satz 5. Die Wahl
der Zahlen ¢}, ¢2, ¢3, ¢2, c3, ¢3 und die Wahl des Zeichen beim Wurzelziehen ist dann
nichts anderes als die Wahl des speziellen inertialen Systems, in dem die Weltlinie
durch die im Satze 5 gegebenen Gleichungen bestimmt ist.
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Sehen wir noch speziell den Fall R = 0, d.i. r = 0 an (siche (2)). Dann ist das
System (4) dem Systeme der Gleichungen

djii _ . djy _ . o« 43 :
36 ~_=¢, ____=a+qa’ 3 i
(36) 1o g e 9j3
und der Bedingung, dass j§ (« = 1, 2, 3, 4) konstant ist, equivalent. Die 4 Konstan-
ten j§ sind durch 4 Bedingungen (5), in denen sie auftreten, bestimmt; im Falle R = 0
interessieren sie uns nicht. In diesem Falle interessiert uns nur das System (36) und
die Bedingungen

37) 9upitit = =1, guitit =1 (k=2,3),

9aptit =0 (k,1=1,2,3; k>1), ji>0
resp. das System
dii P di3 P di3
(38) Py, B P, 8y B Ly
dt u dt  uc uc T uc

und die ihm entsprechenden 6 Bedingungen. Die Funktionen j}, j3, j3 aus dem Satze 2
sind dann identisch gleich Null6) und die Sdtze 2—5 haben die Form:

Satz 6. Es sei r = 0. Die Funktion q soll stetig und nichtnegativ im Intervalle
=<40,b) (0 <b < +) sein. ¢; (¢ =1,2,3,4; k=1,2,3) sollen gegebene
Zahlen sein, die die Bedingungen

(39) gupcici = =1, gycick =1 (k=2,3),
duplic! =0 (k,1=1,2,3; k>1), ¢{>0

erfiillen. Es mag [ j3, j3, i3] (¢ = 1,2, 3, 4) Losungen des Systems(36) im Intervalle I
sein, die die Anfangsbedingungen j{(0) = c§ erfiillen. Es gilt dann: Es gibt ein
inertiales System und bis auf die Wahl des Zeitraumursprunges ein einziges) so,
dass im Intervalle I die Funktionen ji (x = 1,2,3,4; k = 1, 2, 3) gerade den Welt-
linien entsprechen, die der Funktion q entsprechen.

Bemerkung 2. Speziell behilt die Behauptung des Satzes 6 ihre Giiltigkeit im
speziellen Falle, das ji = j; = j3 = Osind und [j}, j3, j3] (¢ = 2, 3, 4) die Losungen
des Systems (36) im Intervalle I bezeichnet, die die Anfangsbedingungen
(40) 20 =0, j30)=0, j30) =1,

A =0, 30)=1, 0)=o,
. | S 40
0 ==, j30) =0, j3(0) =

erfiillen.

%) siehe [1].
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Satz 7. Es sei R = 0. Die Funktionen P, Q sollen stetig, P positiv, Q nichtnegativ
im Intervalle J = 0,a) (0 < a £ +o0) sein. ¢ (x = 1,2,3,4; k = 1,2, 3) sollen
gegebene Zahlen sein, die die Bedingungen

(41) gupcich = —c?, gucid =1 (k=2,3),
gupcic! =0 (k,1=1,2,3; k>1), ¢{>0

erfiillen. Es mag [i3, i3, i3] (« = 1,2, 3,4) Losungen des Systems (38) im Inter-
valle J sein, die die Anfangsbedingungen i;(0) = c; erfiillen. Die Funktionen x*(t)
werden durch Gleichung (33) definiert. Es gilt dann: Es gibt ein einziges inertiales
System so, dass die Weltlinie, die den Funktionen P, Q entspricht, im Intervalle J
mittels der Gleichungen x* = x*(t) beschrieben ist.

Bemerkung 3. Speziell: Die Behauptung des Satzes 7 behilt ihre Giiltigkeit, wenn
man i} = i3 = i3 = 0 setzt und fiir [i, i3, i3] (« = 1, 2, 4) die Losungen des Sy-
stems (38) im Intervalle J nimmt, die die Anfangsbedingungen

@) 0)=0, HO)=1, i0)=0,
i70) =0, i3(0) =0, i30) =1,
#0) =1, #0)=0, i0)=0

erfiillen. Die Funktion x*(z) ist dann identisch gleich Null.

Bemerkung 4. Es gibt wieder eine dhnliche Bemerkung wie die Bemerkung 1.

Mit dem Fall g = 0 werden wir uns nicht beschéftigen, er war schon vollig gelost.

Wir werden jetzt voraussetzen, dass im Intervalle I die Funktionen q, r positiv
sind und dass g stetige Ableitung zweiter und r erster Ordnung hat. Dann, wie wir
schon wissen,7) kann man das System (4) durch eine equivalente Differential-
gleichung vierter Ordnung

4. ’ ’ 3. " ’ ’ ’ 2:a
@) Yi_ [, 9—’;‘+ grr—1-L 001 M|,
do* q r]lde g q\ q r/]de?
+[qz(q__L)+2q_+L]%_[rz-q_+2.‘1_<21+L)],«;=0
q r q r |do q q q r

ersetzen.

Im Falle r = 0, kann man analogisch bei der Voraussetzung, dass die Funktion g
im Intervalle I positiv und stetig differenzierbar ist, das System (36) durch eine
equivalente Differenzialgleichung dritter Ordnung

i q' 4% dji , ¢
m 1 _ LY e Yi T
(44) de®* ¢ de? (4 )da 71

ersetzen.

7y siehe [2].
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Aus den Gleichungen (4) bekommt man weiter

dii _ .

do J2
% dj5 . ”
—~d62‘ = *d: =Jj$ + 4j3,
a5 djj s dj3 , - ,
—d;; =a;‘+¢u§ +qﬁ=(1 ~ @)z + 475 + ari.

Aus diesen Bedingungen kann man leicht die Anfangsbedingungen fiir die Gleichung
(43) (resp. (44)), die den Anfangsbedingungen fiir das System (4) (resp. (36)) ent-
sprechen, bekommen.

Aus dem Satze 2 und der Bemerkung 2 bekommt man so gleich die Sétze:

Satz 8. Die Funktionen q,r sollen stetig und positiv im Intervalle I = {0, b)
(0 < b £ +00) sein und im Intervalle I soll g zweimal und r einmal stetig differen-
zierbar sein. Es mag ji (« = 1,2, 3,4) Lésungen der Differenzialgleichung (43)
bedeuten, die die Anfangsbedingungen

d'l 2.1 d3-1
(45)  ji0)=o0, J_l@=1 d_f;(g):o M=1-q2(0),

b ’

do do do®
) dj%(o d?i%(0 d3j*(0 ,
Ao =0, WO o, SO _ g, O _40),
: djz (0 d%jj(o d3j3(0
Aoy =0, LO_o, SO _o O _ ) o),
o) =1 di0) _, 9410 _ 1 &0 _
! ¢ do © de? ¢’ do?

erfiillen. Es gilt dann: Es gibt ein inertiales System (und bis auf die Wahl des
Zeitraumursprunges ein einziges) so, dass im Intervalle I die Funktionen ji (o =
=1, 2,3, 4) gerade den Weltlinien angehéren, die den Funktionen g, r entsprechen.

Satz 9. Es sei r = 0. Die Funktion q soll positiv und stetig differenzierbar im
Intervalle I = €0, b) (0 < b < + o) sein. Es mag ji (¢ = 1,2,4) Losungen der
Differenzialgleichung (44) bedeuten, die die Anfangsbedingungen

: dj1(0) d2j3(0)
46 lo)=0, 221 =1, 8T 9,
( ) Jl( ) dO' d02‘
. dj}(0) 4%i0) _
y=0, =L =0, =2 = 4(0),
7(0) do do? 400)
. 1 dji(0) d?%(0) _ 1
o)y==, LY =9, L _Z
Ji(©) ¢ do do? c
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erfiillen. Setzen wir j; = 0. Es gilt dann: Es gibt ein inertiales System (und bis auf
die Wahl des Zeitraumursprunges ein einziges) so, dass im Intervalle I die Funktio-
nen ji (a‘= 1,2, 3, 4) den Weltlinien angehdren, die der Funktion q entsprechen.

Mittels des Satzes 3 und der Bemerkung 3 kann man leicht noch diese Sitze
beweisen: '

Satz 10. Die Funktionen P, Q, R sollen stetig und positiv im Intervalle J =
= (0, a) (0<acx + ) sein. Die diesen Funktionen entsprechende Weltlinie soll
in irgendeinem inertialen System die Gleichung x* = x*(t) haben. Dann sind die
Funktionen x!, x2, x3, x*, 1 linear unabhdngig im Intervalle J.

Satz 11. Es sei R = 0. Die Funktionen P, Q sollen stetig und positiv im Intervalle
J =¢0,a) (0 < a £ +w) sein. Die diesen Funktionen entsprechende Weltlinie
soll in irgendeinem inertialen System die Gleichung x* = x%(t) haben. Dann sind
die Funktionen x!, x2, x>, x*, 1 linear abhdngig im Intervalle J; lassen wir aber
eine passend gewdhlte Funktion aus den ersten drei Funktionen aus, bekommen wir
vier Funktionen, die schon im Intervalle J linear unabhdngig sind.

Der Beweis des Satzes 10: Alle Behauptungen werden im Intervalle J gemeint.

Sind die Funktionen x!, x2, x3, x*, 1 linear abhingig, ist

Cix' + C)x2 + C3x® + Cyx* + C5 =0,

wo mindestens eine der Konstanten C,, C,, C;, C, nicht gleich Null ist. Durch
Differenzieren bekommt man die equivalente Bedingung

(47) _ Ciil + G2 + Gyi3 + Cit =0,

die die lineare Abhingigkeit der Funktionen i}, iZ, i, i* bedeutet. Durch weiteres
Differenzieren dieser Gleichung bekommt man wegen der Gleichungen (31) und der
Bedingungen Q > 0, R > 0:

(48) Ciil + C,i + Csi3 + C4i3 =0,
Cyi3 + i3 + Cii} + Cii3 = 0,
Ciit + Cyi + Cyi + C,it = 0.

Die Gleichungen (47), (48) bedeuten, dass die Systeme [if, i3, i, i3] (« = 1, 2, 3, 4)
linear abhéngig sind. Wendet man jetzt eine passende Lorentzsche Transformation
(d.i. eine Transformation mit der Determinante nicht gleich Null, die die lineare
Abhingigkeit oder Unabhingigkeit nicht dndert) an, so dass man zum inertialen
System, dessen Existenz der Satz 3 liefert, iibergeht. Dann erfiillen die Funktionen i
die Bedingungen (32), bilden also ein Fundamentalsystem und sind deswegen linear
unabhiingig, was einen Widerspruch gibt.

Der Beweis des Sytzes 11: Die lineare Abhingigkeit der Funktionen x!, x2, x*,
x*, 1 wiirde man analogisch beweisen, wie es beim Beweise des Satzes 10 war. Man
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wiirde aus der Voraussetzung der linearen Unabhingigkeit der Funktionen x!, x2,
x3, x*, 1 ausgehen und zu einem Widerspruch mit der Bemerkung 3 gelangen. Ganz
analogisch wiirde man auch den zweitel Teil des Satzes beweisen. Man wiirde aus
der Voraussetzung, dass alle drei Gruppen von vier Funktionen: x!, x2, x*, 1;
x!, x3, x*, 1; x2, x3, x%, 1 linear abhingig sind, ausgehen und wieder zu einem Wider-
spruch mit der Bemerkung 3 gelangen.
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Souhrn
K RESENI FRENETOVYCH FORMULI PRO SVETOCARU

VLADIMIR PETROV, Praha

V prédci se vySetfuje systém diferencidlnich rovnic zvanych Frenetovy formule
pro svétoédru a ukazuje se, Ze svétoddra je jiz jednozna&né uréena funkcemi P, Q, R,
které v tomto systému vystupuji. Volba integra&nich konstant neni pak nic jiného neZ
volba specialniho inercidlniho systému, v némZ uddvdme popis svéto&dry rovnicemi
x* = x%(z) (¢ = 1, 2, 3, 4). Specialn& je dokdzdno, Ze svétotdru lze pfi vhodné volbé
inercidlniho systému jednoznaéné vyjddfit rovnicemi

Xt = J ii(e) de.,
V]

kde i] je prvni funkce toho fe3eni systému (31), které splituje poddte&ni podminky (32)

(v pfipad& R = 0 lIze vziti misto systému (31) systém (38) a misto podminek (32)

podminky (42)). Ekvivalentni vyjddfeni je toto: PoloZime-li (3), pak ji je feSeni rov-

nice (43) (pro r # 0, pro r = 0 rovnice (44)), které spliiuje po&dtedni podminky

(45) (pro r + 0, pro r = 0 podminky (46)).
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Pe3iomMe

K PEIIEHUIO ®OPMVJI ®PEHE JIsI MUPOBO! JIMHUU

-

BJIAAUMMUP IIETPYB (Vladimir Petriv), IIpara

B pabote paccmaTtpuBaercs cucreMa IuddepeHIUaNbHBIX YpaBHEHHUH, HECYIIUX
Ha3BaHue ¢(opmynsl PpeHe, LIS MUPOBOH JIMHUM, U TOKa3bIBAECTCSA, YTO MHPOBas
JIMHUSL OXHO3HAYHO ompenesieHa ¢yHKMaMu P, Q, R, BHICTYNAIOIIMMH B 3TOMH
cucrteMe. BEIOOp NOCTOSHHBIX MHTErPHPOBAHUA IPEICTaBIsgeT coOoOil Torga He YTo
MHOE, KaK BHIOOD ClielMaIbHOM WHEPLHAJIBHOMN CHCTEMEBI, B KOTOPO MUPOBas JIMHUS
BBIpaX€EHa ypaBHeHMAMH x* = x%(7) (« = 1,2, 3, 4). CrenmansHo [0Ka3aHO, 4TO
IpU HaJjIexalieM BHIOOpe MHEpIMAaJbHON CHCTEMBI MOXHO OJHO3HAa4YHO BBIPA3UTh
MUPOBYIO JITHUIO YPaBHEHUSMH

T
X = J £ de (a=1,234)
0

rae if — mepBasi GyHKUMs Toro peiuenus cucremsi (31), KoTopoe yHOBIETBOPSET
HavYaJIbHBIM ycioBueM (32); (B ciyuae R = 0 MOXHO B3sTh BMeCTO cHcTeMsl (31)
cuctemy (38) u Bmecto yenosuii (32) ycnosus (42)). JIpyruMu c1oBaMu: €CIIM TOJIO-
xuth (3), To ji sBuseTcs peinenuem ypasHenus (43) (mis r + 0, B ciaydae r = 0
ypaBHeHus (44)), yIOBIETBOPSIOLIETO HavaIbHBIM ycioBusM (45) (st r # 0, B ciry-
yae r = 0 ycnosue (46)).
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