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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 91 (1966), Praha 

EXTREMALE REGELUNGEN FÜR DIE LINEARE ZEITOPTIMALE 
REGELUNGSAUFGABE MIT EINEM KONVEXEN REGELUNGSBEREICH 

STEFAN SCHWABIK, Praha 

(Eingelangt am 9. März 1965) 

L Es sei Ek der fc-dimensionale Euklidische Raum. Wir untersuchen das System 

(1) x = Ax + Bu 

wo x = (xi9..., xB) 6 En9 x = (dxtjdt9..., dxttjdt)9 u = ul9..., ur) e Er ist, A ist eine 
konstante n x n Matrix, ß ist eine konstante n x r Matrix und es ist Bu = 0 genau 
dann wenn u = 0 ist; weiter sei u e U c .Er wobei £/ eine konvexe kompakte Menge 
ist, die 0 = (0 , . . . ,0)e£ r als ihren inneren Punkt enthält (U ist ein konvexer 
Körper). 

Für x,yeEtt9 x = (x t , . . . , x„), y = (yx,..., yn) bezeichnen wir (x, y) = £ **yi 

(das Skalarprodukt) und |x| = (x, x)i (die Norm). Für ein reelles k und x e £„ sei 
KX s-s i / c x j , . . . , kxn). 

Die Aufgabe eine zeitoptimale Regelung zu finden beruht in diesem: Es seien zwei 
Punkte x1, x2 e En gegeben. Wir suchen eine Funktion u(t) : 0 S t• 5J T so, dass 
die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

a) u(t) ist messbar (im Lebesgueschem Sinne), 
b) u(t) eU für fast alle *e<0,T>, 
e) ist x(r) die Lösung des Systems x = Ax + Bu(t) so, dass x(0) = x1 ist dann 

ist auch x(T) « x2, 
d) sei u*(*) : 0 g r g Ti eine Funktion, die a), b) und c) erfüllt, dann ist T ^ Tt. 

Eine Funktion, die a), b), c) erfüllt, nennen wir eine Regelung des Systems (1), 
die den Punkt x1 in den Punkt x2 führt. Die Regelung, die den Punkt x1 in den 
Punkt x2 führt und für die d) erfüllt ist, nennen wir eine zeitoptimale Regelung des 
Systems (1), die den Punkt x1 in den Punkt x2 führt. 

Latit dem Maximumprinzip von Pontrjagin ([1]) gibt es für eine so definierte 
zeitoptimale Regelung einen Punkt i}r e En9 i|r # 0 so, dass 

(2^ ($~*'% &<*)) « mm (e~*'% Bu) 
ueU 

. ; : ' . - . • . . • • ^ • • ' 

für fast üh m <0rT> gilt, W0bei A' die zu A transponierte Matrix ist. 
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Bemerkung. Nach (2) kann man die optimale Regelung berechnen, sobald u(t) 
für alle i|# e En, i|/ # 0 durch (2) fast überall eindeutig bestimmt ist und falls es 
bekannt ist welcher Punkt t|# zur gesuchten Regelung gehört. 

Definition 1. Die Funktion u(t) : 0 :g t <£ T nennen wir eine extremale Regelung, 
die zu \|# e En gehört, sobald diese für fast alle t e <0, T> (2) erfüllt. 

In der Monografie [1] und der Arbeit [2] wird für spezielle Mengen U (U ist ein 
konvexer Polyeder in einer besonderen Lage, resp. U ist der Durchschnitt einer 
gleichmässig konvexen Menge mit einem konvexen Polyeder in besonderer Lage) 
gezeigt, dass zu jedem *|/ genau eine extremale Regelung gehört. Von dem folgt dann 
auch die Eindeutigkeit der optimalen Regelung. Hier wird gezeigt, dass wenn U ein 
konvexer Körper ohne weitere Beschränkungen ist, dann ist die Situation kompli
zierter und es wird die obige Frage in diesem Fall vollständig gelöst. 

IL In diesem Absatz untersuchen wir einige Eigenschaften konvexer Mengen. 

Sei U c En ein konvexer Körper. 

Definition 2. Sei \|/ e En, \|/ =# 0 und y > 0. Die Menge der Punkte x e Em für 
die (\|#, x) = y nennen wir eine Stützebene des konvexen Körpers U mit der Normale ty, 
wenn für alle u e U die Ungleichung (\|#, u) <Z y gilt und sobald es einen Punkt ux eU 
gibt, so, dass (t|f, u1) = y ist. 

Die Theorie der konvexen Körper sichert, dass für jeden Punkt i|# e En, ty + 0 
genau eine Stützebene des Körpers U existiert und dass durch jeden Randpunkt des 
konvexen Körpers U mindestens eine Stützebene geht (Vgl. [4]). 

Bemerkung. Die Zahl y von der Definition 2. ist für ein gegebenes *|r e En, ty # 0 
eindeutig bestimmt. Wir bezechnen diese yu(^)l offenbar ist yu(ty) = sup(\|i,ti). 

ueü 

Es ist yv(ty) > 0 für einen beliebigen Punkt i|i 6 En, *|# + 0 nachdem 0 e En ein 
innerer Punkt von U ist. Weiter ist yu(k$) = kyu{^i) für eine reelle Zahl fc > 0. 
Deswegen sind die Stützebenen (xj/, x) = yv(^) und (fct|i, x) = yv(kty) für fc > 0 
gleich und man muss diese nicht unterscheiden. Eine Stützebene wird durch eine 
Klasse der Punkte *|# e En bestimmt, die sich nur durch einen positiven Faktor unter
scheiden. Aus dieser Klasse kann man einen Punkt ^ so wählen, dass y^f) = 1 
ist (d.h. ist tyl e En ein Punkt der gegebenen Klasse, dann genügt es fc = l / f y ^ 1 ) ] zu 
legen und es ist \|# = fc^1). 

Definition 3. Den Punkt uReU nennen wir einen regulären Randpunkt des kon
vexen Körpers U, wenn genau eine Klasse der Punkte i|f e En, *|r 4=0, die bis auf einen 
positiven Faktor fc > 0 bestimmt sind, existiert so, dass (t|f, uR) = yv($) ist. 

Den Punkt useU nennen wir einen singulären Randpunkt des konvexen Körpers 
U, wenn zwei linear unabhängige Punkte ty1,^2 e En existieren, so, dass (ifr1, II5) = 
= Vt/W für i = 1, 2 ist. 
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Es ist klar, dass jeder regulärer bzw. singulärer Randpunkt zum Rande des kon
vexen Körpers U gehört und dass jeder Randpunkt des Körpers U ein regulärer 
bzw. Singulair Randpunkt sein muss. 

Definition 4. Die Stützebene (t|iK, x) = yv(^
R) des konvexen Körpers U heisst 

regulär, wenn genau ein Punkt ueU existiert so, dass (i|/Ä, u) = yt/(t|>Ä) ist. 
Die Stützebene (I|JS, x) -= yv($s) des konvexen Körpers U heisst singulär wenn 

zwei Punkte u1, u2 eU,ul # u2 existieren so, dass (\|fs, u1) = (\|/s, u2) = yv(^
s) ist. 

Wir definieren nun zur konvexen Menge U eine duale Menge Ü: 

Ü = {tyeEn ; (t|/, u) = 1 für alle u e U} . 

Es gilt dieses 

Lemma 1. Ü ist eine konvexe kompakte Menge, die den Punkte Oe En als ihren 
inneren Punkt enthält (Ü ist ein konvexer Körper). 

Der Beweis ist eine leichte Folgerung der Definition von Ü und der Eigenschaften 
von U. 

Weiter gilt das 

Lemma 2. Es ist Ü = U. 

Beweis. Es sei ueU und tye U beliebig. Dann ist (i|#, u) <; 1 und ist ueü. 

Umgekehrt sei QeÜ; dann ist (ö, ty) S 1 für alle \|# e 0. Sollte ö £ U sein, dann 
existiert laut dem Satz von der Abteilbarkeit des Punktes und einer konvexen Menge 
durch ein lineares Funktional (Vgl. [4]) ein $ e Ü so, dass ($, ö) > 1 ist und es ist 
also ö € 17. 

Wir bezeichnen S(Ü) die Menge aller singulären Randpunkte des Körpers IL 
Laut der Definition 3. ist \|ise S(Ü) genau dann, wenn zwei u1, u2eEn, die linear 
unabhängig sind, existieren so, dass (tys, u1) = ^ ( t^ ) für i = 1, 2 ist. Wir legen 
u' = a'/freC**)]; offenbar ist (^s, u*) = 1 und (t|>, u<) £ 1 für alle tyeÜ. Laut der 
Definition ist ul e £1 und aus dem Lemma 2. folgt, dass auch u' G 17 für i = 1, 2 ist. 
u1 und u2 sind linear unabhängig und der Punkt i|*s e S(Ü) representiert also eine 
singulare Stützebene des konvexen Körpers U. Umgekehrt ist klar, dass wenn 
if8 6 En zu einer singulären Stützebene des konvexen Körpers U gehört, dann ist 
^/[Vi/Ok5)] e S(Ü). So bekamen wir eine eindeutige Korrespondenz zwischen den 
Punkten von S(Ü) und den singulären Stützebenen des konvexen Körpers U. 

Wir führen nun diesen Satz (Vgl. [3]) an: 
Es sei U er En ein konvexer Körper. Beschreibt man um einen inneren Punkt 

von U eine Kugel und projiziert von ihrem Mittelpunkt aus die singulären Randpunk
te des Körpers U auf die Kugeloberfiäche, so ensteht eine Menge, deren bezüglich 
der Kugeloberfläche genommenes Lebesguesches Mass Null ist. 
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Benützen wir diesen Satz für den Körper Ü, die Menge S(Ü) und eine Kugel vom 
Mittelpunkt 0 = (0,..., Q)eEn so bekommen wir laut dem Fubinisatz für das 
Lebesguesche Integral das 

Lemma 3. Es sei U c En ein konvexer Körper. Sei S die Menge aller tysEn> 
für welche (ty, x) = yu{ty) ein singulare Stützebene des Körpers U ist. Dann ist 
fin(S) = 0 wo fin das n-dimensionale Lebesguesche Mass der Menge S ist. 

Bemerkung. Den Fall, dass die Dimension von U gleich k ist, wo k < n, k 4- 0 
kann man so wie den Fall k = n untersuchen wobei man U im Ek untersucht und Ek 

als einen linearen Unterraum vom En auffasst. In diesem Fall ist dann S = Sk x En^k 

wobei Sk die Rolle von S vom Lemma 3. bezüglich auf den Raum Ek hat. Nachdem 
fik(Sk) = 0 ist, ist klar auch fin(S) = 0 (siehe [5]) und die Behauptung vom Lemma 3 
bleibt gültig. Für fc = 0 gilt das Lemma 3 nicht, dieses ist aber für den untersuchten 
Fall der optimalen Regelung unwesentlich. 

Bemerkung. Im Falle n = 2 kann man die Behauptung vom Lemma 3. ver
stärken. In diesem Fall sind die singulären Randpunkte des konvexen Körpers 
gleichzeitig auch seine Eckpunkte (ein Eckpunkt des konvexen Körpers U ist ein 
Punkt, der eine Stützebene des Körpers Ü bestimmt, deren Durchschnitt mit Ü die 
Dimension n — 1 hat) und man kann diese Behauptung anwenden: Ein konvexer 
Körper besitzt höchstens abzählbar unendlich viele Eckpunkte (siehe [4], Seite 15). 
Es gilt also, das 

Lemma 4. Sei U c E2 ein konvexer Körper. Sei Sf die Menge von ty' e E2 für 
die (i|/', x) = yu(ty) eine singulare Stützebene des Körpers U ist. Wir bilden die 
Menge 

+' 
W\ 

S = \tyeE2; ty = ^ wobei ^ ' e S' isti , 

Die Menge hat höchstens abzählbar viele, von sich verschiedene Punkte. 
Im Falle n = 1 ist U eine gerade Strecke, die im Ex keinen singulären Punkt 

besitzt. 

DL In diesem Absatz wenden wir die Resultate von D. für die zeitoptimale 
Regelungsaufgabe von I. an. 

Wir bezeichnen 
BU = {veEn;v = Bu,ueU}9 

wobei B und U die Symbole von I. sind. Es ist klar, dass BU c En eine konvexe 
kompakte Menge ist und dass 0 = (0,..., 0) e BU ist. Mit Berücksichtigung der 
obigen Bezeichnungen kann man (2) in der Form 

(e " A > , Bu(t)) = max(<TA'S|>, Bu) = max(<TA>, w) = y^e"*'^) 
ueU weBU 
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schreiben. Wir werden weiter die Menge der Punkte w e E„ untersuchen, für welche 

(3) ^ («"*>, w) = yBV{e-A^) 

ist. Durch (3) ist im En eine Stützebene zu BU gegeben. Ferner untersuchen wir, für 
welche ty und t es Punkte w1, w2 e BU, wl #= w2 gibt, so, dass (e~A'S|r, w*) = 
= yBu(e~A ty) für i = 1, 2 ist, d.h. für welche t|i und t durch (3) eine singulare 
Stützebene der Menge BU bestimmt ist. (Für solche ̂  und t ist nämlich die extremale 
Regelung nicht eindeutig bestimmt.) Wir bezeichnen ferner 

M = {(*, i|i) e Et x En9 wobei (e"~A'*i|f, w) = yßi/(e~A ty) eine singulare Stützebene 

zu BU ist} . 

Sei t e Et beliebig und es sei 
Mt = WeEn;(t9*)eM} 

Es ist 
Mt = eAtS, 

wo S die Menge aller Normalen, die zu einer singulären Stützebene von BU im 
Sinne der Definition 4. gehören und es ist 

fin(Mt) = det |eA'<| ßn(S) 

Nach dem Lemma 3. ist nn(S) = 0 also ist auch für ein beliebiges t die Gleichung 
ßn(Mt) = 0 gültig. Laut dem Fubinisatz (siehe z.B.: P. R. Halmos, Measure theory, 
§ 36) ist 

^ + 1 (M) = 0 . 
Ferner sei 

M+ = {teE^fa^eM}. 

Wieder laut dem Fubinisatz ist für alle t|# e En (im Sinne des Masses jun) die Gleichung 

ILX(M*) = 0 

gültig. Schliesslich ist durch (3) für fast alle Punkte i|# e En (mit Bezug auf pn) eine 
Funktion w(t) e BU für fast alle t e Et (mit Bezug auf px) eindeutig bestimmt. Mit 
Rücksicht auf die Eigenschaften der Matrix ß entspricht jedem w(t) e BU gerade 
ein u(t) 6 U so, dass Bu(t) = w(t) ist und wir bekommen den 

Sali 1. Für fast alle tyeEn (mit Bezug auf das n-dimensionale Lebesguesche 
Mass) ist fast überall im Et eindeutig eine extremale Regelung u(t) des Systems (1) 
bestimmt* 

XV. In der optimalen Regelungsaufgabe von L sei x2 = 0 und sei T > 0. Sei 
femer l r die Menge 4er Punkte JC1 e En9 für die es eine Regelung ul(t): 0 ^ t <; Tt 

gibt, die den Punkt x1 in den Punkt 0 führt und für die 7\ «g Tist. Es ist bekannt 
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(Vgl. [2]), dass E r eine konvexe kompakte Menge ist. In [2] ist dieser Satz bewiesen: 
(\|ix) = ysT(^), ty #= 0 ist eine Stützebene zu Xr und für ein y e S-r gilt die Gleichung 
(\|#, y) == ylT genau dann wenn man y in der Form 

(4) [ e-
AtBu(x)dz 

schreiben kann, wobei I#(T) : 0 ^ T ^ T die ZU I|/ gehörende extremale Regelung des 
Systems (1) ist. 

Wir beschränken uns nun auf die extremale Regelungen, die für ty e En durch die 
Formel (2) eindeutig bestimmt sind und stellen die Frage welche Punkte von S r 

diese Regelungen in den Punkt 0 führen. Die Antwort auf diese Frage wird im Satz 2. 
gegeben. 

Definition 5. Einen Punkt der konvexen kompakten Menge nennen wir stark 
extremal, wenn es eine, im Sinne der Definition 4. reguläre Stützebene gibt, die durch 
diesen Punkt geht. 

Satz 2. Ist die extremale Regelung U(T), die zu ^ e En gehört, fast überall im 
<0, T> eindeutig bestimmt, dann ist der Punkt y, den die Formel (4) angibt, ein 
stark extremaler Punkt der Menge E r. 

Der Beweis ist eine leichte Folgerung der Definition 5. und des zitierten Satzes 
von [2]; die gesuchte reguläre Stützebene bestimmt der Punkt ^ e £ „ , zu dem die 
extremale Regelung u{x) gehört. 

Bemerkung. Der Satz 2. gilt auch in dem Fall, wenn wir die Voraussetzung 
von L: ßu = 0 genau dann, wenn u = 0 ist, vermeiden. 

Der Satz 2. gilt auch umgekehrt: 

Satz 3. Sei y e E r ein stark extremaler Punkt der Menge E r. Dann kann man y 
in der Form (4) schreiben, wobei ein I|I e En existiert so, dass die in (4) auftretende 
extremale Regelung u(f) : 0 ^ T ̂  T zu ty gehört und fast überall im <0, T> ein-
deutig bestimmt ist. 

Beweis. Nachdem y ein stark extremaler Punkt von E r ist, gibt es ein i|i e En so, 
dass (*|#, y) = y^ji^) u nd (ty, z) < 7xr(^) für i e S r , z + y ist. Laut dem zitierten 
Satz von [2] kann man also y in der Form (4) schreiben. Es sollen am Intervall 
<0, T> zwei Funktionen ul(x) und u2(x) gegeben sein und sie sollen (2) fast überall 
erfüllen, d.h. 

(e-A'<ty, BU\T)) = max (<TA>, ßu) für i = 1, 2 und für fast alle T € <0, T> . 
mü 

Wir definieren für jedes t c <0, T> eine Funktion vt(x) auf solcheine Weise: 

Vf(T) « ul(x) für 0 £ T g t 

Yt(x) « H2(T) für t < % £ T. 
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Für jedes *G<0, T) gilt 

(e~A'fi|#, Bvt(x)) =- max (<TA>, Bu) für fast alle T G <0, T> 
weit 

Es ist also 

y = - J <r Atßtrt(T) dT für alle t e <0, T> . 

Weiter ist V0(T) = u2(x); also ist 

0 - T e~AtBvt(x) dx - f e-Atßv0(T) <*T = f V ^ u ^ t ) - U2(T)) dT 
Jo Jo Jo 

für alle t e <0, T> und also auch e"Atß(u1(f) - u2(t)) = 0 f ür fast alle f e <0, T>. 
Von'der Voraussetzung über die Matrix ß folgt ux(t) = u2(t) fast überall im <0, T> 
was auch zu beweisen war. 

Sei E r die Menge der extremalen Punkte (ein Punkt der konvexen Menge heisst 
extremal, wenn er auf keine Weise ein innerer Punkt einer zur Menge gehörenden 
Strecke ist) und A r die Menge der stark extremalen Punkte der Menge Z r . Wir 
beweisen das 

Lemma 5. Für jeden Punkt I|I e En gilt 

sup (i|>, x) = sup (i|r, x) . 
X S A T X S S T 

Beweis. Nachdem A r <= E r ist auch sup (t|#, x) ^ sup (*|i, x), Bestimmt \|# eine 
X C A T xe l -T 

reguläre Stützebene der Menge E r dann gilt mit Rücksicht auf die Definition 5. 
das Gleichheitszeichen» d.h. sup (ty, x) = sup (ty, x). Sei also tyeEn ein Punkt, 

X6AT X€ÜT 

der eine singulare Stützebene der Menge E r bestimmt. Nach dem Lemma 3. haben 
die Punkte cp e JE», die eine reguläre Stützebene bestimmen, volles Mass im En und 
sind dadurch dicht im En. Es ist leicht zu sehen, dass es für jede Zahl tj > 0 ein 
i|#* € En91^*| < ff gibt, so dass I|I + ty* e En eine reguläre Stützebene zu E r bestimmt. 
Sei nun e > 0. Zu diesem e > 0 bestimmen wir ein r\ > 0 so, dass |(i|i*, x)| ^ 
<[ |i^*| jx| < \t für alle x € E r ist (dieses ist möglich nachdem S r eine beschränkte 
Menge ist). Es ist also 

0 £ sup{f, x) - sup(^, x) « 
X^BT XGAT 

-* sup (iji, x) — sup (^ -f i|f*, x) — sup (̂ r, x) + sup (ty + i|r*, x) g 
X€ET xeI«T XCAT XSAT 

S |sup (*, x) - sup (i|f + ^*, x)| + |sup (̂ r, x) - sup (i|r + *|#*, x)| £ 
X€l.T X€-CT XEAT X € A T 

S Jsup (^*, x)| + |sup (**, x)| < ^ + ^ = e. 
- XSAT 2 2 

Nachdem e > ö beliebig war, bekommen wir die geforderte Gleichung. 



Von dem Satz von Klee (siehe [6], Kapitel V.) und von dem Lemma 5. folgt 
dass E r c A r ist; weiter ist A r c E r . Das bedeutet, dass AT = E r und weiter 
konv AT == konv E r = E r (wobei konv Ar die konvexe Hülle der Menge A r und ÄT 

der Abschluss der Menge Ar im En ist). So haben wir die folgende Behauptung be
wiesen: 

Satz 4. Die Menge E r ist der Abschluss der konvexen Hülle aller Punkte y die 
man in der Form (4) schreiben kann, wobei u(x) : 0 <J T ^ T am Intervall <0, T> 
eine zu irgendeinem tyeEn gehörende, fast überall eindeutig bestimmte extremale 
Regelung ist. 
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Výtah 

EXTREMÁLNÍ REGULACE PRO LINEÁRNÍ ÚLOHU OPTIMÁLNÍ 
REGULACE VZHLEDEM K ČASU S KONVEXNÍM OBOREM REGULACE 

ŠTEFAN SCHWABIK, Praha 

V práci se vyšetřuje lineární soustava 

(1) x = Ax + Bu 

s konstantními maticemi A a B, kde u je prvek z konvexní množiny £/, která má 
vnitřní bod. 

V odstavci II. jsou dokázány některé jednoduché výsledky z teorie konvexních 
množin, pomocí kterých se ukazuje, že jestliže se definují extremální regulace ze 
vztahu (2) jako v [1], pak pro skoro všechna ty £ En (ve smyslu n-rozměmé Lebes-
gueovy míry) jsou ur&ny jednoznačně skoro všude v Et (Věta L). 
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X r je množina všech bodů x 1 e En9 které lze převést do počátku za čas Tt g T 
nějakou regulací soustavy (1). Na základě výsledků práce [2] jsou určeny takové 
body množiny E r, ze kterých lze dosáhnout počátek pomocí jednoznačně defino
vaných extremálních regulací na <0, T>. Ve větách 2. a 3. jsou pro toto uvedeny 
nutné a postačující podmínky. V dalším je ukázáno, že množinu XT lze určit pomocí 
jednoznačných extremálních regulací na intervalu <0, T> (Věta 4.). 

Резюме 

ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧИ 
УПРАВЛЕНИЯ ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ 

С ВЫПУКЛОЙ ОБЛАСТЬЮ УПРАВЛЕНИЯ 

ШТЕФАН ШВАБИК (&еГап 8сЬ\уаЫк), Прага 

В работе исследуется линейная система 

(1) х = Ах 4- Ви 

с постоянными матрицами А и В где и принадлежит выпуклому множеству V 
с внутренней точкой. 

В абзаце П. доказаны некоторые элементарные результаты из теории вы
пуклых множеств. На основании этого показывается, что при определении 
экстремального управления из соотношения (2) так как в [1], для почти 
всех ф&Еп (в смысле и-размерной меры Лебега) эти управления однозначны 
почти всюду в Е% (Теорема 1.). 

Ът есть множество всех точек х1 е Еп9 которые возможно перевести в начало 
координат за время Тх ^ Г некоторым управлением системы (1). На основании 
результатов работы [2] определенны такие точки множества Хг, из которых 
возможно попасть в начало координат при помощи однозначно на <0, Г> 
определенных эксремальных управлений. В теоремах 2. и 3. для этого приводят
ся необходимые и достаточные условия. В далнейшем показано, что множество 
Ът возможно определить при помощи однозначных экстремальных управлений 
на отрезке <0, Т> (Теорема 4.). 
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