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Casopis pro p¥stovani matematiky, ro&. 91 (1966), Praha

DER KORPER DER IN <0, 1) GLEICHMASSIG
BESCHRANKTER POLYNOME

ViapmMiR PETROV, Praha

(Eingegangen am 19. September 1964)

1. DEFINITION DES KONVEXEN KORPERS

1.1. Wir werden zuerst einige Begriffe der Theorie der konvexen Korper in E, ')
erwihnen:

Eine abgeschlossene und beschrinkte konvexe Menge, die einen inneren Punkt
enthilt, heisst konvexer Korper.

Die Menge aller Grenzpunkte des konvexen Korpers heisst konvexe Hyperflache.
(Das ist nicht eine konvexe Menge.)

Es sei M eine abgeschlossene Menge. Die Menge aller konvexen Kombinationen
der Punkte von M heisst konvexe Hiille der Menge M. Die konvexe Hiille kann man
auch als den Durchschnitt aller abgeschlossenen Halbrdume, die die Menge M ent-
halten, charakterisieren.

Der Punkt des konvexen Korpers, der innerhalb keines Linienabschnitts, der
zwei Punkte des Korpers verbindet, liegt, heisst Gipfelpunkt des Korpers.

Es seien x, yy, ..., ¥, Punkte aus E,. Wir werden sagen, dass der Punkt x eine
konvexe Kombination der Punkte y,, ..., y,, ist, wenn es solche Zahlen c,, .
gibt, dass '

L4
ves Cre

x =_§lc,yi, zlc,= 1,¢,20, (i=12..,m).

1.2. In dieser Arbeit werden reelle Polynome hichstens n-ten Grades (einschliessend
das Null-Polynom), d.h. diePolynome der Form P(f) = Y x,t!, wox,(i = 0, 1, ..., n)
i=0

reelle Zahlen sind, untersucht. Man kann jedes solches Polynom als einen Punkt
im (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum E, betrachten und zwar and so, dass
man dem Polynom P den Punkt [xo, X,, ..., x,] zuordnet. Diese Abbildung ist
eine eineindeutige Abbildung der Menge aller Polynome héchstens n-ter Grades auf
E,,;. In der ganzen Arbeit werden fiir uns die Ausdriicke ,,Polynom* und ,,Punkt
aus E, . immer dasselbe bedeuten.

1y siehe [11.
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1.3. Wir bezeichnen K, die Menge aller Polynome P hochstens n-ten Grades
(einschliessend das Null-Polynom), die die Bedingung
) max |P(t)| <1
1€(0,1)
erfiillen.

1.4. Satz. K, ist ein symmetrischer konvexer Korper.

Beweis. Der Satz folgt gleich daraus, dass K, der Durchschnitt der Einheitskugel
des Raumes C(O, 1) mit dem durch die Funktionen 1, ¢, ..., " definierten Unterraum
ist.

2. DIE KONVEXE HYPERFLACHE DES KORPERS X,

2.1. Die Funktion

max |P(t)| = max IZ xit|

te(0,1) 1e(0,1) i
ist eine stetige Funktion der Veridnderlichen x,, x4, ..., X,. Ist also max |P(t)| <1,
dann liegt P innerhalb des Korpers K,. Die konvexe Hyperﬂache die den Korper K,
begrenzt, ist also durch die Gleichung
@) max |P(1) = 1

te(0,1)

gegeben.

Wir wollen genauer die Form dieser konvexen Hyperfliche untersuchen. Fiir die
Gleichung (2) ist die Giiltigkeit mindestens einer der folgenden Bedingungen not-
wendig:

1. P0)= 1, dh xo= 1,

2. P0)= -1, dh. x,= -1,

3.P1)= 1, dh xo+x +...+x,= 1,

4. P(1) = -1, dh Xxo+ % + ... +x, = —1,

5. Es gibt ein t, €(0, 1) so, dass P(t,) = 1 ist; damit P € K,, gilt, muss selbstver-
standlich noch P'(t,) = 0 sein, d.h.

n n
th‘ 1 et Yixt™'=0.

i=0 i=0
6. Es gibt ein t, € (0, 1) so, dass P(ty) = —1, P'(t;) = 0 ist, d.h.
n n
Yxitt=—1 et Yixt '=0.
i=0 i=0

2.2. Jeder Grenzpunkt des Korpers K, liegt also auf einer der folgenden Hyper-
flichen:
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a) vier Hyperebenen:
- x0=1’x0=-—19 in:’l) in='—1’

i=0 i=0

b) zwei Hyperflichen:

n n n n

Yxitt=1, Yix 7' =0und } xt' = -1, Y ixg'™* =0, (te(0,1)).
i=0 i=0 i=o i=o

Die konvexe Hyperfliche, die den Koérper K, begrenzt, ist also aus Teilen dieser
sechs Hyperflichen gebildet, und zwar aus solchen Teilen, die vollig zu K, gehoren.

2.3. Wie schen die Hyperflichen sub b) aus? Sie liegen symmetrisch um den
Koordinatenursprung. Die erste bildet ein einparametrisches System von Hyper-
ebenen der Dimension n — 2, die alle den Punkt [1,0, ..., 0] enthalten, d.h. ein
gewisser Kegel. Es ist klar, dass dieser ,,Kegel“ die Hiille des einparametrischen

Systems der Hyperebenen Y x;t' = 1, t €(0, 1) bildet. Ahnlich fiir die zweite Hyper-
flidche. =0

2.4. Die abgeschlossene und beschrinkte konvexe Menge in E, ist mit der kon-
vexen Hiille der Menge ihrer Gipfelpunkte identisch; um den Kérper K, und seine
konvexe Hyperfliche zu bestimmen, geniigt es also die Gipfelpunkte des Korpers
K, bestimmen. ‘

- 2.5. Wir sehen, dass die Polynome 1 und —1 einen gewissen singuldren Charakter
haben, wir werden sie also triviale, alle iibrigen dann als nichttriviale Polynome
bezeichnen (siehe auch den Satz 5.1.)

3. K, FUR n=0,1,2,3.

Fiir kleine Werte n kann man die konvexe Hyperfliche und die Gipfelpunkte
des Korpers K, bestimmen:

1. n = 0. Es handelt sich um Polynome hochstens O-ten Grades: P(t) = x, . K,
ist also das Intervall —1 < xy < 1, seine Gipfelpunkte sind die Polynome 1 und —1.

2. n = 1. Es handelt sich um die Polynome P(t) = x, + x,t. K, ist das Rhom-
boid ~1<x, =1, —1 £ xp + x; £1; seine Gipfelpunkte sind 1,2t — 1 und
die symmetrischen Gipfelpunkte —1, —2¢ + 1.

3. n = 2. Nach kurzer Berechnung bekommt man fiir den Korper K, diese
Gipfelpunkte: das triviale Polynom 1 und zwei Kurven von Gipfeln:

1 +x1t+';'xit2, XIE<—-8, —'4>;
1+ x4 3% — x,(1 + 3x) t + 332, x,€(-8, —4)

(und die Gipfel, die um den Ursprung symmetrisch liegen).
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4. n = 3. Nach lingerer Berechnung bekommt man, dass die Menge der Gipfel-
punkte des Korpers K5 aus den trivialen Gipfeln 41, vier Kurven und zwei zweidimen-
sionalen Fldchen besteht. Schematisch kann man sich die Menge der Gipfelpunkte
etwa so vorstellen:

(Es liegt allerdings im vierdimensionalen Raum, die inneren Kurven haben keinen
gemeinsamen Punkt.) T ist das Polynom, dass wir aus dem Tschebyscheffschen
Polynom fiir das Intervall <0, 1) nach Multiplizieren mit einer passenden Konstan-
ten bekommen (die Konstante ist so gewihlt, dass das Maximum des Absolut-
betrages des Polynoms T'im Intervall <0, 1) gleich eins ist); — T ist das symmetrische
Polynom.

4. CHARAKTERISIERUNG DER GIPFELPUNKTE VON K,

4.1. Es sein P, Py, P, € K,. Weiter seia > 0,> 0,a + f =1, P = aPy + fBP,.
Wenn fiir to € 0, 1), P(t,) = 1, ist, dann ist auch Py(t;) = P,(t;) = 1. Wenn noch
P(t)) = ... =PDt)) =0 (i = 1) ist, dann ist auch Pi(t;) = ... = P{(t;) =
= Pj(to) = ... = P{(t,) = 0.

Beweis: A) Es ist P = aP, + fP,, «a>0, >0, a + f = 1. Dann ist 1 =
= P(to) = aPy(to) + B Py(t) < o + B =1 es muss also iiberall das Gleichheits-
zeichen sein und notwendig gilt P,(o) = P,(to) = 1.

B) Es sei j die erste der Zahlen 1, 2, ..., i fiir welche
(3) PP(ty) #0 vel PYt,) +0.

a) Wenn t, € (0, 1) ist, miissen P; und P, fiir ¢, ein lokales Maximum erreichen
und deswegen ist

%) POt) S0 et PP(t) <0,
(j muss dabei gerade sein). '

b) Wenn ¢, = 0 ist, miissen P, und P, im Punkte 0 von rechts nicht zunehmend
sein; deswegen gilt wieder (4).

c) Wenn t, = 1 ist, miissen P, und P, im Punkte 1 von links nichtabnehmend
sein, also

5) P 20 ot P12 0.
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Es ist dann PYt,) = o P{(t;) + B P$(t;) und wegen (3) ist der Ausdruck rechts
in den Fillen a) und b) (siehe (4)) negativ, im Falle c) (siehe (5)) positiv, also immer
von Null verschieden, was einen Widerspruch bietet.

4.2. Dasselbe gilt selbstverstindlich fiir P(f,) = —1. Weiter kann man leicht
durch Induktion die Behauptung auf konvexe Kombination beliebiger (endlicher)
Mengen von Punkten aus K, erweitern.

4.3. Satz. Die trivialen Polynome 1 und —1 sind Gipfelpunkte des Kirpers K,

Beweis. Der Satz folgt unmittelbar aus 4.1.

4.4. Satz. Wenn ein nichttriviales Polynom P € K,, einen Gipfel des Kiorpers K,
bildet,-dann gibt es im Intervall {0, 1) Zahlen t, und t, so, dass P(t;) = 1 und
P(t;) = —1 ist.

Beweis. Ist P ein Gipfel, dann muss es nach 2.4. in <0, 1) einen solchen Punkt ¢,
geben, dass ‘P(ti)l = 1 ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man vor-
aussétzen, dass P(tl) = list (wegen der Symmetrie des Korpers K, wiirde man sonst
zum Polynom — P iibergehen). Es sei min P(f) = m > —1. Weil P nichttrivial ist,
ist sicher m < 1. Setzen wir 1(0.1)

o) = 12 (P - 57),

1—-m
dann ist A
1+m.1+1—-m'Q=P’1+m>0,1—m>0,1+m+1-—m=1;
2 2 2 2 2 2

P liegt also innerhalb des Linienabschnittes mit Grenzpunktes 1 und Q. Um einen
Widerspruch zu bekommen, muss man noch beweisen, dass Q € K,, ist. Das folgt
aber gleich aus den Gleichungen

maxQ(t)=1fm(1-1+m)=1, nan(t)=——2—(m—1—i’1’)=—1.

(t€0,1) 2 1€(0,1) 1—-m

4.5, Definition 1. Als ,,bedeutsame® Bedingung im Punkte t,€ (0, 1> fiir das
Polynom Pe K, werden wir jede von den folgenden Bedingungen bezeichnen:

a) P(tg)= 1 oder

b) P(ty) = —1 oder

¢) Ptg) = 0 wenn |P(tg)] =1, P(to) =...=PU () =0, t,€40,1)
ist.

II. Wir werden sagen, dass das Polynom P j bedeutsame Bedingungen (j = 1)
im Punkte t,€<0, 1) erfiill, wenn |P(to)] = 1, P'(t;) = ... = PU™1(to) = 0 ist.
Wenn ausserdem PY(#,) # 0 ist, sagen wir, dass P genau j bedeutsame Bedingungen
im Punkte ¢, erfiillt.
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II. Sind t,, ..., t, alle (verschiedenen) Punkte des Intervalles 0, 1), in denen |P|
gleich eins ist, und erfiillt P im Punkte ¢; genau j; bedeutsame Bedingungen, dann
sagen wir, dass P genau j, + ... + j; bedeutsame Bedingungen erfiillt. Wir definie-
ren: ein triviales Polynom erfiillt unendlich viele bedeutsame Bedingungen.

4.6. Satz. Ein Polynom P € K,, bildet einen Gipfelpunkt des Korpers K, dann und
nur dann, wenn es mindestens n + 1 bedeutsame bedingungen erfiillt.

Beweis. A) Das Polynom P soll mindestens n + 1 bedeutsame Bedingungen
erfiillen; in gewissen Punkten t; sind also die Werte der Funktionen und ihrer Ablei-
tungen bis zu gewissen Ordnungen p; gegeben. Man sieht leicht, dass durch diese
Bedingungen (es sind mindestens n + 1 Bedingungen) das Polynom P eindeutig
bestimmt ist. Wir setzen

P=OCP1+ﬂP2, “>0, ﬂ>0,a+ﬁ=l,PIEK,,,P26K,,.

Nach 4.1. und 4.2. wissen wir, dass P; und P, dieselben bedeutsamen Bedingungen
erfiillen miissen, sodass P, = P, = P ist. P ist also ein Gipfelpunkt.

Das Polynom P erfiille nur m(m < n) bedeutsame Bedingungen, und zwar in den
Punkten t, (i = 1,2,...,j). Wir werden n + 1 — m belicbige verschiedene Punkte
Uy ..., Uy_m U Wihlen; die auch von allen t; verschieden sind. Das Polynom P ist
dann durch die m bedeutsamen Bedingungen und durch die Werte in den Punkten
Uy, ooy Uy U eindeutig bestimmt.

Wir definieren jetzt Polynome (g, t) (Polynome in f) folgendermassen:

a) ®e, 1) = P(t), (i=12..J)),

b) 0" ®(e, t,)
ot

(p; ist die Anzahl der bedeutsamen Bedingungen des Polynoms P im Punkte t;.)

¢) &(e,u;) = Pu), (i=12..,n-m)),

d) &(e,u) = P(u) + ¢,

e) Als Funktion von ¢ ist ®(s, t) ein Polynom héchstens n-ten Grades.

=P®(1t)=0, (k=12 ..,p;—1i=12..})

Um den Beweis unseres Satzes zu beendigen beniigt nun das folgende Lemma be-
weisen:

Lemma. Das Polynom P liegt innerhalbs des Linienabschnittes mit den Grenz-
punkten @(e, t) und ®(—e, t), welche fiir kleine Werte ¢ > 0 in K, liegen.

Beweis. I. Wir werden das Polynom Q(t) = (®(e, t) + &(—é, t))/2 bilden. Dann
gelten fiir Q die Gleichungen a), b), ¢) und es ist noch Q(u) = (P(u) + & + P(u) — &)[2 =
= P(u). Diese Bedingung und die Bedingungen a), b), c) bestimmen ein Polynom
hochstens n-ten Grades eindeutig und deswegen ist Q = P.
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II. Es bleibt noch zu beweisen, dass es eine solche Zahl > 0 gibt, dass fiir alle
|e| < n gilt: ®(e, ) € K,. Es sei erwihnt, dass &(0, ) = P(t) ist. Die Idee ist klar:
in der Umgebung des Punktes ¢, liegt der Graph der Funktion &(s, t) in der Nahe
und unter der Geraden y = 1 (resp. y = —1), in dem iibrigen Teile des Intervalls
<0, 1) ist dann max |&(e, Hs1-¢<L

A) Die Koeffizienten des Polynoms (als Polynoms in ¢) sind stetige Funktionen
der Werte des Polynoms und seiner Ableitungen in der Punkten t,,...,t;, u,, ...
ey Uy

B) Da dasPolynom und seine Ableitungen stetige Funktionen der Verdnderlichen ¢
und der Koeffizienten des Polynoms sind, ist nach A) klar, dass ®(e, t), 09[ot,
9*®[0r%, ... stetige Funktionen von & und ¢ sind.

C) Es ist also auch M(g) = max |d(z, #)| eine stetige Funktion von & M(0) = 1;

1e(0,1)
es gibt deswegen ein 7o > 0 so, dass M(g) < 2 fiir |¢] < 7, ist. Dann ist selbstver-
stindlich &(e, t)[2€ K,, d.h. ®(e, t) € 2K,. Weil K beschrinkt ist, ist auch 2K, be-
schrinkt, und auch alle Ableitungen der Polynome aus 2K, sind gleichmaissig be-
schrinkt fiir alle £ € {0, 1). Es gibt also ein 4 > 0 so, dass fiir alle lsl < 1o die Funk-
tion ¢(s, t) und alle ihre Ableitungen nach ¢ im Absolutbetrag kleiner oder gleich A
sind.

D) Im Punkte ¢; (i =1,2,...,j) ist P®)(t) = a; + 0. Nach B) gibt es also ein
n;> 0 so, dass

P &g, t,) > |ay
ot? 2

fiir |e| < #; ist.
E) Es sei lel < 7 = min (o, Ny, ..., n;). Die Funktion ®(e, f) entwickeln wir in
die Taylorsche Reihe nach den Potenzen t — t;:
IR PSS W ., A7)
P (s + 1) o+t

WO t; zwischen ¢; und ¢ liegt. Weil ¢;€ (0, 1> und weil uns ¢t auch nur im Intervall
<0, 1) interessiert, ist ¢, € €0, 1) und deswegen gilt nach C)

atp( +1

e, ) = P(1) + (t - e,

4.

Wir miissen jetzt einige Fille unterscheiden:

«) t;,€(0, 1), P(t;) = 1. Dann hat das Polynom P im Punkte f, ein lokales Maxi-
mum, d.h. p, ist gerade und P®)(t)) = a; < 0. Der Ausdruck

129w, _ oy + —1 0" 19(e, t,0) (t =ty
o (ps + 1)1 o7+ *!



ist sicher negativ - mindestens in gewisser Umgebung des Punktes ¢; — wenn

%y

At — 1| <0
2 pi+1

ist, was fiir it —t;| < 8= —(p, + 1) a;[24 gilt. Fiir |t — t;| < §,istalso &(e, 1) < 1.

B) t,€(0.1), P(t;) = —1. Ganz analogisch findet man wieder ein 6,> 0 so, dass
®(e, 1) 2 —1fiir |t — 1] < 5, ist.

y) t; = 0, P(0) = 1. Dann muss das Polynom P im Punkte O von rechts nichzu-
nehmend sein und die Zahl P®"(0), die nicht gleich Null ist, muss also kleiner als
Null sein. Weiter setzt gleich man in gleicher Weise wie sub a) fort, nur muss man sich
diesmal nur auf rechte Umgebung des Punktes O begrenzen.

8) Ahnlich wiirde man auch die iibrigen Fillen t; = 0, P(0) = —1,¢, = 1, P(1) =
=1,¢t; =1, P(1) = —1 untersuchen.

F) Esseijetzt y,> 0(i = 1,2, ..., j) so gewihlt, dass P(t) = O fiir it - ti| < 7y, ist.
Weil dann
min |, t)| = mye)

) te(0,1) |t—ti] <71
stetige Funktionen von ¢ sind, m(0) > 0, gibt es Zahlen n;> 0 (i = 1,2, ..., j) so,
dass ®(, t) =+ O fiir lal <7 lt - t,.l < 9;, te0, 1) ist. Bezeichnen wir
ﬁ,’ = min ('yi, 5,) Py QI,' = E(te <0, 1>; |t - ti' < ﬁi) (i = 1, 2, ...,j) P’
J
52[ = U QIi, '1, = min(ﬁ, 7”1, L] ’13) H
i=1
dann gilt fiir [¢] < 7":
(6) |B(e, 1) <1 fir ted.
Bezeichnen wir noch B = (0, 1) — ¥, dann ist B eine kompakte Menge und es
gilt
max [P(1)) =1-{ <1

teB
Weil jetzt

max [2(s, )] = Mq(o)

teB
eine stetige Funktion von ¢ ist, M(0) < 1, gibt es ein 7 > 0 so, dass
(7 max |®(e, )| < 1
teB

fiir |¢| < 7 ist. Setzen wir zuletzt # = min (', ) dann ist nach (6) und (7) fiir |¢| < #

max |®(e, 1)) < 1
te(0,1)

also ®(e, t) € K, was zu beweisen war.
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4.7. Ganz analogisch kann man einen allgemeineren Satz beweisen:

Satz. Ein Polynom P €K, liegt innerhalb eines k-dimensionalen (k = 1,2, .
,n+ 1) Slmplexes S < K, dann und nur dann, wenn es genau n + 1 - k
bedeutsame Bedingungen erfiillt.

Beweis. Es sei P ein Polynom, das genau n + 1 — k bedeutsame Bedingungen
erfiillt; diese Bedingungen soll es in den Punkten ¢,, ..., t; erfiillen. Wir wihlen
noch weitere k verschiedene Punkte u, ..., u;, die auch von allen ¢; verschieden
sind, und definieren jetzt Polynome @, t) (i = 1, 2, ..., k) (Polynome in ¢ hchstens
n-ten Grades) folgendermassen: ®; erfiillt dieselben bedeutsamen Bedingungen wie P
und in allen Punkten u, ..., 4, hat @; denselben Wert wie P mit Ausnahme des
Punktes u;,, wo &, u;) = P(u;) + ¢ ist. @e, t) sind dann eindeutig bestimmt fiir
alle i = 1,2,..., k.

Nach dem Lemma 4.6. wissen wir, dass P innerhalb des Linienabschnittes mit den
Grenzpunkten s, t), ¢ —e, t) liegt und dass diese Grenzpunkte fiir kleine &> 0
in K, liegen. Die Richtungen dieser Linienabschnitte sind linear unabhingig, denn
aus der Gleichung

Zai(di,(s ) — &(—¢,1) =0 fir te<0,1)
=)

wiirde speziell folgen, dass

,i:o“'(d’*(s’ Up) — Bf—t ) =0 (m=1,2,..., k)

ist, d.h. 20,6 = 0, und deswegen a,, = 0 fiir m = 1, 2, ..., k. P liegt also innerhalb
der k-dimensionalen konvexen Hiille dieser Linienanschnitte.

Es bleibt noch zu beweisen, dass P innerhalb keines k + 1 dimensionalen Sim-
plexes S < K, liegt. (Wir konnen uns allerdings auf 1 < k < n beschrénken, fiir
k = n + 1 ist es selbstverstiindlich.) In diesem Falle wire ndhmlich

k+1 k+1
P=YaP,, ,>0, Ya,=1
i=0 . i=0
mit linear unabhingigen P, Nach 4.2. muss P; dieselben bedeutsamen Bedingungen
wie P erfiillen; wir werden u,, ..., u, voneinander und von allen t; verschieden
wihlen und nehmen eine beliebige Kombination

k+1 k+1

E:ﬂﬁﬁ, §:ﬂi==0'
i=0 i=0

Dieses Polynom erfiillt dann n + 1 — k ,,Nullbedingungen®. Wir werden jetzt
Bos B1s --., Br+1 noch so wihlen, dass ausser der Gleichung

k+1

®) | : Y8 =0

i=0
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noch die Gleichungen
k+1

9) ,Z:oﬂ‘ Pu,) =0 (m=1,2,..,k)

gelten. Das System der Gleichungen (8), (9) ist ein System von k + 1 homogenen

linearen Gleichungen fiir k + 2 Unbekannten, es hat also sicher Losung Bo, B1s ---
k+1

.» Bx+1 fiir die mindestens ein B; = 0 ist. Dann erfiillt aber das Polynom Y. B;P;,
i=o0

n + 1 Nullbedingungen, es ist also identisch gleich Null, was einen Widerspruch
mit der linearen Unabhingigkeit der Polynome P, ..., P, ; liefert.

5. DIE EIGENSCHAFTEN DER MENGE DER GIPFELPUNKTE DES KORPERS K,

5.1 Satz. Triviale Gipfelpunkte sind isolierte Gipfelpunkte des Korpers K,.

Beweis. min P(¢) fiir €0, 1) ist eine stetige Funktion der Koeffizienten des
Polynoms P, min 1 = 1; es gibt also eine solche Umgebung des trivialen Gipfels 1,
dass fiir alle Polynome P aus dieser Umgebung die Ungleichung min P(z) > —1
gilt. Nach 4.4. kann also keiner dieser Polynome einen Gipfel bilden (mit Ausnahme
des Polynoms 1). Fiir die G1pfe1 —1 folgt dann die Behauptung soglelch aus der
Symmetrie des Korpers K,

5.2. Satz. Die trivialen Gipfelpunkte sind fiir n + 1 die einzigen isolierten Gipfel-
punkte des Korpers K,,.

Beweis. Nach 5.1. geniigt es zu zeigen, dass kein nichttrivialer Gipfel isoliert ist.
Es gilt dass man jeden Punkt P des konvexen Korpers in E, als konvexe Kombination
n + 1 Gipfelpunkte P; (i = 0, 1, ..., n) schreiben kann:

P=i§0},ipi, li;(), i§01=1.

Es sei P ein Gipfel P # 1, P + —1. Wir setzen #(a) = R, wo R(t) = P(at), a > 0.
@ ist offensichtlich eine stetige Abbildung der Menge (0, + o) in die Menge aller
Polynome; dabei ist #(1) = P, d(a) e K, firalleae (0, 1)>. Esseil > a; > a, > ...
eine monotonfallende Folge positiver Zahlen a,, — 0; wir bezeichnen @,, = &(1 —a,,).
Nach dem, was gerade gesagt wurde, gilt #,, - Pund @,€ K, fiirjedes m = 1, 2, ...
Es ist also

(10) Qm = Z /li,mPi,m » WO )'i,'m = 0 H Zj'i-m =1 H
i=0

P, sind Gipfelpunkte (i =0,1,...,n, m = 1,2,...). Wir kénnen sogar voraus-
setzen, dass

k k
(11) Qm = zli.mPi,m ’ wo Ai,m> 0 (i = 0, 1, ooy k) N Zli,m = 1 R
i=0 i=0
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wo k dieselbe Zahl fiir alle m ist.(Man geht zu einer ausgewéhlten Folge iiber, denn fiir
k gibt es in (10) nur endlich viele Moglichkeiten.)

Alle 4, ,, liegen in <0, 1), also in einem kompakten Intervall, alle P, ,, in der kom-
pakten Menge K,, man kann also voraussetzen, dass

Hm li',":l‘, lim Pi'"‘:P‘ (i=0,1,...,k)
m- + o m=+ oo

existieren (sonst wiirde man zu einer Teilfolge iibergehen). In der Gleichung (11)
werden wir jetzt zu dem Grenzwert fiir m — + oo iibergehen und bekommen

k k
P=zlipl’ l;go, ZAi:l'
i=0 i=0

Weil' P selbst ein Gipfel ist, gibt es notwendig ein j so, dass P = P; (und ; % 0)

Dann ist also
P = lim P;,.
m— +

Wenn wir noch beweisen, dass fiir unendlich viele Werte von m P;,, + P ist, ist
der Beweis fertig.

Da P ein nichttrivialer Gipfelpunkt ist, gibt es nur endlich viele Punkte ¢; so, dass
|P(t,)| = 1 ist. Es kénnen also nur folgende drei Méglichkeiten vorkommen:

A) Es gibt ein t € (0, 1) so, dass P(t) = 1 ist. Wir bezeichnen #, den kleinsten von
diesen Werten t. Wenn man sich auf a € {t,, 1) beschrénkt, ist das Polynom &(a)
gleich 1 im Punkte #,/a und dieser Punkt #o/a ist der kleinste positive Punkt mit dieser
Eigenschaft. Nach 4.2 hat P;,, den Wert 1 im Punkte t,/(1 — «,). Wir werden m,
so wihlen, dass

s =t)(1 —om) =1, P(sy) +1
ist, dann ist P;,, = P. Leicht kann man eine solche Folge m,, m,, ... finden, dass
m>m_y, s;=t/(1—-a,)<1, P(s)=*1
ist, also P;,,, + Pfirallei =1,2,...

B) Den Fall, dass es ein solches te (0, 1) gibt, dass P(f) = —1 ist, kann man durch
den Ubergang zum Polynom — P auf den Fall 4 zuriickfiihren.

C) Es bleibt noch der Fall iibrig, dass |P(t)| < 1 fiir alle ¢ € (0, 1) ist. Dann muss
nach 4.4. entweder P(0) = 1, P(1) = —1 oder P(0) = —1, P(1) = 1 sein. Die zweite
Moglichkeit kann man auf die erste wieder mittels des Uberganges zum Polynom
— P iiberfiihren, es geniigt also sich nur mit der ersten Moglichkeit zu beschiftigen.

Weil P ein Gipfel ist, muss P nach dem Satz 4.6. n + 1 bedeutsame Bedingungen
erfiillen:

(12) PO = 1, P(0)=...=Pi1(0) =0,
| P() = -1, P(1)=..=P"1) =0.
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a) Wenn i — 1 > 2ist, bezeichnen wir ¥(g) (0 < ¢ < 1) das Polynom Q hdchstens
n-ten Grades, das folgenderweise definiert ist:

00)= 1, QO0)=...=0%0) =0, Q) =1, Q) =0,
o) = -1, Q) =...=Q" 1) =0.

Dassind zusammen 1 + i — 3 + 2+ 1 4+ n — i = n + 1 bedeutsame Bedingungen
Q ist also eindeutig bestimmt und es gilt: wenn Q zu K, gehort, dann ist Q ein Gipfel.
Nach dem Mittelwertsatz liegt noch eine Nullstelle &; der Ableitung Q" zwischen 0
und e. Q ist aber ein Polynom héochstens n-ten Grades und deswegen sind & und &,
einfache Nullstellen der Ableitung Q' und Q' kann keine anderen (d.h. ausser 0, 1, , ¢,)
Nulistellen haben. Q ist also abnehmend in <{g¢, 1> und deswegen zunehmend in
{&;, &) und abnehmend in (0, ¢;>. Daraus folgt vorerst, dass fiir ¢ #+ &” auch
Y(e'} + P(e") ist. Weiter folgt daraus, dass

(13) o)) =1 fir tede 1)

ist. Die Koeffizienten der Polynome ¥(e) sind stetige Funktionen von ¢, deswegen gibt
es eine Konstante 4 so, dass die Koeffizienten fiir ¢ € {0, %) im absoluten Betrag
kleiner als A sind. Alle Ableitungen der Polynome ¥(e) sind also fiir £ € <0, ) und
te<0, 1) (im absoluten Betrag) durch eine Konstante beschriankt:

Das Polynom Q erreicht im Intervall <0, ¢) den Wert 1 i-mal (inklusive Multi-
plizitdt). Es gibt also im Intervall <0, &) Punkte § und # so, dass Q¢=2)(8) = 0 und
QU Y(n) = 0 ist (mehrfacheres Ausniitzen des Mittelwertsatzes). Dann ist aber

|Q¢"=2(0)| < Bs < Be, |Q“"V(0)| < Bn < Be.
Insgesamt erfiillt also das Polynom ¥(¢) = Q die Bedingungen

(14) 00)=1, Q) =...=030) =0, 020 =1,
QU 0)=p, Q)=-1, Q)=...=Q""1)=0,

wo |4| < Be, |u| < Be ist. Weil die Polynome P(g) fiir & € (0, 4)) in einer kompakten
Menge liegen, kann man aus der Folge ¥(1/n) eine konvergente Teilfolge {¥,,}7
auswihlen. Fiir m — + oo ist ¢ — 0 + und die Bedingungen (14) gehen in die Bedin-
gungen (12) iiber. Es ist also ¥,, — P.

Weil es sich um Polynome handelt, ist die Konvergenz ¥,, — P gleichmissig auf
" jedem Intervall <0, a). Wihlt man a so, dass P(t) > 0 im Intervall 0, a) ist, dann ist
?,()> —1 fiir t € €0, a) fiir alle gemiigend grossen Werte m. Beschrinkt man sich
noch auf die m, fiir die 1/m < a ist, dann folgt aus (13) und aus der im ganzen Inter-
vall 0, 1) selbstverstindlich erfiillten Ungleichung Y’(t) =< 1, dass ¥, €K, fiir alle
geniigend grossen Werte m ist, womit der Beweis beendet ist.
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b) Den Fall n — i 2 2 iiberfithrt man leicht auf den Fall a) mit Hilfe der Substi-
tution s =1 — ¢.

c) i<2eth — i £ 1 Dannmuss notwendign <i+ 1= 3,seindh.n=0,2,3
(der Wert n = 1 wurde ausgeschlossen). Diese Fille wurden im § 3 berechnet und
der Satz gilt offensichtlich auch.

5.3. Fiir n = 1 gilt der Satz nicht, weil wir 4 isolierte Gipfeln haben (siehe § 3).

5.4. Wir werden jetzt eine gewisse Klassifikation der Gipfelpunkte machen:

Definition. Jede bedeutsame Bedingung des Polynoms ausser den Bedingungen
|P(t)l =1, te(0,1) werden wir eine Hauptbedingung nennen. Die Anzahl der
Hauptbedingungen wird Rang des Polynoms P genannt. (Diese Begriffe werden
fiir triviale Polynome nicht eingefiihrt.)

5.5. Es sei T, das Polynom von Tschebyscheff wir bezeichnen
Ci(t) = T2t — |T,(1) ;

der Verlauf des Polynoms C, im Intervall <0, 1) entspricht genau dem Verlauf des
Polynoms T,, im Intervall {(—1, 1>. Es ist klar, dass C, € K, ist. Unter dem Ausdruck
,,Polynom von Tschebyscheff** werden wir weiter immer das Polynom C, verstehen.

5.6. Wir werden jetzt die Anzahl der bedeutsamen Bedingungen untersuchen.
Triviale Polynome erfiillen unendlich viele bedeutsame Bedingungen. Fiir nicht-
triviale Polynome gilt dann: Die Ableitung eines Polynoms aus K, ist ein Polynom
vom Grad hochstens n — 1, durch seine Nullstellen kann man also héchstens n — 1
Bedingungen bekommen. Ein Polynom n-ten Grades kann hochstens n — 1 lokale
Extremalstellen haben, was mit den Bedingungen in den Grenzpunkten n + 1 Bedin-
gungen geben kann. Man sieht also, dass die hochstmogliche Anzahl der bedeut-
samen Bedingungen 2n ist. Wenn das Polynom P einen Gipfelpunkt bilden soll, ist,
wie wir schon gesehen haben (siche 4.6.) die niedrigstmdgliche Anzahl der bedeut-
samen Bedingungen gleich n + 1.

5.7. Aus diesen Aussagen folgt gleich auch, dass die héchstmogliche Anzahl der
Hauptbedingungen gleich n + 1 ist. Welche ist die niedrigstmdgliche Anzahl der
Hauptbedingungen im Falle, wenn P einen Gipfel bildet? In jedem Punkte, in dem P
eine bedeutsame Bedingung erfiillt, erfiillt P mindestens eine Bedingung die eine
Hauptbedingung ist, und hochstens eine, die nicht eine Hauptbedingung ist. Weil
ein Gipfelpunkt mindestens n + 1 bedeutsame Bedingungen erfiillt, ist mindestens
eine Hilfte, d.h. [n/2] + 1 Hauptbedingungen. Ist also P ein Gipfel des Korpers K,
dann gilt :

[#/2] + 1 <RangP<n+1.

5.8. Diese Abschiitzungen koénnen fiir n = 2 nicht verbessert werden, denn:

46



A) Das Polynom von Tschebyscheff erfiillt mindestens 2n bedeutsame Bedingun-
gen und hat den Rang n + 1.

B) a) n 2 2 gerade. Wir wollen fiir a > 0 als ®(a) das Polynom Q bezeichnen
das durch die Gleichung Q(t) = C,(at) definiert ist. Dann ist ¢(1) = C,, ®(a) € K,
fiira €(0, 1). C;hatin (0, 1) n — 1 Nullstellen o; < @, < ... < a,_;. Wir werden a,
so wihlen, dass

Upjz < Ao < Upjz41

ist (fiir n = 2 setzen wir @, = 1). Dann ist das Polynom ®(a,) ein Gipfelpunkt des.
Ranges [n/2] + 1, weil es offensichtlich die Bedingungen

000) =1, Qufao) =(—1), Q(mfag) =0, (i=1,2,...,n2),

d.i. ingesamt n + 1 bedeutsame Bedingungen und davon n/2 + 1 Hauptbedingungen
erfiillt.

b) n = 3, ungerade. Wir wollen wieder vom Polynom C, ausgehen, wihlen aber
zu erst ein feste Zehl ¢, 0 <& < a; und bilden vor allem ein Polynom R,
R(t) = C,(& + (1 ~ &) t). Nun machen wir dieselbe Dilatation nach rechts wie sub a),
diesmal aber die Dilatataion des Polynoms R, sodass im Intervall (0, 1) diesmal
(n + 1)/2 Nullstellen der Ableitung R’ bleiben. Man sieht leicht, dass man so einen
Gipfelpunkt Ranges (r + 1)/2 bekommt.

Fiir n = 0 sind die trivialen Polynome die einzigen Gipfelpunkte und deswegen
kann man nicht sprechen vom Range. Fiir n = 1 hat man neben den trivialen Gipfeln
noch zwei nichttriviale, beide aber haben den Rang 2 (siehe §3) und deswegen ist
in diesem einzigen Falle unsere Abschitzung nicht genau.

5.9. Auf dieselbe Weise, wie die Existenz der Gipfelpunkte des Ranges [n/2] +1
bewiesen wurde (fiir n > 2), kann man offensichtlich fiir n > 2 zu jedem m, [n[2] +
+ 1 < m = n + 1 einen Gipfel des Ranges m konstruieren.

5.10. Definition. Es sei P ein nichttriviales Polynom, P € K,. Es seien a; < o, <
< ... < o, die Punkte von <0, 1) in denen IP(t)l = 1ist; weiter sei P(x;) = 6, und P
erfiillle im Punkte «; gerade j; bedeutsame Bedingungen. Wir werden sagen, dass P
vom Typus {8y, ji; 0225+ 8 ji} bZW. {83,J15...3 8 i | O} bzw. {8,y ...

6k,]k| 1} bzw. {84, j1; .-+5 Ok Ji | 0, 1} ist, je nach dem, ob «; > 0, o < 1 oder
a; = 0,0 < lodera; > 0,0, = lodera; = 0,0, = 11st (Speziell: Wenn !P(t)l <1
fiir £ € €0, 1) ist, dann ist P vom Typus 0).

5.11.Satz A. Eine konvergente Folge der Gipfelpunkte des Ranges k hat als
Grenzwert wieder einen Gipfelpunkt und zwar des Ranges 2 k.

Satz B. Es seien P,, Gipfelpunkten des Ranges k, die alle von dem selben Typus
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sind, und es gelte P,, — P. Dann ist P ein Gipfel des Ranges > k. Wenn P ein Gipfel-
punkt des Ranges k ist, dann gilt:

a) P ist von dem selben Typus wie alle P,,.

b) Sind oy < 0y < ... < 0, die Punkte aus <0, 1), in denen |P,(1)| = 1 ist,
und haben a; < a, < ... < ay die gleiche Bedeutung fiir P, dann ist a; ,, — a; fiir
i=12...,h

Beweis des Satzes A. Weil es nur endlich viele Typen gibt, folgt der Satz A
aus dem Satze B durch Ubergang zu einer Teilfolge.

Beweis des Satzes B. Alle P, sind von demselben Typ {6,,j;;---; Ok Ji l *1,
wo auf der Stelle * entweder 0 oder 1 oder das Paar 0, 1 oder nichts steht (fﬁr alle m
dasselbe). Es seien oy, < G m < ... < &, die Punkte ¢ € 0, 1, fiir die |P(r)| = 1
ist. Die Polynome P, sind aber gleichmissig stetig in <0, 1) (ihre Ableitungen sind
durch eine gleiche Konstante beschriinkt), es gibt also ein 4 > 0 so, dass

(15) (6= —6i41) = (is 1om —0im = 4 fiir alle m).

Wir wollen irgend eine folge P, (p; < p, < ...) auswihlen, fiir welche die Grenz-
werte
lim ai,pm = ﬂi (i = 1, 2, ey h)

m=*+ oo

existieren. Einfachheitshalber bezeichnen wir P, = Q,, «;, = B;,. Wir schreiben
(16) Q) —1= ]:[(t —m) Unt), Qu(t) + 1 =TIt = 0, V(1)
14

WO @;,, die der Grdsse nach geordneten Punkte B;,, sind, fiir welche 6; = 1 ist;
u, ist der entsprechende Wert j,. Ahnliche Bedeutung hat o, ,, und v,. Nach 4.4. gibt
es mindestens ein g; ,, und ein o, .

Die Zahlen g;,,; 0,,, geben zusammen alle Zahlen B; ,,; es existieren weiter die
Grenzwerte

lim ¢y =@, limg,, =0,
m=>+ o0 m= +
(das sind gerade die Zahlen B,). Einige ¢, konnen gleich sein, nach (15) ist aber jedes
¢; von jedem g, verschieden. U, und ¥, sind Polynome, deren Grad Kleiner als n ist.
Wihlen wir Zahlen t; < t, < ... < t, die von allen ¢; und g, verschieden sind, dann
existiert :

(17) lim U,(t) =—P(£l“- fir i=1,2..,n.
m- + o I:I(t‘ - Ql) !

Es existiert offensichtlich ein solches Polynom U (dessen Grad Kleiner als n ist)
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dass sein Wert im Punkte ¢; genau die Zahl (17) ist. Dann ist
lim (U(r) - V(1) = 0

und deswegen konvergieren die Koeffizienten der Polynome U,, — U gegen Null.
Es gilt also: U,, » U.

Ganz dhnlich findet man, dass V,, » V, wo V ein Polynom vom Grad s < n ist.
Es ist also (mann nimmt in (16) den Grenzwert fiir m — + 0):

P(t) =1 =TJ(t —e)" U(r), P(t)+1=[It~-0,)”¥r).
1 p
Man sieht leicht, dass das Polynom P die Werte 1 und —1 annimmt. Offensichtlich
ist Pe K,
Es sei g <7, 0g+1 = @g+2 = ... = @,, aber g, < o, (soweit g, existiert), g, <
< 0,+1 (soweit g, 4 existiert). Wir werden zwei Fille unterscheiden:

L. @g+1,m > 0, 0rm < 1 (fiir irgendein m und deswegen fiir jedes m). Dann erfiillt
P im Punkte g, mindestens S = u,,, + u,4, + ... + 4, bedeutsame Bedingungen,
von welchen mindestens S — 1 Hauptbedingungen sind. Das Polynom g, erfiillt in
den Punkten @, +1,m Qg+2,m +-+» @r,m insgesamt genau S bedeutsame Bedingungen, von
denen genau S — (r — g) £ S — 1 Hauptbedingungen sind; fir ¢ + 1 < r gilt
hier das Zeichen <.

2. @g+1,m = 0 oder g, ,, = 1. Das Ergebnis ist wieder dasselbe wie friiher, nur
ist die Anzahl der Hauptbedingungen bei P mindestens S und bei Q,, gerade S —
—(r—4q)+ 1 £ 8, fiir g + 1 < r gilt hier wieder das Zeichen <.

Ganz édhnliche Abschitzungen gelten fiir o). .

Daraus ist klar, dass P ein Gipfelpunkt ist, und zwar des Ranges = k. Wir werden
nun voraussetzen, dass P den Rang k hat. Aus dem Vorgehenden ist klar, dass alle
¢, und alle o, von einander verschieden sein miissen und das U(f) % O und ¥(f) + 0
fir alle t€ <0, 1) sein muss; die Zahlen g, und o, sind dann genau alle Zahlen
Bi,..s Bu (0 £ By < By <... < By £ 1). Das Polynom P ist also von dem selben
Typus wie die Polynome Q,,.

Wir werden jetzt voraussetzen, dass einer der Grenzwerte

(18) lim o, (i=1,2,...,h)

m= + oo
nicht existiert. Dann muss es neben unserer Teilfolge {Q,} mit B;, — B; noch eine
andere Teilfolge {@,} geben, fiir die die entsprechenden B, ,, gegen B, (0 < B; <
< B, <... < By £ 1) konvergieren, wobei mindestens ¢in B, von allen Zahlen
By, ..., By verschieden ist. (Wenn es nimlich kein solches B, gibe, dann: Weil min-
destens einer der Grenzwerte (18) nicht existiert, kann man voraussetzen, dass fiir
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ein gewisses r B, # B, ist. Dann wire aber B, = B;, Wo j % r ist. Wire zB. j <,
dann miissten zwischen den Zahlen By, B,, .-, B, mindestens zwei gleiche sein, denn
diese r Zahleh miissten mit denj Zahlen f,, B, ..., B; zusammenfallen und des-
wagen wire nach 1) und 2) P von hoherem Range als k. Ahnlich fiir j > r.) .

Dann wiirde aber aus den Formeln

P(ty—1= U(t - U@, Pl +1= 1;[(‘ - &,)” V(1)

folgen, dass P noch eine bedeutsame Bedingung und also auch eine Hauptbedin-
gung im Punkte B, erfiillt, der Rang von P wiirde also hoher als k sein, was einen
Widerspruch gibt.

8.12. Satz. Bezeichnen wir V, die Menge alle Gipfelpunkte des Kirpers K,,, dann
ist V, eine kompakte Menge.

Beweis. A) ¥, c K, und deswegen ist V, beschriinkt.

B) V, ist abgeschlossen. Wenn nidmlich P eine konvergente Folge von Gipfel-
punkten ist, P,, - P, kann man voraussetzen, dass alle P, nichttriviale Gipfelpunkte
sind; wiren niimlich unendlich viele P,, triviale Polynome, wire P auch ein triviales
Polynom, also ein Gipfel, und wir wiren fertig. Fiir den Rang der Gipfel gibt es
endlich viele Moglichkeiten, man kann also voraussetzen, dass alle P, denselben
Rang haben (sonst wiirde man zu einer Teilfolge iibergehen). Jetzt aber geniigt es
schon den Satz 5.11. A zu beniitzen.

5.13. Aus den S#tzen 5.11. A und 5.11. B folgt eine Reihe von Behauptungen iiber
die Gipfelpunkte. Wir bezeichnen U] die Menge aller Gipfelpunkte deren Rang
mindestens m ist. Weiten bezeichnen wir mit ¥}, die Menge aller Gipfelpunkte, deren
Rang genau gleich m ist, und mit V™7 die Menge aller Gipfelpunkte des Ranges m,
die vom Typus T'sind. Dann gilt nach 5.11. offensichtlich:

Uy ist eine kompakte Menge..

Die Menge V7 ist offen in U}

VT und V™' (mit demselben m)sind abgetrennte Mengen, wenn T und T’ zwei
verschiedene Typen sind.

Aus dem ersten von diesen Sétzen folgt also speziell, dass die Menge aller Gipfel-
punkte des Korpers K, kompakt ist. (Es ist bekannt, dass fiir n > 3 die Menge der
Gipfelpunkte eines konvexen Korper nicht kompekt sein muss.)
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Vytah
TELESO POLYNOMU STEINE OMEZENYCH V INTERVALU (0, 1)

VLADIMIR PETRUV, Praha'

KaZdy polynom

0 * P(i) »Zio xdt

ztotoZnime s bodem [x,, x4, ..., X,] € E,, ;. Ozna¥me K, mnoZinu viech polynomi
(1), pro n&% plati:
() max |P(f)| < 1.

te(0,1)

Pak K, je symetrické konvexni téleso.

Je studovdna mnoZina vSech vrcholi télesa K,. Pro n = 0, 1, 2, 3 je moZno vrcholy
vypotitat. Polynomy +1 a —1 jsou vZdy (tj. pro ka%dé n) vrcholy a to vrcholy isolo-
vanymi. Pro n # 1 plati téZ obrdceng, Ze jedinymi isolovanymi vrcholy jsou pravé
polynomy +1a —1. : ”

Podminku |P(to)| =1 a, je-li |P(to)] =1, P'(t;) = ... PU"1(t;) = 0, pak té%
podminku P(t,) = 0 nazveme vyznamnou (¢, € €0, 1)). Pak plati véta, Z¢ polynom
PeK, je vrcholem tehdy a jen tehdy, jestliZe spliiuje alespoii n + 1 vyznamnych
podminek. Tato vé&ta pfipousti toto zobecnéni: Polynom P € K, le#i uvnitf k-rozmér-
ného simplexu S < K, (k=1,2,...,n + 1) tehdy a jen tehdy, spliuje-li prav
n + 1 — k vyznamnych podminek.

Hlavni podminkou nazveme kaZdou vyznamnou podminku kromé& podminek tvaru
|P(to)| = 1, to €(0, 1). Poget hlavnich podminek nazveme fidem polynomu P (pro
P + +1). Jeli P vrcholem télesa K,, pak plati [n/2] + 1 S ¥ddP <n + 1. Je
dokdzdno, Ze konvergentni posloupnost vrcholt ¥ddu k konverguje opé&t k vrcholu
fddu = k. Odtud plyne, ¢ mno¥ina viech vrcholdi ¥4du = k je kompaktni, tedy
specidlné: mnoZina vSech vrcholi télesa K, je kompaktni.
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Pe3romMme

GOUT'YPA MHOT'OUJIEHOB, PABHOMEPHO OI'PAHMYEHHBIX
HA ITPOMEXVYTKE (0,1

BJIAAVUMHUP ITETPVYB (Vladimir Petriv) Ilpara

Kaxpaprii MEOTOWIEH
(1) P(t) =Y xt
i=0

OTOXIECTBEM C TOYKOH [Xg, Xy, ..., X,] € E, ;. Yepe3 K, 0603HAIUM MHOXECTBO
BCEX TeX MHOrowWIeHoB (1), I KOTOPBIX CpaBeTHBO

(2 max |P(f)| < 1.
) te(0,1)
Toraa K, ectb cuMeTpu4Has BeInykjas Gpurypa.

Hanee usyvaercs MHOXeCTBO Beex BepimmuH ¢urypsl K,. diag n = 0, 1, 2,3 MoxHO
€€ 3/IEMEeHTHI KOHKPETHO BBIMMCINTh. MHOrowIeHs! +1 1 — 1 sBisorcs Beeraa (amns
BCEX 11) BEPIIMHAMH 3 HMCHHO W30JIMPOBAHHBIMHU. [lns n + 1 cpaBefmuBoO M 06paT-
HOE YTBEpXK[CHHE, YTO EIUHCTBEHHHIMH W3OJHMPOBAHBIME BEPUIIMHAMH ABJISAIOTCA
MHorowieHsl +1 1 —1.

Venosue |P(to)| = 1 1, ecm |P(to)] = 1, P'(tp) = ... = PY"(tg) = 0, To Tawxe

yenosre PO(tg) = 0, HazoBeM ,,BaxubIM* (f) € <0, 1)). CupaBenmuea Teopema, 4To
muorowier P € K, sBiseTcs BEPIIMHOM TOTJAa M TOJIBKO TOT/IA, €CIIH YIOBIETBOPSET
IO KpaifHe#t Mepe n + 1 BaXHBIM YCIOBHSAM. DTy TEOPEMY MOXHO enie 0606mMTh:
Muorowien P € K, nexutr BHyTpu k-mepHoro cumiuiekca S < K, (k=1,2,...,
n + 1) Torga M TOJILKO TOTZA, €CIH YZOBJETBOPAET MMEHHO n + 1 — k BaXHBIM
YCTOBHAM. -
- Kaxzoe BaxHOe yCIOBHe, kpoMe ycioBuit Tama |P(to)| = 1, t,€(0,1) Hazosem
,,IMaBHBIM ‘., UHWCNO I/IaBHBIX yCiIoBHH OygeM HasbBaTh paHroM MHOTOWIeHa P
(mma P + +1). Ecu P — Bepmmaa ¢urypst K,, To cupaemmBo [n/2] + 1 £
< panr P < n + 1. [Toka3aHo, 9TO CXOAAIIASCA TOCJIEOBATEIHOCTh BEPIINH paH-
ra k cxomuTcs K BepuruHe paHra = k. OTCIofa BEITEKAeT, YTO MHOXECTBO BCEX Bep-
IIHH paHra 2k gBJiseTcs KOMIAKTHBIM; B YaCTHOM CJIy4ae: MHOKECTBO BCEX BEPIIHH
¢urypst K, sBnsercs KOMIAKTHBIM.
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