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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 91 (1966), Praha 

О РАДИУСЕ ОДНОЛИСТНОСТИ ОДНОГО КЛАССА 
МЕРОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ 

ПАВЕЛ ТОДОРОВ, Пловдив 

(Поступило в редакцию 4/И 1965 г.) 

Рассмотрим клас мероморфных функций 

п тк А 

к - 1 « - 1 ( 2 - ак)
5 

где ак + О обозначают полюсы (1) с соответствующими кратностями тк = 1, 
и Акв являются характеристическими коэффициентами, некоторые из которых 
могут быть нулями (конечно, Актк Ф 0). Если для отличных от нуля коэффи
циентов Аы аргумент отношения Ак81(-ак)

8+1

у $ = 1, 2,..., ть к = 1, 2,..., п 
постоянен и т обозначает самое большое из чисел тк9 то справедлива следую
щая 

Теорема. Каждая функция класса (1) является однолистной в замкнутом 
круге 

(2) | г | ^ 6 81П 
2(m + 1) ' 

где 8 означает наименьший из модулей \ах\9 \а2\,..., \ап\. 
Число б 8т[7г/2(т + 1)] есть точный радиус однолистности класса (1). 

Для доказательства теоремы используем следующую 

Лемму. Еслири р2, ...>рп — действительные числа и \рк\ ^ 1/и, к = 1,2,...,?!, 
то действительная часть произведения, 

(3) Р(г19 22,..., *„) - (1 - Ч)*> (1 - г2у ... (1 - гп)**, и ^ 1, 

где всюду взяты главные значения, степенных функций, положительна, т.е., 
КсР(г19 г2,..., г„) > 0 при условии, что комплексные числа г19 г2,..., хп при
надлежат кругу 

(4) \г\ < вш ~ , р * юах | д | . 
2ир 

*Гисл0 81П {п\Ъгр) не может быть заменено другим большим числом. 
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Доказательство. Отметим, что абсолютная величина |аг§(1 — 2*)| не 
превышает величины острого утла 7г/(2п|р*|) между касательной из точки 2 = 1 
к окружности \г\ = §т(я/2п|рк|) и действительной оси, когда гк пробегает 
внутри и по этой окружности, т.е., |аг&(1 — гк)\ <* 7с(2п||?к|), причем равен
ство достигается только тогда, когда гк лежит в точке касания. Из ра-

л 

венства &т& Р(ги 22,..., 2И) = ]Г рк аг$(1 - 2*) следует, что |аг§ Р\ ^ я/2, при-
* = 1 

чем равенство получаем только при гк = е1<Хк $т (п/2п\рк\)9 ±сск = \п — 
— (#/2и|]рЛ|), Л = 1, 2,..., и. Знак минуса соответствует второй точке касания» 
Только в этом исключительном случае произведение Р(ги 22,..., 2П) является 
чисто мнимым числом. Если заменить круги \г\ < зш (я/2п|рЛ|), /с = 1, 2,..., п 
крутом |г| < 8пг (п/2пр)9 р = тах \рк\9 то при произвольном расположении точек 
ги 22\..., 2п в нем всегда Ке Р = 0. Ясно, что этот крут является самым большим 
с таким свойством. 

Чтобы доказать теорему, нужно проверить, что если точки гх Ф 22 при
надлежат замкнутому кругу \г\ ̂  <5 8т(я/2(т + 1)), то разность 

(5) д, а ) - /(,,) = - Е Е 5. л , Г , а* , 

отлична от нуля. 
Интегрирования в прявой части (5) можно производить по прямолинейному 

отрезку 2Х22. Если действительное переменное % возрастает от 0 до 1, то 2 = 
= (1 — {) гх + %22 описывает этот отрезок и, следовательно, 

(6) /Ы-Д-О.у у% ** Г1 а* 
^ -а - -1 --1 .-1 ' ( " « * Г ^ о (1 - - Я Г 1 ' 

2 = (1 — *)2Х + *22 . 

По лемме при и = 1, р% = 8 + 1 действительная часть подинтегральной 
функции положительна в интервале 0 < % < 1, так как 

sM< sin < sin 
<5 2(т + 1) ~ 2(5 + 1) 

Следовательно, действительные части интегралов в (6) положительны. Из 
условия &щ(Акз1(—ак)

$*г) = с = сот* следует, что все слагаемые в правой 
части (6) лежат по одну сторону от прямой, которая получается при пово
роте мнимой оси около начала на угол с. Следовательно, правая часть (6) 
не равна нулю. 

Чтобы доказать вторую часть теоремы, достаточно найти хотя бы одну 
функцию /(г) из класса (1), первая производная которой анулируется в контур
ной точке области (2). Действительно, в некоторой окрестности такой точки 
/(•г) будет многолисщой, но в явязи с установленным — однолистной в лунке, 
образованной общей частью окрестности и (2). 
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Например, функция 

Л*) = : 
2 — 1 2 — 1 

принадлежит к (1), и следовател*>но, однолистна в замкнутом круге \г\ ^ -У2/2. 
В известной окрестности \г ~~ Ц < Я точки С = К\/2 е**/4) его границы эта 
функция двулистна, потому что /'(С) = О, /"(С) Ф 0, но однолистна в лунке 
\г - С| < в, N ^ л/2/2. 

Этим теорема доказана. 

Адреса автора: Пловдив, ул. Яким Груев 39а, Болгария. 

Výtah 

O JISTÉ TŘÍDĚ PROSTÝCH MEROMORFNÍCH FUNKCÍ 

PAVEL TODOROV (TlaBeji To,s,opoB), Plovdiv 

V článku je nalezen poloměr největšího kruhu, v němž jsou prosté všechny racio
nální funkce tvaru 

n mk A 

/(-) = ! I * = i s=i (2 — ak)
s 

Zde n, mk jsou daná přirozená čísla, ah =(= 0 daná komplexní čísla a koeficienty Aks 

se mění tak, že argument podílu Aksj(—ak)
s+1 je daná konstanta pro všechny 

uvažované hodnoty indexů k a s. 

Summary 

ON A CLASS OF SCHLICHT MEROMORPHIC FUNCTIONS 

PAVEL TODOROV (llaBeJi ToaopoB), Plovdiv 

In the article there is given the radius of the maximal disc, in which all rational 
functions of the form 

n mk A 

* = i s»i (2 — ak)
s 

give a schlicht mapping. Here, n, mk are given positive integers, ak 4= 0 given complex 
numbers. The coefficients Aks vary in such a manner that the argument of the quotient 
Aksj(--ak)

s+1 equals a given constant for all values of indices fe, s considered. 
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